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Problème 1

Préliminaires

1. On montre le résultat par récurrence.
— Initialisation :

f (0)(a) +

∫ b

a

f ′(t) dt = f(a) + f(b)− f(a) = f(b)

— Pas récurrent :

n+1∑
k=0

(b− a)k

k!
f (k)(a) +

∫ b

a

(b− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t) dt

=
(b− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(a) +

n∑
k=0

(b− a)k

k!
f (k)(a)

+
1

(n+ 1)!

([
(b− t)n+1f (n+1)(t)

]b
a
+ (n+ 1)

∫ b

a

(b− t)nf (n+1)(t) dt

)

=

n∑
k=0

(b− a)k

k!
f (k)(a) +

∫ b

a

(b− t)n

(n)!
f (n+1)(t) dt

= f(b)

2. Soit n ∈ N et x ∈ [0, 1]. On prend b = x, a = 0. On a

0 ≤ t ≤ x =⇒ 1 ≤ et ≤ e

=⇒ 0 ≤ (x− t)n

n!
et ≤ e(x− t)n

n!

=⇒ 0 ≤ ex −
n∑

k=0

xk

n!
=

∫ x

0

(x− t)n

n!
et dt ≤ e

n!

∫ x

0

(x− t)n dt =
exn+1

(n+ 1)!
≤ e

(n+ 1)!

puisque x ∈ [0, 1]

Partie A

1. ψ est strictement croissante sur R− (on a ψ′(x) = 1 − 2x > 0 sur R−) et continue, donc injective. Elle
est surjective sur f(R−) = R− (pour x ≤ 0, on a x ≤ x2 donc ψ(x) ≤ 0, et on a ψ(0) = 0). Donc ψ est
bijective de R− dans R−
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