
Propriété : Si u ∈ L(E,F ) avec rg(u) ≥ 1, alors il existe une base BE de E et une base BF de F telles que
MatBE ,BF

(u) = Jr

Démonstration. On pose rg(u) = r ≥ 1, dim(E) = p et dim(F ) = n. On a, par théorème du rang,
dim(Ker(u)) = p− r.

On pose B = (er+1, . . . , ep) base de Ker(u) que l’on complète en BE = (e1, . . . , ep) base de E.
On a rg(u) = r. On pose (u(e1), . . . , u(er)) base de Im(u), que l’on complète enBF = (u(e1), . . . , u(er), fr+1, . . . , fn).

On a alors
MatBE ,BF

(u) = JR

Exercice. Trouver les A ∈Mn(K)
/
∀B ∈Mn(K), AB = BA

Résolution. On pose A = (ai,j) solution. A commute avec tous les B, donc A commute avec tous les Ei,j .
Alors,

(AEi,j)m,l =

n∑
k=1

am,k(Ei,j)k,l =

n∑
k=1

am,kδi,kδj,l = am,iδj,l

et

(Ei,jA)m,l =

n∑
k=1

δm,iδk,jak,l = aj,lδm,i

d’où
∀(i, j, k, l) ∈ J1, nK4, am,iδj,l = aj,lδm,i =⇒ ∀(i, j) ∈ J1, nK, ai,i = aj,j et i 6= j =⇒ ai,j = 0

On a donc A = λIn, λ ∈ K

Exercice. (Théorème d’Hadamard) Si A = (ai,j) ∈Mn(C) telle que

∀i ∈ J1, nK, |ai,i| >
n∑

j=1
j 6=i

|ai,j |

alors A est inversible.

Résolution. On procède par l’absurde et on suppose

∃X =

x1...
xn

 ∈ Ker(A), X 6= 0

On a alors ∃m ∈ J1, nK, xm = max{|xi|, i ∈ J1, nK} 6= 0. On a

AX = 0 =⇒
n∑

j=1

am,jxj = 0 =⇒ |am,m||xm| ≤
n∑

j=1
j 6=m

|am,j ||xj | ≤ |xm|
n∑

j=1
j 6=i

|am,j | =⇒ |am,m| ≤
n∑

j=1
j 6=i

|am,j |

D’où une contradiction et Ker(A) = {0}. On a n = rg(A)− dim(Ker(A)) = rg(A) donc A ∈ GLn(C)

Propriété : Si H est un hyperplan de E, alors pour toute droite D non contenue dans H, on a E = H ⊕D.

Démonstration. Il existe ϕ forme linéaire de E? non nulle telle que H = Ker(ϕ). On pose D = Vect(e1). On a

∀x ∈ E, x = x− ϕ(x)

ϕ(e1)
e1︸ ︷︷ ︸

∈H

+
ϕ(x)

ϕ(e1)
e1︸ ︷︷ ︸

∈D

=⇒ E = H +D

On a également H ∩D = {0} (en effet, si x ∈ H ∩D, x = λe1 donc 0 = ϕ(x) = λϕ(e1) or ϕ(e1) 6= 0 donc λ = 0
et x = 0)



Propriété : φ et ψ formes linéaires non nulles de E, alors

Ker(φ) = Ker(ψ) ⇐⇒ ∃λ ∈ K,λ 6= 0
/
φ = λψ

Démonstration.
— ⇐=) Direct.
— =⇒) H = Ker(φ) hyperplan car φ ∈ E, φ 6= 0 et ∃a ∈ E, φ(a) 6= 0. On a E = H ⊕Vect(a).

On pose λ =
ψ(a)

φ(a)
, a 6∈ H = Ker(φ) = Ker(ψ) =⇒ λ 6= 0. Alors

∀x ∈ H,ψ(x) = 0 = λ(x)

et
∀x ∈ D = Vect(a), ψ(a) = λφ(a)


