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Introduction

Cet ouvrage est le second tome d’analyse d'un recueil d’exercices de
mathemathueb destiné 4 la preparatlon des oraux des concours d’entrée
aux Ecoles normales supérieures et 4 'Ecole polytechnique. Il comportera
six tomes, trois d’algébre et trois d’analyse.

La vocation premiére des Ecoles normales est de former des cher-
cheurs ou des enseignants-chercheurs. 'Le concours d’entrée vise donc
4 détecter les qualités scientifiques du candidat, son aptitude a la re-
cherche. A V'oral, on jugera avant tout la ca,paclte de prendre des ini-
tiatives, d'utiliser une indication, de mener & bien une démarche. On ne
sera pas surpris que les exercices posés aient un contenu mathématigue
riche, qu'ils soient trés édloignés du simple exercice technique, d’appli-
cation du cours, ¢ui'ils solent souvent difficiles. Ils visent la plupart du
temps & la démonstration d'un résultat mathématique significatif. Ils
powrTajent apparaitre excessivement difficiles, si on perdait de vue le
déroulement concret de 'épreuve. L'oral des ENS est un long dialogue
(I"épreuve dure environ cinquante minutes, comme d’ailleurs & 1'Ecole
polytechnique) entre le candidat et 'examinateur, g tout au long de
I'épreuve fournit des indications, quand c’est nécessaire, pour relancer la
reflexion du candidat et tester ses réactions. Il esi d’ailleurs impossible
de rendre pleinement compte dans un recueil d’exercices du caractére
oral de Pépreuve.

L'Ecole polytechnigue, quant & elle, est plus généraliste. Les exercices
posés au concours sont de facture plus classique et, en régle générale,
Pexaminateur intervient moins. Cest au candidat de montrer sa maitrise
du programme dans la résolution d™un exercice dont la difficulté est ce-
pendant trés variable. Certains sont proches des exercices d’ENS. Les
énohcés circulent d’ailleurs d’un concours a 'autre, ou peuvent méme
étre repris d'exercices d’Olympiades.

Les énoncés qui figurent dans ce recueil ont été donnés entre 1996 et
2008. Hs sont extraits pour Vessentiel des listes publiées chaque année
par la RMS {Revue des mathématiques de l'enscignement supérieur
aux éditions Vuibert jusqu’'en 2003 et désormais Hewvue de la filiére
Mathématiques aux éditions e.net} dont nous remercions les auteurs
pour Paide précieuse qu'ils apportent ainsi aux éleves et aux profes-
seurs des classes préparatoires. Il 8’agit de versions communiquées par
les étudiants, reflétant la compréhension que ceux-ci ont eue de lexer-
cice et le déroulement conjoncturel de leur oral, comme le montrent les
variations d’'une année & 'autre pour un méme exercice. Nous n'avons
pas hésité & les modifier, pour rectifier des erreurs, compléter un énoncé



2 INTRODUCTION

quand manifestement 'exercice s'est arrété avant gue le résultat que
I'examinateur avait en vue ne soit atteint, ou ajouter des indications.

Nous avons choisi de laisser quelques énoncés « bruts », ceux pour
lesqruels nous estimons gw'une démarche naturelle {qui peut étre longue
et ardue) permet de conduire & la solution. Pour d’autres exercices, nous
avons pris la liberté de rajouter des questions intermédiaires, qui auraient
pu étre celles posées par Pexaminateur. Quitte & perdre en concision,
nous avons tenu A rédiger les solutions les plus pédagogiques possible,
essayant d'exposer clairement les idées et démarches des raisonnements
sans pour autant escamoter les détails ou calculs qui peuvent paraitre
évidents. On évite autant que possible Vintroduction d’une astuce ou
d'un objet ad hoc permettant d’atteindre rapidement la solution. 8'il
n'y a pas moyen d'expliquer Uorigine de cette astuce, c’est que l'exercice
est pew intéressant et que I’étudiant en tirera peu de profit.

A Dintérieur de chaque chapitre, les exercices ont été regroupés
thématiquement, et & Pintérieur de chaque theme, souvent par ordre de
difficulté croissante. Ainsi regroupés, ils apparaitront plus accessibles, car
plongés dans leur contexte mathématique, éclairés par d’autres exercices
voisins. Les introductions historiques qui ouvrent chaque chapitre, outre
leur intérét propre, visent au méme but. Enfin, nous avons agrémenté
les énoncés de quelques remarques préliminaires. Sans faire de rappels
de cours systématiques, nous avons énoncé, veire redéinontré certains
résultats : lemmes classigues. intervenant dans la résolution d’un grand
nombre d’exercices, ou résultats au contraire & fa lisiere du progranuue,
mais utiles, pour lesquels des éclaircissements étalent nécessaires. On
trouversa aussi des remarques de synthése ou des généralisations qui,
nous Vespérons, pourront amener le candidat curieux & approfondir ses
connaissances. Les quelques indications bibliographiques ont le méme
ohjectif.

Le lecteur ne tirera profit de ce livre d'exercices que s'il cherche des
solutions personnelles avant d'en étudier les corrigés. Une bonne connais-
sance du cours est indispensahle. En effet, les théorémes du programme
fournissent bon nombre de schémas de démonstration. Rappelons aussi
quelques démarches générales qui peuvent faciliter l'appréhension des
exercices difficiles :

> ne pas hésiter & fairc un caleul formel, par exemple avec des séries
entiéres, pour se faire une idée du résultat et justifier ensuite la conver-
gence,

> pour des questions asymptotiques concernant les intégrales il faut
souvent essayer de repérer le (o les) endroit(s) oni la contribution de
la fonction est la plus importante et/ou remplacer la fonction intégrée
par une fonction qui lui est équivalente et qui conduit & une intégrale
calculable,
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& ne pas perdre de vue les liens étroits qu'il ¥ a entre les séries de Fou-
rier et les séries entidres. L'une des deux théories peut servir A résoudre
un exercice posé ¢ priori dans l'autre.

Au-deld des étudiants en classe préparatoire, ces ouvrages
intéresseront aussi les candidats au CAPES et & |'Agrégation, gui
v trouveront matiére A réviser les principales notions du programmne,
ainsi que des exemples pour nourrir nn développement powur lenr oral.
Leur connaissance de 1’Analyse Complexe pourra éclairer ou racconrcir
certaines solutions du chapitre sur les séries entidres.

Vovons maintenant plus précisément le contenn de ce tome 2 d’ana-
lyse. Le premier chapitre, un peu & part, concerne l'intégrale sur un seg-
ment, C’est le seul qui peut étre étudié en premiére année. Nous avons
choisi de regrouper les exercices concernant 'intégrale généralisée dans
le troisieme tome d’analyse. I| est toutefois possible, 4 'occasion d'un
exercice, de rencontrer le théoréine de convergence dominée. Les trois
autres chapitres sont centrés sur les séries, et concernent des notions au
ceeur du programme de seconde année : suites et séries de fonctions,
séries entiéres et séries de Fourier.

Comine dans les autres tomes, les exercices sont classés par théine.
La difficulté est toutefois plutot eroissante : les chapitres commencent
par des questions techniques ou des savoir-faire indispensables (calculs
d'intégrales, de rayon de convergence, de développement en série de Fou-
rier,...) et se terminent souvent par des exercices difficiles qui ont pour
objet de démontrer des théorgmes du niveau licence ou majtrise (citons
par exemple le théoréme d’Aseoli, le théoréme de Fejér,...).

Le troisidme et dernier tome d’analyse portera sur [intégrale
généralisée, la topologie, les équations différentielles et les fonctions de
plusieurs variables.

Nous remercions André et Catherine Bellaiche, René Cori, Rached
Mneimné, Bernard Randé, Yves Duval et Joon Kwon pour leur relecture
approfondie de I'ouvrage et leurs nombreuses suggestions, tant sur le fond
que sur la forme.

Enfin, ¢ vous souhaitez nous contacter pour nous faire part de vos re-
marques, vous polvez envoyer un coutrier 4 'adresse fgn.cassini@free. fr.



Chapitre 1

Intégration

A partir de la deuziéme moiti¢ du XvIir® siccle et de la mise en place
du calcul infinitésimal, s%impose le concept d’intégration, traité comme
le concept inverse de celui de dérivation. Leibniz donne une méthode
permettant, en principe, le calcul des primitives dune fonction ration-
nelle. Fuler montre comment ramener & ce caleul celui de nombreuses
primitives comme f Rz, +/P(x)) dz, ot R est une fraction rationnelle
et P un polyndme de degré inférieur ou égel a 2. Il développe aussi
la théorie des intégrales doubles. Vers 1730, il introduit la fonction I’
comme fonction interpolatrice des factorielles, sous forme de produit in-
find puis sous forme d’intégrale. Il commence 1'étude des intégrales ellip-
ligues dont Lagrange introduit la forme générale (1784). L’étude en est
approfondie par Legendre, puis Abel et Jacobi (vers 1830). Laplace est le

+oo
. . — 2 . .
premier & démontrer que [ e " dt = /7. En ligison avec le calcul

—00
des probabilités, vers 1778, il obtient des formules asymptotiques pour les

b
intégrales du type f g()R(1)™ dt lorsque n tend vers +oo. Il consideére le
a@

point ¢ ot h atteint son marimum et utilise les développements de Tay-
lor de g et h au point ¢ (méthode de Laplace). Fn 1749, Euler pose
le probléme de développer une fonction 2m-périodique arbitraire sous
+o0
lo forme 3 apcoskr + bysinkz, ef note les relations d’orthogonalité
k=0
T
[o cos mz cosng dx = (. Clairaut donne la forme générale des coeffi-
cients.
Cauchy, vers 1820, définit Uintégrale d’une fonction continue sur
un segment comme la limite quand max{z; — zi—1) tend wvers 0 de
e

SN{w; —mimy) f(2), en utilisant impliciterment la continuitd uniforme de
Ealfonctz’on. Il faudra attendre 1872 pour que Heine introduise la notion
de continuitd uniforme et montre qu’une fonction définie sur un segment
y est uniformément continue. En 1854, dans un mémoire intitulé « La
possibilité de représenter une fonction par une série trigonométrique =,
Riemann pose les bases de ce qui allait devenir lintégrale de Riemann.
Il définit Uintégrale d’une fonction bornde sur un segment comme la li-
izl

mite de ses sommes de Riemann Y (2; — x;—1)f (M) ot A est un point
i=1
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quelcongque de [2i-1,25]. I démontre un critére d'intégrabilité (qui en
langage moderne se raméne 4 : 'ensemble des points de discontinuité
de la fonction est de mesure nulle), montre gue les fonclions monotones
sont intégrables, donne un exemple de fonction monotone ayant une in-
finité de discontinuités et enfin, revenant oux séries trigonométriques,
monire que toute fonction intégrable a des coefficients de Fourier qui
tendent vers 0, Vers 1860, Weierstrass montre que si une série de fone-
tions continues converge untformément sur [a,b], on peut intégrer cette
série terme & terme, opération gue Uon ne s'était pas privé de faire de-
puts au moins un sidcle et demi sans aucune justification.

L'intégrale de Riemann domine jusqu’oux trevaux de Lebesgue, Celui-
ci compléte les travaux de Borel sur la théoric de la mesure et construit
ce qui s'appelle depuis la mesure de Lebesque sur R™. Pour définir
Dintégrale il remplace les fonctions en escalier utilisées par Riemann par
des fonctions étagées (fonctions dont image est finie mais ot ’image
réciprogue de chague point est un ensemble mesurable quelconque et pas
forcément un intervalle). Lebesgue montre immédiatement la fécondité
de ses conceptions par les théorémes fondamentaur de passage d lo limite
pour les suites de fonctions. puis par le renouvellement qu’il apporie
la théorie des séries de Fourier (1403).

1.1, Un calcul d’intégrale

w/
0

4
Calculer f In(1 + tan 2)da.

(Ecole polytechnique)

&> Solution.

Notons I intégrale & caleuler. Il s'agit d'un exemple classique, et il
'y en a pas beaucoup, ol la primitive de la fonction intégrée n’est pas
calculable, mais ol il est possible de g’en sortir par une petite astuce.

2 On obtient

s
On remplace tanx par .
08T

w/4 w17 f4
I= f In{sinz + cos x)dz — j Incos x de.
0 0

On a sinx + cosx = \/Ecos(ac — %), de sorte que

/4 /4
f In(sinz + cosx)dx = E Inv?2+ f In cos (:zr — g—)dm
0 : i

Or, par le changement de variable © = g —x,ona
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n/4 T w/d
f lncos(x* ﬁ)dx :f Incosu du.
0 4 0

On obtient donc finalement

T e
- — Q== R
li‘__lln\/_ 81112 <]

Les prochains exercices sont consacres ¢ des inégalités intégrales. Le
sujet est vaste et les techniques employées trés varides. L’indgalité qui
suit est une simple utilisation de la positivité.

1.2. Une inégalité (1)

1
Soit f:[0,1] — R continue et telle que fo f(t)dt = 0. On pose

1
= i X = z 5 4 2 A S — .
c xgl[tlfll]fu) et 3 J?{S“fi] f(z). Montrer que fﬂ ft)ede af

(Ecole polyt echnique)

> Solution,
Les fonctions f — @ et @ — f sont positives, si bien que

DSfD](f—a)(ﬁ—f)=(ﬂ+a)f01f-a6—[)1f2—-*aﬁ*LlfQ,

et done

1
ffjgkaﬁ.ﬂ
0

1.3. Une inégalité (2)

Soit f : {0,1] — R une fonction concave et continue telle que
F{0) = 1. Montrer que

/ ' of(e)de < : ( / 1 f(m)do:)

(Ecole polytechnique)

2
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> Solution. . .
Posons A = [0 f(@)dr et B = j(; ef(z)dz. Comme f est continue,

0
F:oer— jo f est une primitive de f et une intégration par parties

donne
=[1:F(as)]; fF(a" Jde = A — f (f dt)d

Soit z > 0. Pour tout £ € [0,z] on a, par concavité de f,

L)+ 0 - 182

ft) = t+1,

et en intégraut, il vient

x — 122 x) + 2
A

Ainsi,

et on obtient A - B = , ol encore B €

A-B= 1( f@dem L ”“2+m
g

0 (A

). Or, on a

o | =
W | =

A—

wno ol b

< A% car (2A—1)? 2 0, s} bien que |B <

e =

1.4. Inégalité de Young

1. Soit f : B, — R, une fonction de classe C! telle que f(0) = 0,
Fr>0et hm f(z) = +00. Montrer que pour & 2 0,

a fla)
_ —1
Lf@&+£_f () dt

puis que, pout b = 0,

@ ]
-1
stm&+Lf () dt

(inégalité de Young).
2. Etablir que l'inégalité de la question précédente reste va-
lable si on suppose seulement [ continue strictenient croissante avec

fO)=0et xli»Too Flz) = +o0.

(Ecole polytechnique)
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> Solution. o
1. Posons F(a) = fo ) dt+f0 1) dt—af(a). Par hypothése,
[ établit un C'-difféomorphisme de R, sur lui-méme. II en résulte que

1 est de classe Cl et en particulier continue, et donc que F est de classe
3
Cl Sur R+. On a4 pour tout a = 0,

F'{a) = f(a) + [T (f (@) x f'(a) = f(a) — af'(a) = 0.

Comme F' = 0, F est constante et comme F(0) = 0, elle est identigue-
ment nulle. Cela montre la premitre égalité qui devient trés claire sj on
interpréte les intégrales en terme d’aires : la somme des deux aires grisées
de la figure est égale & 1'aire du rectangle.

A

f(a)

a

fla)
Soient a,b deux réels positifs. Pour montrer I'inégalité, supposons
'abord b 2 fla). On a d’aprés Iidentité précédente,

/Uaf—kfobf—lmab—af(a}—f—ffl)f_l—ab:]fl)(f*l_@20

car f~! étant croissante, elle est minorée par e sur Iintervalle [f(a), b].
Lorsque b € f(a} on fait le méme travail mais en faisant jouer & £~ le
role de f. On écrit

D e

S AR C R S TR
e !

~lip —1{p)

0

2, La preuve de l'inégalité de Young a partir de I’égalité obtenue
dins la premitre question n’utilise pas du tout le caractére dérivable de
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f. Il nous suffit dene de prouver que 1'égalité

a f(a}
af(a) = [0 f()dt + [0 i) de

est encore vrale avee f seulement continue et bien entendn striciement
monotone avec f(0} = Qet ligl f(a} = +oo, Notous que ces hypothéses
T+ 00

permettent de dire que f est un homéomorphisme strictement croissant
de R, sur lui-méme. Cela justifie 'existence de f~! ainsi que sa conti-
nuité.

On va prouver cette égalité de plusieurs maniéres. Soit @ = 0.

e La vision de I'égalité en terme d’aires donuée ci-dessus fait bien
sentir que la dérivabilité de f n’est pas utile. Considérons I’ensemble
A={(zy), 0<r<a, 0<y < f(z)}. Laire de A vaut fﬂ flz)da. La
transformation s : (z,y) — (y,x) conserve les aires (c’est simplement la
gymétrie par rapport a la droite d’équation y = x). Laire de A est donc
égale 2 Daire de son image A’ = s(A). Or,

Al={(z,y), 0sy<e, 02 < fY)}
= (x.'y)v 0< y £ a, 0< fﬁl(x) < y}
={(z,y), 0<2< fla). f @) <y<a}
Ainsi, laire de A’ vaut ff(a)(a_f—l(m))dx = af(a)gff(a) (@) da
: 0 b .

Légalité des deux aires fournit le résultat.

¢ Voici une autre solution purement analytique. Il suffit de prouver
que la fonction T introduite dans la question 1 est toujours identiquement
nulle avec la seule liypothése f continue. Pour cela, on va montrer que
F est dérivable de dérivée nulle, mais en revenant i la définition de la
F(a+h) - F(a)
B E— vaut

a4-h a+h)
};([ T [ fl—(a+h)f(a+h)+af(a})-

(a)

dérivahilité. Soit ¢ = 0. Le taux d aceroissement

+h
Le rapport % L ¢ f tend vers f(a} lorsque h tend vers 0 car f est

continue. Le terme f(a + A) tend également vers f(u) par continuité de
F- Il reste done & prouver que

Lo flet b= fla) 1 pien

B) = — 1
vim) h Jta) h h Jia

ma)

tend vers 0 lorsque h tend vers 0. Comme f7! est continue. la premiére
formule de la moyenne assure Pexistence d'un réel cp compris entre f(a)
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et fla+ k) tel que

_ (fleth) = fle))(fHen) - a)
h

-1
i_(jill;a est dans [0, 1], et (k)
tend donc vers 0 quand k& tend vers 0. Ainsi, F est dérivable en @ avec
F’{a) = 0. On peut alors conclure comme dans la premiére gquestion.

s Pour terminer, nous proposons une troisigme démonstration de
I'égalité de Young qui fait appel aux sommes de Riemann : prenons une
subdivision réguliere 0 = 7o < 2; < -+ < &y, = a de lintervalle [0, a].
Posons y;, = f(z;) pour 0 € i < n. Comme f est continue, la quantité

P(h)

Par croissance de 71 le rapport

i i
3 yi{w; —x,—1) converge vers j(; f lorsque n tend vers 'infini. Or, nous
i=1

avons
n n n-1 "
Dowim - 1) = D Uiki — Y Vin1®i = Ynkn — 9 (Y — Yir1)Ti
i=1 i1 i=0 i=0
n
=af(a) = Y (4 — visr ). (*)
i=q

Comme f~! est également continue, la derniére somme est une sormmne

de Riemann qui va converger vers L 7 f 1 sous réserve que le pas de la
subdivision des y; cohverge aussi vers 0. C'est hien le cas : en effet, d’aprés
le théoreme de Heine, f est uniformément continue sur le compact [0, g]
et si £ > 0 est donné, il existe n > 0 tel que si |t —y| € n, on a
lf{z) — f(y)] < . Pour n suffisamment grand, % < 1 et pour tout
iefln], zi —uw, 1= % et 0 < 9 — yio1 < €. Le pas de 1a subdivision

des y; est donc inférieur ou égal & 2. En passant & la limite dans (x), il
vient

[ e =asta) - [ ™ e <

En appliquant 'inégalité de Young avec la fonction f(t) =t~ pour
P

4
p > 1 on obtient l'inégulité de Holder ab < % + & ot q est erposant
q

. . , . 1 1 .
conjugué de p, i.e. unigue réel tel que 5 + . =1.

b b
Le théoréme de majoration dit que I[ f‘ < fa |f|. fl peut se voir
@
comme une version continue de l'inégalité triongulaire. Lorsque f est
continue G valeurs réelles, il est oisé de voir que Uinégalité ci-dessus est
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. s . . 1 3 .
une égalité si et seulement si f garde un signe constant . L’ezercice

suivant étudie le cas d’égalité dans R™, lo norme euclidienne remplacant
la valeur absolue.

1.5. Cas d’égalité dans le théoréme de majoration

Soit f : [@,8] — R"™ continue, R* étant muni de sa structure
euclidienne canonique. Donner une condition nécessaire et suffisante
pour que

b b
[ 4= [
[ [+
(]:]cole polytechnique)
> Solution.

Montrons que la condition cherchée est que f prenne ses valeurs dans
une demi-droite issue de Vorigine, autrement dit qu'il existe un vecteur e
de norme 1 et une fonction ¢ : [, 8 — Ry tels que, pour tout ¢ € [a,d],
f(t) = p(t)e. Dans le cas n = 1 on retrouve ainsi le fait que f garde un
signe constant.

» Montrons pour commencer que cette condition est suffisante. En

effet, on a alors, , ,
L F(t)dt = (L (t) dt)e

‘f:f(f-)df-“:‘/:cp(t)dt :/:(p(f)df_’

car ¢ est positive. Comme, pour tout ¢ € [a,b], | f(¥)]| = ©(¢), on a le
résultat voulu.

k b b b
s Supposons réciproquement que Hf fH = f L£1]- i / ILfll =0,
. @& . a K a
alors ||f]| = 0, puisque cette fonction est positive et continue, et f = 0.
On prend dans ce cas e unitaire quelconque et ¢ =0,
b
I

Sinon, on pose, comme le montre le sens direct e = 22— On a

[
f:f‘=<e,ff>=Lb<e,f(t))dtgfnf(f.)ndt:'f:f‘,

b b
1. 5i f 1fl = Ef f avec £ = &1, l'intégrale de la fonction continue positive
a a
|f] — ef est nulle, et donc |fl =<f ie f=c¢lf|

et donc

alors
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d’aprés Uinégalité de Cauchy-Schwarz. Ainsi 'inégalité est une égalité
b

et fa (If@I — {e, f(£)¥)dt = 0. Commne la fonction quwon intdgre est

continue et positive, elle est nulle. On a done, pour tout ¢ € [a, b,

{e, F(1)y = i f(£)]). On en déduit que f(t) € R e, ce qui donne le résultat
voulu si on pose, pour tout £ € [a, b], (t) = ||f{¢)| <

5 b
Pour f : [a,b} — C, continue, !’égalité I[ f‘ = fa [f] est donc
a
réelisée si et seulement si Uargument de f(t) est constant, i.e. s'il existe

GcRetp:la b — Ry tels que f(t) = p(£)e? pour tout t € {u,b].

1.6. Une inégalité (3)

Soit E = C!{[a, ], R).
1. Montrer que, pour tout ¢ > 0, il existe C > 0 tel que pour
tout f € E et tout x € [a, b],

b &
tﬂ@?—ﬁ@ﬂscj"ﬁ+;/f@

2. Montrer que, pour tout £ > 0, il existe D = 0 tel que, pour
tout f € E,

b b
sp f@)<D [ fre [ 12

€ [a,b

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. On écrit, pour tout x € [a, b},

[£(2)* = f(a)?] =

[C2rorae < [0l

a

b
< [ us@ns e

On pense & la majoration 2|f()||f/(t)| < f2(t) + f’z(t). Erappliquer
directement ne fait pas apparaitre £. On écrit donc

AN = 2| 20| VEF O < (10 +er)
et on obtient

b b
HOSFOUREY WeEa i
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L’astuce consistant & majorer le produit 2ab par %ag + &b? est trés
utilisée dans lo théorie des équations auz dérivées pm‘t;elles} théorie dont
est issu cet énonce,
2. Soit = € [a,b]. Pour tout t € [a,b), on a
@) = 20+ [ 24w
On en dédnit que
2 2 b
P2 < £+ [ 2@ )du.
En intégrant sur [a, b] par rapport a ¢, on obtient
2 b o b
b-a @ < [ £Odsb-a [ 27wl e d
et donc
2 1 - ’ '
@) < = [ Fwaer [ 2w el
—a Ja a
En raisonnant comme dans la premiére question, on en déduit que
2 1 ; 2 1t 2 -
€ — tydt + = f f !
f@ <y [ e [ Pre s
1 1 b b 5
< - 2 f .
\(b—a+8)fc¢ Frre) f
Cela étant vrai pour tout x € [a,5), on a donc

g f2(3)<( 1 +1)[bf2+5/bf12 4
Lt L) & - .
a;e[al,)b] b—a [ o a

b
L'ezercice suivant 8'intéresse & des intégrales de la forme [ et dt.

1l est clair que le module de cetie intégrale est majore parb—a, efoutefois,
lorsque la fonction ¢ varie assez rapidement, on peut espérer obtenir une
majoration meilleure puisque les complexes de module 1 vont avoir ten-
dance & se compenser. L'inégalité de Van der Corput quantifie cefte jdée
et donne une majoration remargueble qui ne dépend pas de le longueur
de Vintervalle.
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1.7. Inégalité de Van der Corput

Montrer qu’il existe une suite (¢ )1 de réels positifs vérifiant
(i) pour tout a < b, tout ¢ € C?([a,b],R) vérifiant || = 1
et " monotone, et tout A > 0

b
/ e de| <
v

(1) pour tout g < b, tout k¥ € N™ avec & 2 2, toute fonetion
@ € C**H{[a, b], R) vérifiant |o*)] > 1, tout A > 0

b
[ erein <
aQ

Ci
X;

AR

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Nous allons démontrer 'existence des ¢ par récurrence sur k.

e Commengons par prouver 'existence de ¢;. Quitte & prendre le
conjugué de l'intégrale & majorer {ce qui revient 4 remplacer » par —)
on peut faire 'hypotheése que ¢’ = 1. Comme ' ne s'annule pas, on peut

écrire , o
N e '
f @) gy = fb i (z)etrel®) i
a o iAg'(2) ’
ce qui donne en intégrant par parties

u\ T i z
[b AP gy w(T) f ‘P”(T)e i ( )d
Ja tAg/(x} | i (x)?

En passant au module, on obtient
b /11 @)
T R e az).
fa A (@’(a) (b} o ¢ ()?
Comme " est de signe coustant, on a
(@) f ¢'(x) | ‘ ) 1 L T ! L
dx — < + .
f PIeE ¢'(2)? ¢la) @)1 ) ¢'(b)

Compte-tenu de I'inégalité ' > 1, on majore finalement par

4

b
the(e) gl < 2
fae T € 3
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On peut donc prendre ¢y = 4.

¢ Supposons k = 2. Quiite & changer ¢ en son opposé, on peut & Nou-
veau supposer ) > 1 (en particulier o* 1} est stricterment croissante
et s'anpule an plus une fois).

* Supposons tout d’abord que la fonction »*~1 s'annule en un point
e de |a, b[. Pour & > 0 tel que e+ < b, on peut écrire, pour T € [c+a, b],

k—1)
e* D (z) = f: o) 22— c > aet done -(’i—-&——(—a;)

de récurrence, on a donc

b
f @ d | =
c+a

~ » — <
De méme, si ¢ — @ > a, on a —p* (z) = f: e® ze—2 2 a
o1 (z)
(8]

= 1. Par hypothése

b
Aai%ﬂ Ck—1 .
Joa € | < i

et donc

> 1 pour = € [u,c — @]. On peut majorer de facon

identigue

Ck—1 ‘
(a)\)ll{k—L)

<

e—rr
f e dy;
G

C— v
 2lr)
f A dy
[+

et T+
Comme f M) dy| f 1 = 2a, on a donc
= c—

< Zat - 2oy

h
() —_.
fe dr TSGR

o

Remarquons que cette inégalité est vraie en fait pour tout v > 0 : en

b,
effet, si ¢ + & > b (resp. c —a < a) , on a alors lfc e.”\w(x)dml < o (resp.

¢ 1 g
Ua g he(z) d.r\ % o). Il suffit alors de prendre a = xiE et il vient
b . .
f e?)up[m]dm

* Supposons maintenant que w*~Y pe s'annule pas sur Ja,bl. Par
continuité, elle reste de signe constant. Dans le cas ol elle est positive,
on a ¢* V(a) > 0. Pour o > 0 avec a + o < b, on peut écrire que si
x € [a+a,b), o V(2) = f: o® 4+ o* @) 2 (x—a)+ 0> e En
majorant coue précédemment, on trouve

a4
<[
a

< 2 201 g2+2(‘k—1
=Lk + (/\(1—1/3;))1/{?:—1) T e

Ck—1

<o+ R

b
] el g
o

b
f 6l’\‘0(’:]d1’3
a4
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inégalité qui reste évidemment valable si a + v 22 . Toujours en prenant

" il vient

= 3k

b 1+ep 2+ 2c—
ihplx k—1 k—1
fae e(r) gy STQT.

Dans le cas olt p*~1) reste négative, on considére un découpage de
l'intégrale en b — v et on arrive & la méme majoration.
Il suffit done de poser cr41 = 2(1 + ¢;). <

Les méthodes usuelies de caleul approché de 'intégrale d’une fonction
[, disons continue, sur un segment [e,b], consisient & remplacer f par
une fonction plus simple (constante, affine, polynomiale,...} sur chaque
intervalle de la subdivision réguliére du segment en n morceauz, puis de
faire tendre n vers Uinfini. On obtient alors une suite gui converge vers
[ff Pour estimer lg vitesse de convergence de cette suite on est sou-
vent amené & faire une hypothése de régularité plus forte sur la fonction

f. Lexercice suivant propose une telle estimation pour une fonciion de
clusse C* dans le cadre de la méthode des trapezes.

1.8. Majoration de Verreur dans la méthode des trapézes

Soit f € C*(le, b), R). Montrer que

b N a3
[ 10 -0 r@ 4 rm) < CR

(Ecole polytechnigue)

> Solution.

{l est bon de remarquer que la quantité & majorer mesure la différence
entre 1'aire définie entre la courbe et I'axe des x et 1'aire du trapéze défini
par la sécante i la courbe en e et b et 'axe des 2.

JP f
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Si on pose pour z € [a,b], g(z) = f(z) — [w} {r—a)+ f(a)]

(on retire & f équation de la sécante, on a g de classe 2, ¢" = f,

g(a) = g(b) =0 et
[o=[1-252 (st + 10).

Afin de faire apparaitre la dérivée seconde de g, nous allons intégrer deux
fois par parties : nous allons dériver ¢ deux fois et intégrer deux fois la
constante 1. Cependant, afin de supprimer les termes entre crochets,
nous choisirons judiciensement les constantes des primitives. On a donc

b
[o=te-mgl~ [@-mgc=— [ ¢-mg@au

b 2
= [(Eg gmt-i—h)jl -1—-[:) (% —mt—l—h) g”(t)dt

ot . et h sopt des constantes & choisir. Prenons donc et h dans
R tels que (EZ— fmtJrh,) (_t_fi(t:ﬁf)

[a=[ =D pgar = [ o=y b) 7(t)dt. Comme f” est

24 a
continue sur le compact [a, b], elle est bornee et

‘ [ < [y,
< Wl ([ t)]" s a)“‘dt)

fj' If’;!oo( [(t_ﬁa)s]”):uf'l'gm(b_a); on

Le crochet est alors nul et

ce qui donne

conclut done

(b—a)?
12

g b-a 4
[ a2 (@) + 1) < 17" ac | <

On en déduit une majoration de Derreur dans la méthode des tropézes,
On considére une subdivision a = g < 2y < -+ < o, = b de Uintervalle

Hi
[a,b] en n intervalles égauz. Pour k € [0, n—1], on remplace L :+1 f) dt
par Uaire du trapéze défini par lo séecante d la courbe en xy et 2y et Uaze

=1
des abscisses. On obtient %f(a‘,o)-k 3 flap)+ %f(m,,) comme valeur ap-
k=1

1" ool ~ 0)*

b ) -y
prochée de fa f(t) dt. Lerreur commise est majorée par 552
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On dit gue la méthode des trapézes est du deuxiéme ordre. Le lecteur

pourre se reporter & lexercice 1.19 pour d’autres résultais concernant le
caleul approché dmtégrales.

Liexrercice concerne une estimation du méme type que celle de
Pénoncé précédent, mais avec une fonction conveze.

1.9. Méthode des trapézes pour une fonction convexe

Soit f une fonction convexe de C*(Ry,R) et n € N, n = Qj
Montrer que

0 FHO+IW++ =14 51 — [ 1 < G n) = FO).

B | =

(Ecole polytechnique)

> Solution.

On observe que la quantité Jtk) + /(6 +1)
trapeze délimité par Vaxe des abscisses, les droites d’équation ¢ = k&
et ¥ =k + 1 et la corde du graphe de f qui joint les points (k, f(A)) et

{k+1, f(k +1}). Ainsi

représente 1'aire du

Su = S1O) + (1) £ fln— 1)+ £ () = 3 L

est la somme des aires de ces trapezes.

A

ol k E+1

mn
Comme la fonetion f est convexe, il est déja clair que fo f £ 85, Cela

provient de ce que sur chaque intervalle [k, k+1] le graphe de f se trouve
en-dessous de la corde qui joint les points (k, f(k)) et (k+ 1, f(k +1)).
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* ~ 3 i} n
On cherche maintenant a majorer erreur S, — f{) f. On se place sur un

intervalle [k,k+ 1} et on majore Mﬁﬂ _ :H—l j’

Géoméiriquement, Vidée consiste & minorer f par sa tangente en k
1 1
sur [k, k + 5] et par sa tangente en k + 1 sur [k + 3ok + 1].

A

L -
r .l

kE+1

On a donc pour tout t € [k. k+ %] F(t) =z f(k)+ f1{k)(t— k) et pour
fout ¢ € [k + %,k+ 1, £(8) = flk+ 1)+ /(5 1){t — k— 1). Caleulons

+ k+3
[+ s - wja = 84 e [M}
k 7 3 )
_IE), PE)
2 8

et
k+1
f DR D)+ £ R~k L)
k+§
L ket
~fi{k+1) [W(t k2 ) }
f

bt}
(k) _ flk+1)

_ fk+ 1)
- 2

2 8
Ainsi, fkkﬂ f est minoré par w + é(f’{k) —f'(k+1)). On

a done ﬂﬂi{—ﬁﬂ - f;Hf < é(f’{k + 1) — f/{k)). En sommant

cela pour k entre 0 et n — 1 on obtient la majoration demandée,
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<Sa- [ <5 - f’(onJ-«

Pour établir lo majoration, on peut aussi reprendre lo méthode de
Uexercice précédent et intégrer par parties, en considérant lo primitive

t—t—(k+ %) de 1. On obtient

oW s - [T rwa= [ (0 (ke )P0 @

Comimne f' est croissante, on en déduil

l

./kk%(t—(m%))f(t)dt f(k)f _(t_(ﬂé)) :_f_’é@’
[:H(*‘ ("’%))f'w d < f'{k+1) fi“(t_ (,H%)) b= 1%3_1;

“tdOﬂC%(f(ka(kJrl L (1) dt<____f(k+1) f'(k)

1.10. Recherche d’un minimum

2
Trouver le minimum de f_ . [t* + at + b|d¢ lorsque a et b

décrivent C.
(Ecule polytechnique)

& Solution.

L
Posons. pour (a,b) € C%, f(a,b) = f 1t2 + at + b dt. On constate

que

1
fla,b) = [1 V(£ + Re{a)t + Re(b))2 + (Im(a)t + Im(h))2 dt

1 [t? + Re(e)t + Re(b)| dt = f(Re(a), Re(b)).

-1

On peut donc se limiter & (a,b) € R?, ce qu'on fait dans la suite de
exercice.

1
L’observation essentielle est que la fonction (a, b) — f ) t2 +-at + b|dt

st convexe sur R?. En effet, si (a,b) et (a’, ') sont deux couples de R?
et A un réel de [0, 1], par I'inégalité triangulaire, on a pour ¢ € [-1, 1],

[ (1= Na+ra M+ (1= b+ A0 < (1= At +at + 5+ A2 +a't ).
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En intégrant cela par rapport & ¢, on obtient
FL=Na+Ad, {1 =2)b+ X)) < (1= N f(a,b) + Af{a'. D).

On peut méme observer que f est strictement convexe, c'est-i-dire que
'inégalité ci-dessus est stricte si (a,b) £ (a',4') et A € ]0.1[. Conune il
est clair que f est continue et que f(a,b) tend vers +oc lorsque |a| + {b|
tend vers +oo, on en déduit que f admet un minimum sur R? et que
celui-ci est atteint en un point unique. On va déterminer ce point,

Si on effectue le changement de variable © = —f. on obtient

fla,b) = fll |t2 + at + b|dt = f

1
lu? — aw + blduw = f(—a,b).
1

Ainsi, si b est fixé, la fonction a v f(a,b) est paire. Or, d’apres ce qui
précede, il s'agit d'une fonction convexe d’une variable réelle : elle atteint

fl@) + f(—=) _
. = f(r)

Le minimum de f est donc nécessairement atteint lorsque a = 0.

done son minimum en 0 (car f(0) < pour tout x).
. 1
Il ne reste plus qu'a étudier le minimum de f{0,6) = .[‘1 {t? + b|dt.
On calcule cette intégrale en discutant selon la position de b par rapport
a4 —1 et 0 pour enlever la valeur absolue.

©Sib>0, f(0.5)= 2 +2

°Sib<—1 f(0.5)= -2 >
eEnfinsi —1<b<0,onposeb=—c>avecO<c<letona

-1 c 1
£(0,b) =2j 12 —c2|dt:2f (2 ftg)dt+2f (£2 = c2)dt.
&} 0 [=

Aprés simplification, on obtient f(0,b) = ;(463 — 3c? + 1}. Une étude
de fonction montre que le polynéme 4c% — 3¢2 - 1 atteint sur Pintervalle
[0, 1] son minimwn en <.

On peut donc conclure que la fonetion f atteint son minimum pour
a=0e b= wi. En ce point elle vaut % <

1.11. Recherche d’une borne inférieure

Soit F I'ensemble des fonctions f & C1([0,1], R) vérifiant f(0) = 0
1
. : . . '
et f(1) = 1. Déterminer }Ielg"jo \f =1

(Ecole normale supérieure, Ecole polytechnigue)
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> Solution.

La quantité f' — f invite & introduire la fonction g : = — fz)e™®.
I'n effet, ¢ est de classe C! et on a ¢'(x) = (f (:c) flz))e™ pour tout
x € [0, 1]. On remplace done f'(x)— f(2) par e®¢'(2). Lorsque f parcourt
Vensemble F la fonction g parcourt Yensemble G des fonctions de classe

1
¢! qui prennent la valeur 0 en 0 et la valeur — en 1. Et k = g’ parcourt
e
tlone Pensemnble H des fonctions continues dont I'intégrale sur [0, 1] vaut
|
~- On a donc

Iz

1 i 1
: ' _ — . x ! —_ : W+
}g%fﬁ |7 = 1l glggfo 79’ (z)ldz ég{lfo e*|h(z)|dz.

(¢ changerent de variable permet de résoudre facilement le probleme
posé. En effet, si he Hon a

b 1 1 .
e |h(2)ldx = > _ -
-/(; [h(2)ldx = -/(; th(z)\dz = -/(; h(x)dx S

1 s .
Maontrons que B est exactement la borne inférieure recherchée. Pour cela,
1 .
on va construire une suite de fonctions (An)nz1 telle que L e* | () |dz

1
fende vers —. On choisit des fonctions positives. affines par morceaux qui

concentrent la masse au voisinage de 0. Plus précisément, on prend hy
2n

nulle sur [1/n,1] et affine sur {0, 1/n] avee h,(0) = — et hn(1/n) = 0.
€

I cst facile de voir que A, € H et

o1 1/n 1 el/'n
/ | ()|dz = f € hn(1)d < elfﬂf ho()dz = .
) 0 0 €

I majorant tend bien vers — lorsque n tend vers U'infini ce qui prouve

le résultat.

Conclusion. On a | inf f Iff = fl=

fer

=

Les exercices qui survent concernent encore des inégalités et ils re-
pozent sur importante imégaelité de Couchy-Schwarz,
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1.12. Inégalité de Hardy

Soit f : [0.1}) — R une fonction continue. On pose pour tout
z €10, 1], Flz) = %jﬂ"“’ F(t)dt et F(0) = £(0). Montrer que

/0 P a)dz < 4 fD ' e,

(Ecole polytechnique)

&> Selution.

Comme f est continue, F est de classe C! sur ]0, 1]. De plus la fonction
F est continue en 0, puisque F(z) est le taux d'accroissement entre 0 et
x d’une primitive de f. Cela justifie donc l'existence de I'intégrale de F2,
Pour tout z dans ]0,1] on a

autrement dit zF’(z) = f(2) - F(z). En multipliant par F(x), on obtient
F2(z) = f(x)F(a)-zF(x)F (x). On va intégrer cette relation entre £ > 0
et 1. On obtjent

fleztj: fF*leF('T‘)Ff(x)dI:[E] JF - [széx)}:+%[€‘F2.

En faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit donc que

7 /Dle—szlfF—qu)gz/;fF.

On en déduit, grice & I'mégalité de Cauchy-Schwarz, que

jolFigszlstz\/ﬁ\/fDTFZ.

1 1 2 1 1
Si fﬂ F2 > (), en élevant am carré, il reste (fo F2) £ 4]0 f2f0 F? et

en divisant par l'intégrale de F?, on trouve la majoration voulue

f:Fzsél[:fz.

1
Cette majoration reste clairement valable lorsque fo F2=0 4
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Le résultat est un cas particulier des inégalités de Hordy. Le cas
yenéral consiste en une majoration de la la norme p de F en fonction de

celle de § |Flly < qlflp o8 flp = (f; m")F et }, + é =1 (ici on
ale cas p=g=2).

1.13. Recherche d vt minimmmn

1
Déterminer le minimum de j('] (f”(t))*dt dans Pensemble des

fonetions de classe C? de [0,1] dans R vérifiant f{0) = f(1) = 0
et f'(0) = a ol a est un réel domé. .
(Ecole polytechnique)

> Solution.

Le carré présent dans lintégrale nous invite A essayer d’utiliser
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Soit f une fonction dans 'ensemble
considéré par l'énoncé. On a des informations sur f en deux points dis-
tincts & savoir 0 et 1, On va estimer f(1} & partir des informations en 0
cn utilisant la formule de Taylor avec reste intégral. On a

1
(1) = £(0) + £/(0) + fo (1— 87" (),

ce qui, compte-tenu des hypothéses vérifiées par f, donne

eazfo (1=t)f"(2)ds.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors,

1 1 !
o2 gfg (1—t)2dtf0 (f”(t))zdt:éjg ().

Cette inégalité est une égalité si et seulement si f" est proportionnelle a
la fonction t+—~ 1 —t.

i f(£) = M(1-1), f est delaforme f(f) = = (1-) +o{1-1) 8. La
condition f(1) = 0 impose 3 = 0. La condition f(0) = 0 donne A = —6a
et enfin 1a condition f/(0) = a conduit & & = % .
1
Conclusion, Le minimum de j(‘] (f7(1))dt est égal & 3a® et il n'est
atteint que pour la fonction ¢ — g-((l:t)—(l—t)g) = % (1-1)i{2~1). <
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1.14. Etude d’une suite

Soient f et g continues de [0, 1] dans |0, +oc[. On pose, pour tout

L ,
nde N, u, = f g(z) f(z)*dz. Etudier la suite (M .
o N Un neN
(Ecole polytechnique)

> Solution.

Les fonctions f et g sont continues & valeurs dans ]0, +oc[. La suite
(un)ner est donc & termes strictement positifs. Posons, pour tout entier
naturel n, v, = “2*1. Pour tout n de N, on a

1 1
o = [ o@)(f@)* e = [ (a)}1@)F) (g} £(2)*) do.
En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(ns)? < [ a@f (@) *de [ gla)f(x)"dr,

\ . U 1 U 2
clest-d-dire (Uny1)? < Uns2tn. On a done = g

, soit encore
Un Ur41

U, % Ungi. La suite (vp)pew est donc croissante. Montrons qu'elle est

majorée. Posong M = sup f. Pour tout entier naturel n et tout x de
[h1]

[0,1], on a g(z) f(x)"*! € Mg(z)f(z)". En intégrant cette inégalité on
en déduit que up1 € Mu, et done que v, < M.

La suite (vn)ncy est croissante et majorée par M donc converge.
On note £ sa limite. C'est un réel strictement positif car (by)nep est

croissante. La suite Inv, = In 4, —Inu, converge vers In £ donc d’apres

le théoréme de Cesaro la suite .

converge aussi vers In Z. En repassant

» 4 2 H . 1
4 'exponentielle on en déduit que la sunite un/ " converge vers {. Or la

limite de cette suite peut se calculer directement (c'est une question
classigue que le lecteur retrouvera dans 'exercice 1.32). Précisons cela.

La borne supérieure de f sur le compact [0, 1] est atteinte : il existe o
dans [0, 1] tel que f{a) = M. Soit £ > 0; il existe un intervalle [a, b], avec
a < b, inclus dans (0, 1], tel que pour tout x de [a, b], on ait I'encadrement
M -¢ < f(z) < M. On a alors pour tout entier naturel n,

1 b b
| s@seraa> [Cg@mm-arde> M-e [ glajde

1

et folg(ac)f(m)"dmgwfo o(z)da.
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B

On a donc (M —¢) (/: g(:c)dzc‘) P AR (jul g(a:)d.t) . Sachant
que

b % 1 n
Jim (M- <) ( f g(:n)dsc) =M-¢c el lim M ( fﬂ g(a:)d:t:) =M,

on en déduit qull existe un entier naturel ng tel gue, pour tout entier
n = ng,
M—2 € ul/" <M+ 2.

On a donc lim ul/™ = M et par conséquent £ = M.

Conclusion, La suite (u;“ ) oy GoTverge vers M=supf. «
noon [0.1]

L’énoncé suivant établit l'inégalité de Wirtinger. Le lectewr trouvera
une autre démonsiration de cette inégalité 4 l'aide des séries de Fourier
(¢f. exercice 4.20),

1.15. Inégalité de Wirtinger

Soit E I'ensemble des fonctions f : [0,1) — R de classe C* telles
que f(0} = f(1) =0. 1
1. Soit f € E. Montrer que [; = fo FEF (#)Y cotan(nxt)dt et
_ b fe? 2 . '
I, = [) P {1 + tan® #t)dt existent. Comparer [; et I3,
2. Montrer que pour tout f € E, on a

flff2>ﬂ2j1f2
4] - 0
(incgalité de Wirtinger).

3. Quels sont les cas d’égalite?

(Ecole polytech.niqueU

| - Solution.

1. Commengons par justifier t'existence de I;. On a a prieri un
probleme en 0 et en 1. Comme f(0) = 0 et que f est de classe C',
on a en 0 le développement limité sulvant : f(£) = (0} + o(t). On sait

o aitleurs que, toujours en 0, cotan nt ~ — On a done

f() f'(t) cotan — L(:ﬁ
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La fonction intégrée se prolonge donc par continuité en 0. Il en est de
meme en 1 de sorte que I) est parfaitement défini. Pour lintégrale [,
c’est pareil : on vérifie que la fonction intégrée que 'on peut peut écrire
t — f(t)?(1 + cotan? xt) se prolonge par continuité en 0, 1 et ~.

2
Pour comparer I et I, on effectue une intégration par parties dans

1-¢
[;. Pour tout £ > 0, fs : F(@&)F(t) cotan wtdt vaut

L2 S S 2
[af {t) cotan m‘,] + Ef F2(t)(1 + cotan” xt)dt.
£ £

. - \ » P 71‘
8i on fait tendre ¢ vers 0 il vient d’apres ce qui précede |I; = —2-12 \

2. Soit f € E non nulle (si f est nulle 'inégalité est triviale). D’aprés
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

I g fo l( P ORCE fo 1( £(#))? cotan?® wd.

Posons alors Iy = A + B avec A = [ 2 et B = [ ((1))? cotan® mtdt.

Alors, 13 = (A + B)? > 4AB (inégalité qui provient tout simplement du
fait que (A —B)? > 0). On a donc

Lo I%_""'ZIE 20 _ 2 [ g2
S s L e
Cest le résultat demandé.

3. On a égalité si et seulement si il y a égalité dans I'inégalité de
Cauchy-Schwarz et si A = B. Soit f € E une fonction non nulle réalisant
I'égalité. 1] existe un réel A tel que f'{f} = kf(f)cotannt pour tout
t €10,1[. Alors, on a

1 1, 1 1
kzj F(t)? cotan? ntdt = f i = 7r2f A= Tr2f f()? cotan® mede
0 0 0 0
et on en déduit que k% = n?.
e Si k = 7, les solutions de I'équation f'{¢) = kf(t) cotan 7t sont-les
fonctions de la forme ¢ —— Asinz¢, A € R. Elles sont dans E et vérifient
toutes le cas d'égalité.

¢ 8i k = —=, les solutions de 1'équation différentielle sont les fonctions
[ —A— 11 ne s’agit pas d’éléments de E. «
sin ¢

De la linéarité de Uintégrale. il résulte notumment que Uapplication

b
(f,g)— fa Fy est une forme bilinéaire symétrique positive. C’est méme
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un produit scalaire si on se restremnt @ un sous-espace de C%([a,b], R).
Les exercices qui susvent s’inferprétent alors géométriguement comme la
recherche de Vorthogonal de certaing sous-espaces au sens de ce produit
scaloire.

1.16. Fonctions dont les detx premiers moments sont nuls

Scit a < b deux réels et E "ensemble des forictions continues de
[, 8} dans R. On pose

F={g€C*(a,b],R), gla) =g(b) = ¢'(a) = ¢'(b) = 0}.

1. Soit f ¢ E. Montrer 'équivalence :
b b
JgeF, g”:f¢:=>/ f(f,)dzzf tf(t)dt = 0.

b
2. Soit h € E telle que [ A(t)g"(t)dt =0 pour tout ¢ € F.
Montrer que k est affine.

(]école polytechnique)

> Solution.

1. Notons G l'ensemble des fonctions f de E qui s'écrivent sous la
forme f = g" avec g € F. C'est un sous-espace vectoriel de E {comme
image de F par l'application linéaite g — g¢”) et la question consiste
prouver que G est exactement I'arthogonal, au sens du preduit scalaire

5
if,g) f fg, du sons-espace A formé des fonctions affines.
a
e Soit feGetgeF telque f=g". Ona alors

b b
[ rwae= [ wa =g -o
ot

b b b
[Cuwai= [ =tgl - [ gwac= o - g0l =0

par définition de F.
¢ Réciproguement, si f appartient & E et vérifie

f:f{t)dt = f:tf(t)dt =0,

posons. pour tout x € la, b,
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fi(z) :/ S(t)dt et glx) =/ Su(t)de.
a a
La fonction g est C? sur [a,b] et vérifie ¢ = f. On a, de plus

g{o) = fi(a)=0; g'}=hH(H) = .[: flt)de =0 ;
b
9(@) =0 a(b) = tAM] - [ tF ()2 =0.

Done g appartient & F et on a 'équivalence voulue i.e. A+ = G,

2. Cette seconde question demande de prouver que 'orthogonal de
G est le sous-espace A formé des fonctions affines, antrement dit que
(A)* = A. L'inclusion A € (A1)! = G+ est banale. L'énoncé demande
I’autre inclusion qui en ditnension infinje n'est pas automatique. Elle est
vérifide ici car A est un sous-espace de E de dimension finie.

Puisque A est de dimension finie, la projection orthogonale sur A est
bien défnie. On prend f € (A1) quion éerit

f=u+v avec ucAve Al

On obtient 0 = (v, f} = (v,v), d’olt on déduit v =0 et f € A. On a
Pinclusion voulue, <

Dans Uénoncé suivant, on s’intéresse aux fonctions orthogonales auz
polyndmes de degré inférieur ou égal ¢ n, pws 4 Uorthogonal de Uespace
des polyndmes, Ce sont des questions trés classigues.

1.17. Fonctions dont les n premiers moments sont nuls

Soit f: [0,1] — R une fonction continue T

1. On suppose que pour tout k & [0, n], [01 f(z)zkdx = 0. Mon-
trer que f posséde au moins n + 1 zéros dans [0, 1].

2. On suppose que pour tout k &€ N, j; f(n:)a:"’dm = 0. Montrer

que | est identiquement nulle,
{Ecole polytechnique)

> Solution. L

1. Par linéarité de 'intégrale, on a fP = 0 pour tout polynome
P de degré inférieur ou égal & n. Raisonnons par 1'absurde et supposons
que f ait moins de u zéros dans [0, 1]. Entre deux zéros conséeutifs, le
signe de f reste constant d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires
puisque f est continue. Notons q; < a2 < --- < @y les zéros de f gui
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correspondent 4 un changement de signe pour f. Nécessairement, p < n,
Soit P = {(X—a }{X—a3) ... (X—a,) € RIX]. OnadegP < net P change
de signe en méme temps que f en les ai. Par conséquent, le produit fP
reste de signe constant. Comme fP est continue et [] fP=0.fP =0

Pour tout z € [0, 1], distinet des ag, P{z) # 0 et donc f(z) = 0. Cest
absurde puisque f a moins de n zéros.

Couclusiou. La fonction f a au moins n + 1 zéros dans [0, 1].

2. On utilise le théoréme de Welerstrass @ il existe une suite de
polynéme (Pr).»o0 qui converge uniformément vers f sur [0,1] {on en
trouverg, une preuve dans lexercice 2.18). Par linéarité de lintégrale,

1

/l; fPn = 0 pour tout n. Or, f étant bornée car continue sur un seg-

ment, la suite (fPn)nzo converge uniformément vers f2 sur [0,1]. En
1

passant 4 la limite sous le signe intégral on a donc ,/0 2 = 0. Conune

f? est continue et positive, cela impose f2 =0 et done f=0. «
Le résultat de la seconde question signifie que [orthogonal du sous-

3
espace des fonctions polynomiales pour le produit scaluire (f, g) — fo fg

est rédugt & {0} : c’est done un exemple de sous-espace d’un espace
préhilbertien qui n'e pas de supplémentaire orthogonal.

L'énoncé suivant est encore une varigtion sur le méme théme. On y
utilise le résultat de lo question 2 mais sur un segment [a,b] quelcongue.

1.18. Recherche d’orthogonal

Soit ¥ : [a, 4] — R une fonction continue.
1. On suppose que pour toute fonction u de classe C™ telle que

b b
/ u{t)dt =0, on a / u{t)y(t)dt = 0. Montrer que y est constante.
a

[¢3

b
2. Que dire si / w(t)y()df = 0 pour toute fonction u de classe
C™ telle que uf{a) = u(b)?

{Ecole polytechnique)

t> Solution.
Notons E = C*{[a,b],R) et remarquons que si on suppose que

b
/ uy = 0 pour toute fonction u € E, ¢'est-a-dire sl on supprime les

conditions restrictives sur u, on a clairement ¥ = 0. En effet, 'hy-
pothése est en particulier vraie pour les polyndmes. 1 apres le théoreme
e Weierstrass, il existe une suite (P, )nzo de polyndmes convergeant
nuiformément vers y sur [a. b]. Puisque y est bornée, la suite (Pry)nzo
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=420
par hypothése, puisgu'un polyndme ost C*’évd()n en édnit ,(lm g =0
pisguelle ost continne. On vaose ramener 3 ce cas dang chiacune des
guestions,
1. Considérons les formes lndaires sur 13

o b
Tiwr— / ool by u— f .
(13 it

L'lwpothése se traduit par Kerl © Kerl,. Cela nnplique gue Ty, st

proportiennel & 1. Soit A € R tel que [, = Al ot z = 5 ~ A On a alors.
-h

pour tout «w € E, w2 = T,(w) -- A{w) = 0. On en déduit dapres Ja

i h
3 . B a 9 .
couverge nuifornement vers y= et oy adone #° = lim 4P, =4,
T

. [ .
remarque initiale que 2z = 0 et done y = N ¢ la fonetion g est constante.
Il est clab véeiprocuentent, que tonte tonction constante a la propricté

voulue.
‘b

2. La vondition w(o) = u(h) s'deril / w = U. Soit + € E tel que
b A
/ (3l = 0, et soit w la primicive de o gui s'anaule en a (ot done en
da Y
b). Ou a par hypothése / wy = 0. En considérant une primitive Y de

(Lt

7. on abtienl, e intégrant par parties,

an ] i,

/ wy = Yl — / nY — - / Y = 1.
e oy FLEY]

&
Ceri rst vrd pour toute fonction o € B, telle gque / efydi — (h done

a
d'apres la question précédente. la fonetion Y est constante ¢l sa dérivée
y est mille. <2

1.19. Méthode de Gauss

Soit n = 1 et L, (X) le pelyndéme idT (X2 -1y,
1.

1. NMoutrer gne

1
vQ e R, 1[N, / QL (il = 0.
|

2. Moulrer gue Ly admel n racines simples @, ..., 25, qui s¢

trouvent dans Uintervalle | — 1,1,
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3 Montrer quil existe (. ..., a0, ) € R” tel gue

FQ & RBo, - [X]. /Q (lr,_X:nQ?:1

’ =1

L { Ecole normale supérieure)

- Solution.
L Posons P, = (X2 =13 et soit Q € B, 4[X]. Onal, = Pg”). On
calcuie 1tégrale par parties. On a

K (ln_E o T 2 "
"/ﬂQL,, ‘[Eﬂf—f(‘i — 1m0 } / Ot le (2 — 1)

Or, 1 e, -1 gort des rachies d‘(m’lrv node ', = (X% - 1Y, done sout

1ACINes sjll]ples de P(”_ 1 = IX” ) (X2 - ]) el le crochet est nil. On

ttegre cncore no— 1 fois pav parties pous abtenir finalement

1 .
/ Qla )Ly (z)de = )f Q ()P = / Q (X Pl
g -1 Jo1

o 1
- (_‘[)n / C}frﬂpu -0
o

car QU

2. On pent résoudre cetle question en appliguant Je théorene de

R .

frolle successiveument & P, P/ o ! Ceperddant, on peut assi uti-
H=er L giestion plf,uciu)l(“ Notons @ -2 xg <0 -+ <0 gy les racines de
L, qui sont dans Uintervalle | — 1. 1] of de mudtiplicité impaire. Posons
X)) = (X — o) X = m ) B fonction polyuome w — QeIL, (#)
sare alors um signe constant < Pintervalle | — 1,1] ot ne s"anunle
cpven los oy Sp €8 o — 1 cela induit une contradiction avee la ques-
. . ] "y
Hon précedente ctm‘/ lQ,L,, esl nea nul, Corume degl.,, = »n on a done
jo= oo g signifie gue L, adimet noracines dans |- 1L L] gni sout foutes
de multiplicisd 1, c’est-a-dire simples.

3. Les applications ay 0 Q — Q) sonl Jos fovmnes HuGaires sur
. . ~ . . . . 1 - .
b, —1[X] de méme que Papplication § @ ) —- / LQ. La question
cotmiste A prouver que [ < Veorlgooooog,). Powr codas 3 suffit gue f

1
~oik unlle sur e suns-espace ﬂ herg,. Oro s Q est un polynome de B

=1
[

Vs m Kerg;. on o Q) = 0 pour bont & de sorte que Q est divisible
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par le polynéme (X —z1)...(X — x,,) et donc par L,, qui lui est assacié
(d’aprés la question 2). On peut donc écrire Q(X) = L,(X)R(X) avec
. 1 1
degR<n—1et f(Q):fL1Q=f_1LnR=O. <
La méthode de Gauss exposée dans l'exercice est une méthode de cal-
cul approchee des intégroles. Pour toule fonction f coniinue sur [~1,1]

on prend }: ar f{xx) comme valewr approchée def f(=z) dx. On obtient
k=1

la valeur exacte pour tout polyndme de degré < 2n—1. On remarque que
la famille (P,,) est une base de R[X] formée de polyndmes orthogonaut,

cor Py, est de degré n. Le polyndme P, est appelé n-iéme polynome

270n!
de Legendre.
b

La méthode se geénéralise au calcul de f1 f(@yw(x) dx od la fonction

w est continue et sirictement positive sur la, b[. On considére le produit

b

scolaire défini sur R[X] par (P, Q) = L P(2)Q(z)w(z) dx et on consiruit

une suite orthonormale de polyndmes (Pn)yen tels que degP, = n.

On peut démontrer gue chaque P, posséde n racines distinctes sur

]a B[ et que, pour tout n € N*, il existe des réels aq,...,a, tels que

f Q(x)wlz) de = }: axQlzi) pour tout polynéme Q de degré < 2n—1.

On prend Z arf(zr) comme valeur approchée dej; flx)w(x) de. L'er
k=1

reur comimise est donnée, pour une fonction de classe C2*, par la formule

(2n)
/ flx)w(z) dz = 5_: apflxe) + {2 )'(Cr?) , o C, est le coefficient de X™

dans Py, et ¢ € ]a, b[
Les cing exercices sujvants font intervenir des sommes de Riemann.

1.20. Une somme de Riemann (1)

Calculer i
n—-+oo

entiére.

{Ecole polytechnique)

&> Solution.
Pour tout k>0, onavk—-1<E(VE) < vk Posons pour n >0,

}: E(vE). Ona

Uiy

al
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12 1 &
- ‘~<\ Un S :
e 3,5;1(\/1; N<€u — 3:1 vk

1 {Ss k 1 1 & [k

S DI By AR DN

n (k:l ﬂ') v Plg ¥V P
Comme 2 +—— +/Z est continue sur [0,1], nous reconnaissons dans
1 n k , . 1 2
= | 22 4/ = | une somme de Riemann qui converge vers / Vidt = 2
n\g vV 0 3
lorsque n tend vers Vinfini, Nous avons done encadré u,, par deux suites

2 . s
qui convergent vers 3 Vapres le théoréme d’encadrement,

lim _ 2]
e T

1.21. Une somme de Riemann (2)

Soit f: R — R de classe C%. Quelle est Ia limite de

w2 () ()

k=0

(Ecole normale supérieure)

r> Selution.
Il est naturel de comparer u, a la suite v, définie pour n € N par

1 ¢ k , k
Un—“n-’r—lk}: (n-’r—l)‘f (n-{—l)

=0

dans laquelle on reconnalt une somme de Riemann qui converge vers

S FD? = FLO)
R

e B () - ()

Les fonctions f et f” sont continues sur le compact {0, 1], done bornées
respectivement par un réel My et un réel Ms. En vertu de 'inégalité des
sccroissernents finis, il vient

()

. Considérons la différence

1 n
nt+ 1

MQ 1 f I\“Iol\‘lz MOMQ
< < —F
n+l\n+lzn—|—1 n+

thy, — Un| €
k=0
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On en déduit que u,, — v,, converge vers 0 et par conséquent
k1Y f(1)° — f(0)?
n—r+oon+lzf(n+]) (7?.+1)_ 2 <

Le cours démontre la convergence des sommes de Riemann wvers
intégrale d'une fonction continue. Un probléme intéressunt consisie &
chercher un développement asymptotique de ces sommes de Riemann en
mettant une hypothése de régularité plus forte sur f. Lexercice suivand,
clossigue, donne les deux premiers termes du développement lorsque la
fonction est supposée de classe C2.

1.22. Etude asymptotigue des sommres de Riemann

Soit f : [a,b] ~— R une fonction de classe C!. On pose pour

n € N¥,
hb—a & b—a
= k .
i n g;lf(a+ n )

1. Etudier la limite de v, = n (un — [ ’ f(t)dt).

2. On suppose maintenant f de classe C2. Trouver un

développement asymptotique de w, en +00 & la précision o ( 717)
(]

(Ecole normale supérieure, Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Onremarque que, d’apres le cours, la suite (un)ny1 converge vers
b e . -
f F(t)dt, puisquil s’agit d’une somme de Riemann. On a donc affaire &
a
une forme indéterminde.

Pourtout n 2 1 et tout k 2 1, posons ap = a +kh avec b = boa

12
Transformons I’expression de v, a ’aide d’une primitive F de la fonction
continue f :

v, =N 2": (h.j'(ak) —~ fﬂk f(t)dt) =n i (hF¥'(ai) — Flag) + Flag_1))
"'“TEZ (1.;,,1 (ak)+hF (Gh _"nz F” )

oll ¢y € |ap—q, ap| vérifie



1.22. BTUDE ASYMPTOTIQUE DES SOMMES DE RIEMANN 37

Flag-1) = Flag) + F'{ax)(—h) + F”(ck)(—_;ﬁ,

Vexistence de ¢ étant justifiée par la formule de Tavlor-Lagrange (car
tth—1 — ap = —h). Ainsi, on a

2 b
fo(ck) m

ty =

puisgu’on reconnait une somme de Riemann. Comme f est de classe C!,
il reste
b—a)(f{b)~ fla
L““‘ o - E= D) - f@) |
P 0K 2

2. Dans la question précédente, on a obtenu le développement
asymptotique suivant de la somme de Riemann u, :

w= [ 10+ (10 1@) 5 o (1)

n
Puur obtenir le terme suivant du développermrient, on va pousser i ’ordre
suivant la formule de Taylor-Lagrange appliquée & F entre a; el ag - :
il existe pour tout k, di € Jag_1, ax] tel que

. R? 3
Flag_;} = F(ag) — hF'(at) + F’ (ak}~2— — F”’(dk)g

Cela s’écrit aussi

Al

2 3
nfe) = [ Pl - fan

k—1

En sommant de £ = 1 & n, on obtient

e [  r) S (

Or, d’apres la question précédente,
b—a o b b—a 1
! —_ .'+ Ib _ _) .
Y ) [+ - ey st o5

Ainsi, il vient

£ )

k=1

2 (')~ Fa ))“’47_

tn = f F+ (a))
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ce qui donne en regroupant les termes en —;,
T

b b—a ) )2 :
wi= [ 10 s 5 -yt (L) <

Ja

Lo formule d’Buler-Mac Laurin permet d’obtenir un développement
asymptotigue des sommes de Riemann 4 un ordre arbitraire. Ce
développement fuit intervenir les nombres de Bernoulli.

1.23. Découpage en morceaux de méme aire

Soit f une fonction continuc ot > 0 sur [a, b] et n € N*.
1. Montrer qu’il existe une unique subdivision (xo.z:,...,75)
de [a, b] telle que, pour k de [1,7],

/ St = ]17 /jf(t)dt.

b —1

[
2. Trouver la limite, quand n tend vors 4oo, de : 3 flm).
n k=0

(Ecole polytechnique)

> Solution. .
1. Soit F la fonction définie sur [a,b] par F(z) = [ JHdt Elle a

pour dérivée f qui est strictement positive par hypothése. Douc F est
une bijection strictement crotssante de {a, b] sur [0,7], on [ = [a ’ I

On veut xg = @, ., = bet Flag) — Flzp_)) = ;lil pour toutl entier
k€ [1,n]. Cela équivant & F(zy) = g—'l pour tout k de 1, n]. Comme :%I
appartient & [0, 1], il existe, par bijectivité de T, un unique réel 2, € |a, b
tel que Fxg) = %I. Ceci montre 'existence et I'unicité de la subdivision

(o, 1,. -, Tn)-

3| =

2. Posons u,, =

> f(zg). On obtient
k=0

n

n Lk [k
u:—tkz%f(F (EI))_%ZHOF )(HI)

k=0

On reconnait dans 1, une somme de Riemann. La fonction foF ! étant
continue sur [0, 1], on en déduit que
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1 |
L =y / (f ol =) {t)dt.

Par le changement de variable v = ¥~ '(#), on obtient j foF~! = f

i
[

ol finalement

Uy, = <]

Lénoncé swivant, gui fail ausse appel awr sommes de Riemann. cst
nettement plus technigue que les précédents.

1.24. Estimation d’une suite de coefficients binomiaux

w100 ()

ri—s 00

On suppose que ces dcux suibes tendent vers oo, que g < g pour

it — ,‘
tomt ¢ et que —2. w nme limite A > 0 quand i tend vers +oc.
NS
Arouver un équivalent de Ch .

1. Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R. Déterminer —l
[
i

|
|
|
]
!
| 2. Soit (n;) wne suite dontiers pairs , () e snite d’entiers.
i
|

(Ecole normale supérieure)

| - Solution.
1. Posons w, = /1-1— f( )) Pour nn > |[flle. tous les
L ,, \
ferntes du produit sont strictement positifs el on peut done considérer

TR T— 3 1 E ! St “f“L
ine, = kgl n (1 + nf(ﬁ)). Conutne ?f<n)

I L
i [1, 0] et que ln(1+2) ™, ¥ an compare Inte, &v, = ;z SO fF (EJ
S L

, pour tont

Tt
{h roconnait dans p, une somune de Riemann de f et on a done

1
lon v, = / Jityde
R S0
Pour tout [z] < 5 la formute de Taylor-Lagrange & 'ordre 2 donne
2
Q,Q]idquc‘i (1+5:):g:+'r il )2,coqui
miplique | In(1 + ) — 2] < 22*. On en déduit gue, si n 2z 2|| fll,

I oxistence de o € {
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£

2 ()= (G

e 2 (r (k) < A

=1

Ainsi, logg, — vy tend vers O et Tuw, améme limite que o, done

g
lan u, = exp / Flydt
H— g0

n

2. Posonps, pour tout i. mi; = 77‘-. Puisque p; est équivalent & my; ot

m,

&
5., par la formule de Stirling,

gqu'il est aisé d’obtenir un équivalent de C
COTLPATONS C.-i_j';,]_ a Ch) . Pour 1 assez grand. onoa pg > 1, puisque

My — 0t~ Ay 2my. Onoa done ri; 2 2y -+ gy et on obticnt

ijr’rp. _ (?’le!]?’ _ mi(m,; — 1) L. (2?71,1 — s+ ]l
e #l(2my = ) (ms + 1)(ms + 2y
pi--mge- L po—m,~1 L
H {10, = k) H (1,;)
_ _ k=0 R T/
7 Hi—m, - Hi—m, iﬂ,
1] .+ &) H (] + _)
k=1 =1 ne
Connne y, - my; e M2m;, le numératpur ost approximativement,
TeoeN
} . " - L < )\Ek D 2A2
égal a [[ (1 - i) ou encore & [[ (] - fg) =TI (1 _ 1 k)
A=1 Ty k=1 N n- Lo | mnoomn

ot no= LE(Ay/2i,) ot on retrouve une expression semblable o celle de
la question 1, avee f @ o — =222z, [l cn serait de méme pour le
dénaminateur. Plutot que de justifier ces approximatious snceessives, il
est plus simple de reprendre directement Ja démarche de In premiére
question. On pose

[Tp——| k- Moo I
N; = ;‘Iz]‘ (I—W—“) (D, = g (L+n—?;),
Pour i assez groud, on a
. oz k
In(N,) — ; n (1 _ W—!) .

On oltient, conune daus ta question 1, que i 4 est asses grawd pour que
. o g e, = 1
Ponait 27T 70 < &)

M, 2
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fo—tn, - 1 k FITRR I TERD ka
ln{N;) + Z — —
0= mi =1 i
L 2{pag =y — 1)
gy
i i
Clomeme
£, — i, —1
i (s = 1) (g - y)
m, 2m, 1=

h=1

. . . o a2
on en déduit gue lim N; = ¢ On trouve do
1- «2C

done
18, s
. Sdm, 20
, ]3};_})& Er”’i =i .
2in,
‘ ]
. . - {290, 1!
Reste a trouver un éguivadent de C410 = o
' (1)
ol e~ nme™ " rn donne
n =40

(2em VP00 P S,

T
r, Mre=Enn(2mmy)

(.m;

Zin,

~
-0 17

1,

i remplacant e, par

. on olilenl

e MY

41
2X*2m; )8
e ——— ().
s PR
E'Ti R G ¥
2’”1., Py !
- . AR
méme lim Dy = ¢ et

1 -0

. La forminle de Stirling

Jldne,

Les deur caeveees swioants ceploitent lu densité dans Pespace dvs
fonciions continues sur [0h) de espace des fonctions en escolier. On
Commence per démaontrer le résulial pour une fonction en escalier,

1.25. Lemme de Riemanu-Lebesgue

lend vers .

G —— - ;

\ Soit § contine de {2, b) davs . Moutrer que T, = ] Fitret ot
i

I

t Solution.

{Reole polytechnique)

Nons commengons par démontrer le résaltat ponr une fonction f en
s enlier. Nous 'étendrons cusoite aux fonctions continues par un argu-
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ment de dewsité, Sif est la fonetion curactéristique dun intervalle [er, /1]
inclis dans [a. b, on a, pour tout 1. € [,

" int 1 ind ircy 2
I, = / s L R S BT | T
Jo 1 n
La suite {1, }azo tond bien vers 0.

St f est une fonction en escalier, elle s%écrit comme combinaison
linéaire de fonctions caractéristiques dintervalles et le propriélé résulte
do la linéarité de Uintégrale ct de ta limite. Enfin, si f est supposée seule-
ment continne, pour tout £ > (1, il existe une fonction en escalier g telle
aqne || f — gllee € . On a alors, pour tont n £ N,

h [ )
Hal < / (F() — glt))er" at| + / g(t)e™ dt

h b
f-[ LF{E) — u()] i + ] Gltye™ dt

)
< (b —a)e + / g™ dté .

Le deuxiéme terme tendant vers 0, on aura 1, < 2{b — a)e pour n assez
grand ot done lim I, = 0. <
n—+4na

La propridté est verifiée, avee la wméme démonstration, pour toute
Jorction véglée puisqu’une telle fonction est encore limile uniforme d’une
surte de fonetions en escalier {¢f. errrcice |6 du lome 1).

Natons que lorsque f est de classe CY, on peud démontrer le résultat
directement en coertvant

b
L= [fl)=—1 — l/ e dt

in m,

ct donc r
1 b
Tal < {20 Moo + / @) di

W AT

A partir de la, le théoréme de Weierstross, par un avgument de densité,
permet d'étendre le rdsultat aux fonctions continues, ce qui fournil unc
anlre solution de Uexercice.
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1.26. Deuxiéme formule de la moyenne

Solent f.g : [0, b ~— E continues par norceans avee [ positive
et déerojssante. Prouver lexistence de ¢ € [a, 8] tel qne

N '
| gt = sty | gmar

ot f{e") désigne la limite & droite en a de f.
(Ecole polytechnique)

I~ Solution. .
o Notons G o € fa, b —s / y. La fouction G est continue {(car lip-
Ja
schitzienne de rapport ||glloe ), 11 suthit de pronver d'aprés le théeréme
des valeurs intermeédiaires dile

”
mfle®) € / fo= Mf(rﬁ),

on i = mwinG et M = mas G (G est coutinue done est borndée ot atleint
<8 bornes sur le compact [z, b]).

s Nous allons d'abord le vérifier lorsque | est une fonction en esealier.
Un considere alors a = 2 < @ < -+ < 2, = b subdivision compatible
avee f et on note f, la valow constante de f sar a0 (1 < 7 € n).
Remarquons dis niaintenant que fy = fla™) On o alors

[N i3 = T .o
/a fg=X /1' L= f o 4
[ P = ot
] . . oo n "
=Y [(G) -G, )) = © LGy - x LG
(| =1 =]
T n— b -
= X SGle) - X Ji01G(xy)
= =

- T:Z:_;:(fi — fi)Gwi) — AGa) + f,G(b)
= (:g(fa = Fo1)Glis) + foG(B).

Cowmme pour tont 1 < /< n— L fi — fiyr 2 0 (f est déeroissante), on a
m(fi = Lp) < (i — fo0)G0e) s M(F — fin o). Comme [ est positive,
fy = 0et

('iT- § .
= o= T + Ja) .

q=

n—1
" L—EL”’ o0+ fn) < fge M (

Les f, s'éliminaut en dingonale. il reste
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mf € [: fg < Mf1, ce qui séerit mf(a®) € jab fg < Mf(ah).

e Passons au cas général : f est supposée continue par morceaux.
On considere une subdivision & = ap < @3 < --- < an = b compatible
avec f et on note f; Papplication continue sur [a;_;, a;] qui coincide avec
fosur Jai, e[ (1 € ¢ < n). On se donne ¢ > 0. D'aprés le théordme
de Heine, chaque f; est uniformément continue. Comme elles sont en
nombre fini, il existe 1 un module d'uniforme continuité pour £ valable
pour toutes les applications f;. On prend dans chaque intervalle [a;—1, a
une subdivision de pas inférieur ou égal 4 4. En en prenant la réunion, on
obtient une snbdivision 8 = {a = zg < I} <--+ < #y = b} de l'intervalle
[a.b] qui est de pas inférieur ou égal & 1.

On considére I'application h : [a.b] — R en escalier qui vaut

! (—F%M) sur |@;—y, @] et f(x;) en 2, Alors h est décroissante et

positive, et par construction, || f — hljee < €.
Draprés le cas déja étudié. on a

b
mh(a™) éf hg < Mh(a™).
b
Or, fa |f — hlg <€ £||glloo (b — @), si bien qu'on a

b
mh(a”) = ellgles(v = a) < [ fg < Mh(a") + elghoo(b — o)

D’autre part. h{a®™) = f (E%ﬂ) et douc, pour tout x € |zg, x:[, on

a par uniforne continuité |k(a™) — f(2)| £ <. ce qui donne en faisant
tendre x vers a, [h(a™) — flat)| €. On en déduit que

b
mf(a")—e(m+gho b -0) < [ 19 < MFlat) oM+ gl (b=a).

Cette inégalité étant vraie pour tout £ > 0, on peut faire tendre £ vers
0, ce qui donne 'inégalité attendue

b
mfat) g/ fg < Mf(a™).

Conclusion. 1] existe donc ¢ € {a, ] tel que

b c
fa f(t)g(t)dt = f(a*)fa g(t)dt | «

Notons que la démonstration est considérgblement simplifiée si f est
de classe C! et g est continue. On peut alors éerire en gardant les nota-
tions de Uexercice,
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L] b
f FOgtt) & = GOSB) - [ GO &

Comme f et —f' sont positives, on obtient mf(by < G(b)f (D) < Mf(b)
et

b . b
m(f (@) — F(6)) = m f (-reye< [ eorm e
b
<M [ (= 0) & = M(f@) ~ 50)
et en additionnant mf(a) < j;b feg(t) dt < Mf(a).

Les trois exercices suivants étudient la notion d’équirépartition d une
suite de réels du segment [0,1). De maniére informelle une telle suite est
dite €quirépurtie st pour tout intervalle 1 inclus dans [0, 1] lo probabilité
pour un terme de la suite d’étre dans 1 est égale & la longueur de 1. Le
premier exercice précise cette définition et étudie quelques généralités.

1.27. Suites équiréparties ; généralités

Soit (un)nz1 une suite de points de [(,1]. Pour 0 € ¢ < b € 1,

oI pose
Sn(a, by = Card{k € [1,n], ux € [a,b]}.

On dit que la suite (un a1 est éguirépartie si Sn(a.b) tend vers
b—apourtout 0 < a<bg 1. "

1. Montrer que si (1tg)n1 est équirépartie Vensemble des u, est
dense dans [0,1]. La réciproque est-elie vraie?

2. Pour tout n € N*, on pose

D, = sup S“—'(CE-’i)—(b—a} et D} = sup

Dga<bgl 1] 0<a<l n

Montrer que D}, < D, < 2D7,.

3. Montrer que la suite (un),z1 est équirépartie si et seulement
si la suite (D)= tend vers 0.

(Ecole polytechaique)

> Solution.

1. Supposons que (#,)nz1 est équirépartie et considérons a, b deux

réeis tels que 0 € o < b € 1. Comme §~"(—:E tend vers b—a > 0, il existe
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un rang N au-deld duquel S,,(a, b) > 0. Cela signifie qu'il existe au moins
un indice k tel que uy appartienne & [g, b[. L'ensemble {u,, n = 1} est
donc dense dans le segment [0,1]. La réciproque n'est bien entendu pas
vraie, Considérons par exemple la suite (v, Jpy1 définie par ve, = u, et
Vapt1 = 0, ot (tn)np1 est toujours une suite équirépartie. L'ensemble
des v, contient {u,, n > 1} et est donc toujours dense dans [0,1]. En
revanche

S20(0,1/2) B n+S,(0,1/2) 1
2n o 2n n—o+oo 2

+

1
7&5:

M|

i
4
et (Vn)np1 Nest donc pas équirépartie.

Il n'est pas difficile de vérifier que la définition de Uéquirépartition
prise ici correspond bien & ce qui est annoncé avant Uezercice : §i (UnInz1
est équirépartie et si 1 est un intervalle guelconque [pas forcément semi-
ouvert & droite), % Card{k € [1,n], ur € I} tend vers la longueur de 1
quand n tend vers +00.

2. L'inégalité D} < D, est évidente : la borne supérieure est prise
sur 'ensemble des intervalles du type [0, af qui est inclus dans Pensemble

de tous les intervalles semi-ouverts. Prenons maintenant 0 < e < b < 1.
On & clairement S, (a,b) = S,(0,b) — 8,(0, a}. Ainsi,

Snla,b) Sn(0,a)

n n

(b—a)‘g‘-s—n@—b‘-&— a

< 2D7

ne

En passant & la borne supérieure on & donc D, < 2D},
Sn{a,b)

Er2
DL a<bgl et (un)npt est équirépartie,

Montrons la réciproque en raisonnant par 'absurde, On suppose donc
que la suite (uy) est équirépartie et que Dy, ne tend pas vers 0, D’apres
la question précédente, D} ne tend pas vers 0 non plus. On peut donc
trouver & > 0 et ¢ : N — N strictement croissante telle que D%, > 2¢
pour tout n. Par définition de D* on peut donc trouver un réel oy

wl(n)?
de 10, 1] tel que

3. 8i D, tend vers  la suite tend vers (b — a) pour tout

Par cotpacité du segment [0, 1] on peut, quitte 4 prendre une sous-suite
de (@), supposer directement que cette suite converge vers un réel
. Supposons 0 < a < fetsoitny >0telquel<a-—-n<a+t+n<l,
Pour n assez grand, on a a ~ 7 < agypm) € @+ 1. On a forcément, pour
les mémes n,

Spmy (0,00 —7) € Sy (0, @(ny) € Seimy (0, + 7).
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On en déduit que pour n assez grand,

Spry (0,0 =m) _ Som (0, apm) _ Sewm) (0 o+ 1)
P R R D)

Comie le terme de ganche de cette inégalité tend vers o—n et le terme de
droite vers a+7 (car la suite est supposée &quirépartie), on a pour n assez
Se(ny (0, Apen)

@(n)

on a finalement pour n assez grand,

grand o — 21 £ < a+2n. Comme o — 7 € Qpp) <a+7

S0, 0pny)

-3n<
" @(n)

— Cy(n) < 377

et cela est contradictoire pour » assez petit (par exemple n = ¢/4). On
adapte sans mal ce raisonnement lorsque o = Qon o = 1. <

L'exercice suivant établit un critére d’éguirépartition parti-
culitrement efficace démontré par Weyl en 19186, On y utilise es-

sentiellement lo définition de Uintégrale d’une fonction continue,

1.28. Suites équiréparties : critére de Weyl

Soit {#p)pnz1 une suite de [0,1]. Pour 0 < o < b < 1, on pose
Xnla,b) = Card{k € [1, n],ui € (a,b]}.

Prouver I'équivalence des propriétés suivantes :
() Xn(a,b)

(i1) pour toute fonction f:[0,1} — R continue. on a

tend vers b — a pour tout couple (o, b);

=420

. [t _
lim ;};f(uk)—./; f@)dt;

N SR
(#ii} pour tout p € N*, ona lim = Y ¥ =q.
noteen

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.
e Moutrons que (1) == (ii}. Notons que la quantité

n
h) ~ 2 Xla,b] (ur) 01 X[q,5) désigne la fonction caractéristique du segment
k=1

Xnla,b)
n

est €gale
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[a, b] ot que f:) Nab] = b —a. La propri¢te (i1) cst done vérifide pour
les fonetions ;-m‘a(:térisi,iqnes d’'nn megiment. En fait, tonte fonction en
escalier [ sor [0, 1] est combinaison linéaire de fonctions caractéristignes
de gsegments {(dventucllement ryédhtits A4 un point pour obtenir les valenrs
de f aux points de discoutinuité). Par linéarité, la propriété (i} est
alors vraic pour toute fonction en escalier. Moutrons maintenant gue
(i7) est vorifice pour les fonctions continues. Soit f 1 [0,1] — R une
lomction coutivue ot © > 0, On sait qu’on pent trouver une fonction cu
escalier g qui approche [ uniformément & £ pros sur [0, 1], 4.0 telle que
I/ —glloe < =. Grace & inégalité triangulaire, pour tout w 2 1, uon prat

. 1, . 1 )
majorer | = hgl Fluwt — /ﬂ J| par

1 " 1 n 1 1 o1
= D ) = gl D] + 1= 37 gl “'/ﬂ 9|+ /U -”*_/(, I

i L : :
Le preigier terme est majore par £ de méme que le dernier, Comme g ost
en escalier, le terme du wilicn devient inférieur a = an-dela d’un certain

. T, !
rang N. Broef, pour w2 N, | — E Flugy — / J1 = 32 ce qui prouve (/7).
n Ja

k=1

Bien entendu (4} reste encore vraie pour wne fonclion continue par
wmorceauns el méme une fonction régléc.

¢ Muontrons réciprognement gue (48} == (i). Une fonction ce-
ractéristique d'un segment 1 (distinet de [0. 1]} présente au moins une
discontinuite done ue peut pas étre obtenue cotme limite yiniforme d une
suite de fonetionus continues. b fait on 1'a pas hesoin d’nne approxina-
tion uniforine : i va soffire dencadrer yy par deux suites de fonctions
continues affines par worgeanx quit convergent vers yp au sens de la
norme itégrale. Prenons pour commencer nu segiment T = [a, 7] avec
N < e <3< 1. On considere les suites de fonetions continues g ol ¥y
définies ponr & suffisamment grand par les igures suivantes :

A
1

[
»

0/ o Bl 0

Ainsi. vy esi, nadle sur les seginents 0. a) et {/3.1] e viwt 1 sur le
segment [0 -+ 17k, 3 —1/k] et est, affine sur les deux segments qni restent.
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On observe que pony tout p asses grawd. i, € x) 7 p. [T en résulte

[ X, {0, f | on
quiz ponr tout w2 b, o= 37 iy (ug) < Xl ) < - Y (). Par
n = 1 [t

i

Iivpothese,

1 1
lim E tj,(uj = / = —a— =
b

n—e L

n

) 1 . 1 1
lim - E wlugd = / wp =3 —n+—
=1 Yo

H——4c 7 P n

Soit & > 0. Cholsissons p tel gie 1 < ¢, IV existe N tel que powr i 22 N,
P

Ko (e, , e
_,?_((}._ﬁ)_ _ ‘,/j’ + o] %L 5_ Alﬂ‘ﬁ 5 _(i.l
T 1
0 << 0 <1 1 est alsé dadapter cela lorsque o = G ou o = 1.

o La propriété (iii) résulte directement de {i1) puizgue

converge vers J — « lorsque

1
I TPk ﬂ/ 2apr)d f 2rpie)da = 0.
Jim - Zf 1 cos(2apr)de 41 [ sin(2mpe)de

s Montrons enfin que (7#) == (iz). Par Inéarité, on a la propriété
tri) pour tout polyndme trigonomdtrique du type

T — a.oJrLaktos 2w +2‘bkblll 7).
Bt k=
[Yaprés te théoreme de Welerstrass trigonométrique, toute fonction
contimie f o [0.1) — R vérifiant f(0) = f(}) est lmite unifonme dune
siile de polyndines trigonomaétriques de oo type. Comme precédemment,
anen déduit que (47) est vérifide powr une telle fonetion coutitnie. Si f
ue virifie pas In condition f(0) = f{11 on peut, poin tout £ > 0] trouver
nne fonction coutinue ¢ vérifiant g{0) = g(1) ct fnl If — ul = &. Comme
dans Vimphication (i) == (i), cela suffit pour prouver que (¢4) est aussi
vrale pour f.
Les propositions (i}, (i) et (id¢) sont done toutes équivalentes. <

Lu proposition (1) correspond & Uégquirépartition de lo suite {1y n>1.
Lo eritére de Weyl correspond o Pegquivalonce des ussertions (4) ef (i),

L exercice swivant en donne un coemple d application evee Uélude des
suites arithmétiques. On dit qu'une suite réctle (g )nz1 est dquirépartic
modulo 1 81 la swite u,, = @y, —L{z,,) est cyuirdpartie. Notons gue comme
fes fonetions ¢, @ @ v — ¥ sont toutes 1-périodiques, on o encore
dquinalence

(To)nzy dquirdpartie modulo 1 == Vp € N7, hm . L epfxr) =0
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1.29. Suites équiréparties : un exemple

Soit, @ = 0. Montrer que la suite (nf),.1 cst dqnirépartie mo-
dulo [ si et seulement si 8 ¢ Q. . .
{Ecole polytechnique)

> Solution.

* Suppusons # ¢ 3. Pour prouver que la suite {(nd},,5 ost éanirépuartie
on va ntiliser le eritére de Weyl, ce qui est facile ici ear les sommes
d’exponentielles se caleulent (on a la somime des termes d unc progyession
géometrique). Plus précisénent, avec les notativns du préambule, on a
ponr tout p € H*,

1 & | I ep(f) (" =1 e(4) ep(nd)—1
— 3 kg = - 2% 9 k = b . p = /i P

n ?{‘1 i) =2 1;—41 () no oe,(8)—1 no oey(8)—1
et ce caleul est possible car comune 8 ¢ Q, ¢,(8) # 1 pour tout entier
en(nf) — 1

F*. Comme Cph VS T 2
pe - ep (@) — 1

ep(n@)] = L pour tont n. la suitc est, bornée

1z .

et - 3. e {kf) tend vers 0 quand n tend vers +oo. Done st 6 & Q) I
i h—t !

suile (nf), 1 est dquirdpartie modulo 1

- o .
® Supposons que § = P Q, avec pog dans M premiers entre cnx.

On a. en notant {2} = o — B{x) la patie fractionnaire dun réel x,
I+ q)} = {nd + p} = {08} Donc la suite {8} est périodique de
période ¢ et n'est done clairement pas équirépartic, -J

Le lecteuwr trouvera une application de ce résultat duns Uegercice 1,153
du lome 1 dalgébre qui dtudie la distribution du premier chiffre de
Uéeriture en base 10 des puissances de 2. Notons que Uexercice ci-dessus
a ¢té posé comme seconde question d’un cxergice gui demandost aussy de
prouwver le rritére de Weyl. Il est possible de donner une preuve dirccte
du résultat mais ce n'est pas fucile.

fci commence une série d’exercices sur le naste théme des niégrales
a paramnctres. Lo lectour trowvera d’autres conrcicons sur ce thénme, mais
avec des intégrales ginérutisdes, dans le [roisiéme tome donalysc.,

1.30. Calcul d’une intégrale

& — COsT

Soleut o - Let b > 1. Calculer ](:r I (m) dx

(Ecole polytechnique)
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(- Solution.
Lintégrande cst bien continm sur [0, 7], Il semble vain de vouloir
caleider une primgitive directement. En revanche, on pent éerire

w l — CO8 2 )
[= / In (ﬂ) dr = 1'(h) — I'{a).
0 g — COsT

onF i —— [ In{{ - cosaide.
La fonction (1.x) € |1, +oo[«<R — In{{ — cosa) érant de classe C°°
on peut dériver sons le signe intégrale, si bien que pour ¢ > 1,

i d,L

F(#) =
0 t — 08 ’[‘

('otte nouvelle intégrale présente Pavantage de povvoir se calenler. Pouy
cxpliciter F'(#), on fait le changement de variable classigue « = tan (;) :

T'{t) = /'W 2l [*“ %lu
L 141:’}(571‘” ) o (4w~ (1 —u?)
I+ u?
2 e du
B I |
-+ P
+ o
2 1 i [ m
- —— |~ —= - arcianh } ———=———r = .
N A [y NET
Verl 1 /4,

ost Argeht = lu(t + vt? — 1), On en déduit

- 1
e primitive de T
ipnte F(b) — F{a) = a{Argch b — Argchia) ou encore

T b —coar b b+ \/_A
f In Q) dp =xln | <]
Q

- COS T

N

1.31. Mesure du domaine d’annulation d'une fonction

Seit foane fonction continue de {(] 1] dans By ot 5 Vapplication

de R dans By définie par glo f VT + Flode.

 Suit
|
‘ 1. Montrer gque gy est continue sur R et de classe C! s R*,
2. Oun suppose que {# € {0, 1], [(£) = 0} = (a.b] [0, 1]. Calcu-
‘ ler g/, (0).

‘ (Ecole normale supérieure)
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> Solution.
1. Considérons

@iz, t) e R x [0,1] — /22 + f(2).

La fonction ¢ est continue sur R x [0,1]. On en déduit que g est
continue sur K. La fonction & — /7 étant dérivab}e sur R*, la fonction

@ admet sur R* x [0, 1] une dérivée pa.ltlelle . Pour (z,t) € R* x[0,1],

e+ f(t)
O

5 est continue sur R* x [0, 1]. On en déduit que g est C* sur R* et que

pour r € R*

/ — ! T
g (x) -—fo ——m--——m,__b_d_zz = f(t)dt

On peut noter de plus que la fonction g est convere car, pour tout

a2 0, la fonction x v— /x2 + a [est.

2. Pour tout t € {0,1], la fonction & —> —————= est croissante.
Va2 + f(t)

On en déduit gue 9\’]0, 00| €5t Croissante et minorée par 0. Elle posséde
done une limnite finie en 0. Comnme g est continue en 0, g|jo.+c0f st C* et
1(0) = lim ¢'(z).
g4(0) = lim ¢'(z)
On écrit, pour = > 0,

de + ( R ey
v » T
Pour tout £ € [0,a[U]b, 1], on a lim — i S 0. Comme
=0+ f() 1)
de plus, pour £ € (0,1 et z € R. on & ——x— < 1, on obtient par
T + f(8)

convergence dominée,

@ x 1 x
limf —— i = ]imf —df =
=0Jo Jx? 4 f(2) e=0b a2y f(2)
Conclusion. g/(0) =b—a. <

Le lecteur connaissant !'intégrale de Lebesgue powrra prouver que si
on prend f borélienne, g4(0) est toujours égal & la mesure de Lebesgue
de Uensemble des zéros de f.
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1.32. Limites de normes intégrales

r Soit f continue de [0, 1] dans R%.. On pase pour o > 0,

I(a) = (/ (G dr)

Etudier les limites de I(a) quand « tend vers 0t et quand o tend
Vers +0oc,

{ Ecole polytechnique)

> Solution.

e Soit F la fonction définie sur R par F(a) = [ (F(1))*dt. §i F est
continue en 0, F(a) tend vers F(0) = 1 quand o — 07 et I{a) est une
forme indéterminée du type 1°°. On va donc montrer que F est continue,
et méme dérivable, ce qui nous donnera nn développement limité en 0
suffisant pour lever l'indétermination.

La fonetion ¢ : (t.a) € [0,1] x Rt = (f(#))® € R est continue sur
0,1 x Ret pour tout {(#,a) € [0,1] xR, on a Oy (t,a) = In f(£) (f(EN

Oo
Douc gg est continue sur [0,1] x R, On en déduit que F est dérivable

sur R et gque, pour tout o € R, on a

l.‘:

fmf ()" dt.

Pour tout réel o, on a I{a) = exp(élnF(a)). Sachant que
hm F( } = F(0) = 1, on obtient

o1 o Fley-1 _ 1
(}ll_l%&lnF(a)—oltl_%T—F(O)—fU In f.

lnnl ) =exp f Inf l

e On a, pour tout o € RY, Fla) < (|[fllec)® et done o) € | filoe.
Corme [ est continue sur le compact [0, 1], elle y atteint son maxiinum
(1/lsc en un point tp. Soit £ > 0. Par continuité de f en fp, il existe un
intervalle d'intérieur non vide J C [0, 1], contenant ¢y tel que, pour tout
telJ ona f(t) 2 || f|lee —&. Si on note £ la longuenr de J, on obtient,

On en déduit que




54 CHAPITRE 1. [NIEGRATION

pour tont. o € R,
Flo) > [ (Il — ) 2 (I flle - 2)°

et done T{a) 2 2 (|| fliee —2). Comme Jim _ Ea(([flloe =€) = | flloo — &,

il existe A > 0 tel que, pour o > A, on alt HfH,,L =28 < W) < || f]|oe-
On conclut

. hm Loy = |[Fl| <

1/p
1
Pourp = 1 on soit que fr— || fll, = ([U fip> ext une norme

sur Vespace CO(10,1],R). On montre comme dans le second point que
pour toute fonetion f & CU(10,1],R) la norme ||f|l, tend vers lo norme
infinie de [ lorsque p — +00.

Les exercices qui summent sont de nefwe asymploligue ef sonccrnend
des recherches de imites, d’équiralents, voire de déncloppements asyrp-

totiques.

1.33. Equivalent d’une primitive

. . 2 T 2 3 .
Soit, fraxr—e™™ [0 e dt. En donner un équivalent en +oo.

(Eeole polytechnigue)

- Solution. ‘

On ne peut pas caiculer une primitive de la fonction ¢ - (*'*z, c'esl-
a-dire Vexprimer 4 aide des fonctions nsueiles (cela pent se formulor
de maniere précise ct se démontrer mais ce n'est pas facile; ie lecteur
intéressé pourra faire le probleme d’écrit Lyon-Cachan de 1995). Si Von
essayart LouL de e, une idée naturelie serait de la cliereher sons la
forme g(t)¢’ . Comme on a

‘ 1 etz 2
l(q(le), - (_q’(t) +2£g('ﬂ))€f’

on serait alors rameng 4 chorcher les solutions de Véquation différenticlle
g (¢} + 2tg(#) = 1. Ce qui se passe, évidemment, ¢’ost gque la méthode
de la variation de la constante conduit & Pintégrale que 'on cherche &
caiculor ! .

Mais j¢i on ne demande pas de ealenler explicitement jj Al on
ren veul quiun équivalent. 1 nous suftit pour cela d'utiliser le théoréme
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d'intégration des relations de comparaison. Pintdt que de chercher g telle
que g' (£} +2tg() = 1, il nous suffit de trouver g telle que g’ (¢) +2tg(t) ~ 1
potr ¢ tendant vers oo, Comme lex intégrales divergent clairement, on
n alors

q(z)e® — g(0) = ] (4(6) + ()t At ~ /’ctzdf
0 Jo

ol om g obteny notre dqurivalent. Trowver e fonetion g de classe &7 tolle
que g'{#) + 2Lg{t) ~ 1 quand t — +no est facile. 11 suffit de prendre

Gt = % on plutdt g{t) = ST pour éviter tont probléme en (. On

et déduit done que
1
fla) ol 9

r—toc 2

1.34. Recherche de limite

\
| sotent fo R — R continue, y définie poar & > 0 par

g{x) = % ‘/Um cos(r — ) f(y)dy.

Déterminer la limite de g en 0. En sppposant que f a une lhnite en
oo, déterminer colle de g.
‘{ {Ecole polyteclhmique)

I Solution.
o [tudions Ia limite en 0 @ pour tout 2 > 0, on a

- asr fF g sinw [ .
gim) = E(—h—r] cosy fly)dy + HnE [ siny f(y)dy.
£L 0 T Jo

Or 51 @ est unc fonction continue de R dans R, on a

1 /T . Py — &{0)
,—,f (y)dy = ( ),, @
X Jo i

P (0) = @(0).

w—0

olt ¢ désigne unce primitive de @. Ainsi, on obtient ici
I g(z) = cos(0) cos(0) F(0) + 0 = f(0).

# Passons a la limijte err 4-00. Notons ¢ la limite de f en +o0a. Comme

1 30 . f A
- /0 coslz — ) { fly) — Hdy = glax) - = [U cos{z — y)dy.

T
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et comme !

X
— f cos(a — y)jedy =
I Jo

o1 e rauene & traiter le cas oit la limite de [ en I'irfiad est nulle, Sojent
eet A Utels que | f(z)| € epour 22 A Pour & > Aona

s

o— 0‘

2 =

1 A . L /= .
lg(z)] < o [0 [eos(x — ) f(y)|dy + . A | cos(x — y) f(y)|dy
1 A 1 & 1 A
< - [ |f{y)ldy + A[ edy < A/ |f{y)du +e.
Ja T JA €T o

1 Y-
Comme Hlfl ;/ If)]dy = 0. pour z assez prand, |g(z)| < 220 On
T f o

concliut que ¢ tend vers 0. Dans le cas général on a donc

lm gy =¢= lm f(z)]| <

L 00 L O

Liezercice suivant est un grand clessiqgue qu’il cst bon de connailre.

1.35. ]:]quivalent des intégrales de Wallis

Chercher un dquivalent de I, on1 [, = [0 ? cos™ tdt. En dédnire la
nature de la série Y (1,,)%
(Ecole polytechmique)

> Solution.
On reconnait les eficbres intéprales de Wallis. On cffectue une
imtégration par parties afin ’obtenir une relation de récurrence. I vient,

pour 1 = 2,
T/

.
/2
. . n—11T/2 .2 .
L, = [ cos - cos™ ! = [sin cos™ 1]0/ +(n— ) / sin? cos™ 2
4 AV

Le croclet ext ol et, en remplacaut sin® par 1 — cos”. on obtient la
relation de récurrence T, = (n - DL, o — 1) gne pent aussi 8'éerire
nl, = in — 1)L, _s.

On a done pour tout w =1, wl, 1, = {(n — 1)1, 31, . Autrement

dit, 1o suite de terme général nl, - (I, ost constante. Elle vaut -, puisque

R

Iy = g et 1) = 1. On en déduit gue, pour 2= 1, oI, L, =

; Fis 1, ,
Par aillewys, on a, pour n € Mot [ & [[J, 5], 0 < cos™ < eos™t ot
done on jutégranl cola ) < 1,4 < [, @ o sudte (1) est décroissante.
On obtient, pour n > 1. b, <1, < L, ot T,L, 00 = 12 < 1, 1.
clest-a~dire, (laprés ce qui précide.
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w . T
ST R

2An+1) " T 2m

- . . > kis . P (7
On en déduit [5 N et, 1, dtauf positif, T, ~ \/E

TNE . .

On a done 1§~ ( — ct, par comparaison avec les séries de
o . '

Riemann, la séric 3 IP converge si el seulement sl o > 2, €

1.36. Recherche d'un équivalent (1)

% Soit f:[0,1] —— R continie et telle que £{0) % 0.
} 1. Donper un équ.lvak-nt en 40 de gt = fol _ligt))
2. Majorer la différence entre ¢ et cot Squivalinl quand f est de
} classe C'.
} (Eco]o polytechnigque)

i - Solution.
1. DausI'intégrale définissant g. effectnons le chapgement de variable
o=ty pour ebtendr powr £ > 0,

p (Y
(1) = lf/n ( )du

Tty 14w

(wand ¢ tend vers +x f (;) est = proche s de f{0) par continunitd,

O)r, nons avons

i 't_m, _/()]JJIJr&) N In/

t Jo L+u b= o

‘ Ny o
car f(() % 0. On pont done imaginer gne g()  ~ f(f_])—l/—. Justifious

to4oo
rola. | 0
Notons f!o(f) = jn lj_f_ 3 Jdi ponr £ > 0. Nous venons de montrer gue
e e f((}) - Majorons La Jditférence |g(f) — g (t)].
Soit £ > ) et a E 10, 1] tel que [ fue) = F{0)] < & pour Lout » € [0,a].

Lo coupant I'intégrale en deux, on ohtmnt

19“) - yn(”i

7

LSO S

40 1 -+ Ja | + tr

Y I , i -1 (]Jf
/L et zu,,*ux,_/, -
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c 04D 2l

h t ta
L In(l +4) ( 20 oo )
= €+ - .
t aln(l +7)
Comimne la quantité = + 2 e tend vers £ lorsque t tend vers infini,
aln(l +1)

o en décduit que ponr ¢ agser grand, olle devient inférieure ou égale &
2z. On a wlors (
in{l 4 ¢

et par conséquent, g(f) — go(f] = olgn(t]}. ou encore

lg(t) — go()] <

t—s oo t—+oo t

E{t) ~ golt) ~ foyE]

2. Sion suppose f de classe C', f7 est en particulier continue sur o
compact [0,1] et, d’aprés 'inégalité des accroissements finis,

1 _f 1 '
[gtt) — gu (L) = /0 \_f(a:) - / (ONGI = /U MY(JJ;

1 +ix 1 +tx
S E N W |
2 N L AR
< e /“ ; ;
Par aillcirs,
Int bode lnt In{l+1/1)
£ )t — B I Y AR AT
aolt) — O = O [T T <O

Aingl, par inégalite triangulaire, on a

\
Int] 1 )
|- 10" <G s+ O <
Dans Uerercice suivant on n'hésitora pas o wtiliser le théoréme de

convergenre dominde.

1.37. Recherche d’un équivalent (2}

Chercher ur équivalent en +oo de

l])(t) :] *L,
o (14 +27)

(E‘cole polytechnique)
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I - Solution.

Naus pouvons appliquer le théortme de convergence dowminée ponr
srouver gque P admet O comine limite Jorsque £ tend vers +oc, En effet, 1a

L : 2
= ———— est continue sur R ; pouwr toul 2 2]0, 1
(1+$+!t,'2)" +1p ] L] ]1
1
1+@+r2) i—doo

fomection (¢,2) —

0

1
(142 + %) 7
ionetion constante 1 gquj est inldgrable sur {0, 1). On a done

o on a4 la domination 0 < < 1 pour tout 7 > 0 avee 1a

Lm @(t) = 04
t— oo
Pour ¢ grand, la  principale contribution de 1a fonetion
pol— (= 4 Pintégrale se situe en 0. On a, pour & ten-
dant vers 0,

1
T o e = Pt 424 5%) = ep(~to +o()),

1
v bien gue U'on pout imaginer comparer ©(t) & ]0 e que Ton sait

1 1t 1
/ e e = - / e o~ =
0 S~ 1. il I—4ae f

u—=xt

citleuler ¢

1
Contrélons pour 1 > ¢ In différence eutre ©(¢) et L o

! o
< / lefﬂn[l—w-ﬂ,—}—t ) G—i.c dx
[M]

I
é/ e
Jo

1 t
= -w/-c_“e
-~ t Jo

u=xt

L
(1) ‘—f ¢ Hda
Q

ef!‘(]rl(lﬁ»ﬂ:-}-zz)—w) _ 1‘(]‘[

_iln(l-r-%wLL:;){»u

— l‘du\

e ctude simple des variations de v —— 111(1 + 1 .1“2) — . montre que
cette fonction est Loujours positive sur [0, 1] s bicn que pour w & [0, ).

; 42
Ol a‘étln(l + lf—L + ?—2) +u=x0el

1t —ewmf+rgaiy )
< / e "1~ n{! ‘+F) " d,
0

1
B(t) / a5
du P
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Dans ces conditions, on a pour tout O < u < ¢ la domination

——

— u o ud
. | _ e tln(l—} Sy +u PR

Lo,

O11 CNCOre

2
J*l 111(1+-‘; - ’!:3’)4’”

Y(u. 1) e B2 , e[ 1—¢ 104 (u) < e 7™

Or 1w — ¢ ost intégrable sur R, . Par continuité¢ de Uexponentielle, on

71,111(1-} ?f —{—%Er)-i—‘u

ae {1l -e = %] CfO('/”} L—H 0 et il résulte
— 0

du théortme de convergaonee doninés que

. —tln |+Eif"2)+u
S (L G ) ) EU O vy
‘LI( ( |(]‘L](U) u. P )

1 )
On en Jdéduil que $t) —] ¢ Mdr o= o(1/L). On conchit done que

n
|
D)~ fc*ﬂd.zr: ot finalement
[ 4]

o

B(1) o

—0oc

1.38. Recherche d'un équivalent (3)

(?1: pn‘se U, = L P
{v.3) = RZ,

1/2 gin? anx

(3
de. Fiudier la série - pour
nd

{ Ecole polytechnique)

- Solution.
Lo prohleme consiste essentiellment & détermpiner un équivalent de
I suite 1,

sin” nmr .
-- —— e prolonge par conti-

La touction coutitne x € 10, 1/2[--—

tan 7o .
nuité cu 0 (avec la vajeur 0) ¢t en 1/2 {avee dgalement la valeur 0), si
hien que wy, est bien défini pour tout » € N, La quantité tan mz tendant
vers (0 ¢n 0, tandis que, # tendant vers Finting, sin? war vaul 1 en des
points de plus en plus proches de 0. Ou peut doue iimaginer goe la ma-
jeure contribubion se trouvera an voisinage de O ot reinplacer tan e par
I'éuovalent simple T pour @ tendant vers 0. Posons done
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61
/2 .2
2 gin® (wna) ,
= ——=—=d.r pour # enticr naturce],
Qq T
Opérons le changement de variables z = noe dans inedgrale,
A .2 na P y E .
I 2 sinz 1 2|l --cosdz 1 /™1 -casu
Uy, = — (13 = —_——— dz = — "—d’il.
T Jo F 27 Jo z 2m fu "

1 T ] —cosu

Yn notant € = — —— " du. 1] vient
2 o "
1 /™" Jdu 1 T Cos i
Up == C+ - / - — i,
2T Jx U 2 Jx u

L dernitre intéprale admet une linite Bnie lorsque w tend vers Uinfini
MisqUen intégrant par partics,

T (08 U, siti e ] T ogin
— —du = + 5 s
. " u . fr

T sin i T osin
= —md 5 du,
Jeooow n—ire o 2
, . sin .. 1
car la fonction w—r ==, majorée cn valenr absolus par o —-r = st
2

aitégrable sur |7 +oof. 11 reste done au vaisiniage de -Foc,

lnn Inmn
Py — = - -+ (1 ~ e
T n—to0 2

Estimons niantenant I différence w, — ¢, lorscpic n tewd vers 4.
Lhp pent Cerire

172 1 1
Ty — Uy, :] sin{nme) f(2ide avee f(a) = — - -
u Lan wa gt

por 2 dans |0,1/2], Cetie lonction [ se proionge par continuité en 172
savee 1 valeur —2/7) et dealoment en ( prisque,

s 2
' AL — lan wr vl ,
flay= ———o— = 2—;—)7 = o{1) s .- tend vers O
wi ban T 7em? + ofa?)
Pinoposaul, S0V =0 et F{I1/2) = —2/7, on obtient une fonction continge

sur le compact [0, 1/2] ot done néressairement hornce., Il w’ensnit

172
i — ] < / ()l < MEZ'

o dilference u, - v, ost done négligeable devant v, ot on obtient done
Pipivalent,
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Pour « et 3 réels, on a donc

us (Inn)*
nf notoo (2m)nf

D’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, et les
résultats sur les séries de Bertrand, il y a convergence si, et seulement
sbA>louf=leta< -1«

1.39. Développement asymptotique (1)

On pose u, dz. Déterminer HI_‘I_I 1y, puis un
n—+0o0

= [
L. 0 Vitz ) .
équivalent et un développement asymptotique & deux termes de u,.
(Ecole polytechnique)

> Solution.
e On obtient le limite de la suite {u,) en appliquant le théoréme
n
de convergence dominée. En effet, la suite de fonctions & — J;—_x

converge simplement sur [0, 1] vers une fonction qui est nulle sur [0, 1]
et, pour tout » > 1 et tout = € [0, 1], on a la majoration

mn
: 1
0< —0

&
\\/1+33\ "_WI—FRS’

est une fonction intégrable sur [0,1]. On peut done

lim 1w, =0|
n—+4o0

On peut remarquer ici qu'il n’y a pas convergence uniforme de la suite
de fonctions vers la fonction nulle.

# Pour trouver un équivalent de w,. il convient d’observer que la
contribution & Uintégrale se concentre au voisinage de 1. Pour conjecturer

oL & —

HH
]

affirmer que

Uéquivalent, on remplace z +—

par sa valeur en 1. On trouve
1+x

f] :c“d 1 1
—Qqaxr = ~ .
0 V2 (n+1)\/§ n—00 1./

Démontrons que cela constitue un équivalent de wu,. On a

1 'n. 1 ™ I
u”_/o %daz :fo Mdr et, pour tout z € [0, 1],

VavT+zx
\/_—\f1+.1'-_ 1—x 17(.[,'.

<

Vavitz  VeVi+z(V2+Vitr) 2

alors




1.39. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE (1) 63

On en déduit gue

lx” 1
_ n+1 -
. ./0 ok j(‘t 2%+ 1)(n+2)
On a done u, = __t ~£—O(i),un: —I——L—O(L) et done
V2(n 4+ 1) n? v2n n?

1
k2 ~ |
" = OO \/En

o Nous allons chercher un terme supplémentaire dans le
développement asymptotique, Pour cela, écrivons le développement
1

limité en 1 de la fonction z —

1+x ’

1 1 1 1 -1
Ttz V2 HE’_lzﬁ(lTJ“O(m—l))
3
1 1-
\/— 4\/— )(I_T)

oll ¢ est une fonction tendant vers 0 en 1. Cette fonction ¢« se prolonge
donc en une fonction continue sur tout [0, 1]. On peut ainsi écrire

1 1 rh — m%Jrld 1 1 d
Up = T ="t alr)dr.
" \/E(n+1)+fo 42 +fo( Jole)

. 1 1 1 1
Pour n tendant vers 'infini ona ———— = —— — —— + 0 (%)
b V2(n +1) N V2n? nw?

et

tan g 1 1 ( 1
xr = = +ol — 1.
./0 4/2 4/2(n 4+ Dn +2)  4/2n2 nz)

(Juant au dernier terme, on va le majorer en coupant I'intégrale en deux.
Soit £ > D et a € |0, 1] tel que o soit en valeur absolue inférieure ou égale
a e sur [g, 1]. Dans ces conditions, on a

[l = amate)

|cx||wf(:1c ”“)d.r:-f-ef(a: 2" )da

< Jolla® + ¢ [z~ 2"
0

£
< . il
< flelosa™ + (n+1)(n+2)
L

5 (lodloon®a™ + ) .

<
Y
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L, .
Pour n assez grand, j|a]lenae™ +¢ < 2o, et done fu (2™ — 2" ale)de

- | S L
est négligeable devaut — - On conctut atisi que
: n

1 3 ;‘(1) .
Uy = — — ~—=—+ 0| — )| <
Ve Ay 2n? . n?

La premiére partie de la solufion montee que pouc toute fonction f

. 1 fi 1°
ontinue ma [ox"fle)de = 2 - .
continue en | on a fo e f{a)es ” +u(n)

1.40. Développement asymptotique (2)

cas T

. T/
1.%H0<£<LOUWMI:L dx. Cal-

sin? @ + = cos? z
culer 1. Donner un équivalent de T quand < tend vers 0.
2. O 1o [ L
. On pose ] = j = e
0 VED® 2 o saosd
premicrs termes du développement asvimptotique de J grand 2 tend
vers ().

da. Déterminer les deux

{Ecole polytechnique)

> Solution.
1. On va caleuler Uintégrale T expliciterent. Le chaugernent de va-

. - . L
viable ¢ = \/———— sin r conduit &
=

f% COX LT /‘ T / - 1 i
= *:—‘—: e —— fi
o - Vet £z

v )-,1t| &
V=
——dn
V1 g V14w
L i

Une primitive de z — \m est £ — In{z + \m) = Argsha
donc on a

| ! In - -

vi—=

[} st elailr gue
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I ~ —=Ine.
z—{) 2

2. Dans I'intégrale J, la fonetion gu'on intégre est maximale lovsgue
L= 0 et vaut alors 715 qui tend vers Uinfind larsque £ tend vers 0 On
peut doue penser gite la contribution principale a Uintégrale provient des
valeurs de e proches de 00 Mals dans ce cas cosr est proche de 1 oet il
ost raisonnable de penser que J -~ [. Pour le montrer, examinons J — L.
n a .

1 = cosx

DJd-1= —— da

[E]

M

3 2sin” 5 % £ @)t
< / - 2 4y = / tan —dz = |—2lncos=| =1n2.
Jo sinrx Jo 2 21a

Puisque [ tend vors oo quand £ tend vers (0. on en déduit gue

J o~ 1 ~ ——Ines.
c—0 e-+) 2

Pour déterminer le denxistue terme du développernent asymptotique
do I, déterminons. pour comnencer le denxieme terme de celui de 1,
On a

! 1 1 _4
I={1- E')’E(_Elnaqh 5]11(} —5)+ln(] +(1-¢) 2))

. | ‘ 1
= {1+ ()l_&})(ﬁé Ine + 24 ()(6)) =y e +m2+o(l).
Précisons maintenant le comportement de J — 1 en montrant gue
H[-Illl('} — 1) = In 2. Considérons la lonetion 1 [, gl » [0 — B déhnie
par

T —cosr .
H;)(.’IC',E) = T 31 (.’I,',E) 7*“5 {[]0) et gﬁ((], U) =0,
VEln© xS cost
La fonetion ¢ est continue sar [0, %] ® [0, 1], Eu offet. poir tout conuple

| —cosk

T Al o L
tr.z) €0, 31 x[0.1]. on a 0 € pl,e) < sinux

s L continnité en (0,49, Le théoreme de conthmité des mtégrales

ian = e jui
= 1. - o
2

=
1 parametre, montre que la fonction = —— /;J wlr Yde = 1 — T est
contimue sur (U, 1], On a donc

F ol —coxx "5 T
im(J —1) = / B dz = / Ean itl.’r = 1n2.
w0 Jo 2

Ju sin.r

&
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On en dédnit que

, 1 ,
J—-l+1n‘2+o(1)A§1n£+21n2+0(ﬂ. <

Les deux énoncés qui suivent sont difficides et concernent lo méthode
de Laplace.

1.41. Méthode de Laplace (1)

Soit. £ : [0, 1) — R de classe C*°. On suppose qu’il existe k€ N
!
tel que f330) £ 0. Pour A > 0. on pose I{A] = fo (1— 12 f{t)de.
Tronver un fguivalent de TEA)Y lorsque A tend vers Vinfini.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

s Ou peut légitimenent penser que la contribution a Uintégrale 1{\)
ge concentre en () car pour £ > 0 la quantité {1 — '[:2)’\ temwd vers 0 lorsgue
A tend vers 40co. PPar ailleurs, au voisinage de 0, on a

(11— ) = P R I

Sion remplace (1 ) par le tertne e~ oun obtient une intéarale plus

facile A estimer. En effet, par le changement de variable v = /X

& . VA s d 1
[ [P ote 1
Jo o VA Ao 2V A

2 e
ca.rf e dn = £
iy 2
On va anssi remplacer §f par un éguivalent en (. Si on note n le plus

fn) )
petit entier naturel tel que fU7(0) £ 0. on a f(t) o —fn'(_()i“' of nous

allons donc nous intéresser aux intégrales
N

1 \
() = [} (1—tHMdt ot J,(A) = /ﬂ e Ay

. . 2 . .

puisque (1 —t2}* est « proche = de e pour ¢ voisin de 0. Eo faisant

le changement de variables n = VMt dans J,( A), on arrive i
VA ' 1

Ju{A =/ e e dy ~ ﬁ/ we W du = S
11( } fo (\/X)'n-i-l A—o0 ,\% 1L A ::I
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en notant A, = fu«z ue” ™ du. Ces constantes A, sont des valeurs par-
&

ticulieres de Ja fonction 1" d'Euler comtne le moatre le changement de
variable ¢ = u? -

1 n_1 1 w41
A, == v T (Ve = =D )
ST ( 2 )
Léquation fonctionnelle I'(e 4+ 17 = 2T{x) ponr x> 0 conduit 4 la
_ . T
ralation de véowerence A, = n 5 ! An o A partir de Ay = 3_21 et A) =
2 + !
{d ! 3 ] = gz, on obtieat doue
"
n—1 {2n - Ty2n - 3)...1
Apa = 3 Agpp-ny == —— ) g Ao
{In)t Nz (2!
222.4...(2n) 2 22+l V"
ot 5 F
2n !
A2n+l = T)*A21171 =nhg, = =nlA; = o

-

s Nous allons maimtensot prouver que T,(A) o Ja(A) I suffit Jde
e o]
moutrer que [a différences de cex denx quantités est négligeable devant

L{AY ic. devant r_liT Cormme pour + > —1, In(1 + ) < . on a poar

Lout # € [0, 1], et In(1-1%) & c—“"’“z, s1 hien que

T
0< Tn(A) = Iy(A) = /0 (¢ = (1= ) at

/ll en Miygn (1 _ (dan "2)*"2)) di.
J0

Dans cette dermiére intégrale, on reconnalt la fonction intégrée dans

{

A, (A & ceci pres quielle est mnltiplide par (L — P(/\”n“—t:?)_”})). fone-

ton gut tend vers ( en 0. On va done essayer de majorer cette quantité
A volsinage de 0.

1 . . ' -
Pour = & {U, 3 { la dérivée de & v— In{l — ) 4 o est me La
furmule des aceroissernents linis assure Vexistence de ¢ € 10, =] tel que

e et ({1 — ) + 2 < 207

111(1—1‘)+£’U=1

oo . 1 .
On va déconper 'intégrale en question en ~ € 0, 5] car si 1 € [0,

S92 et on adone

I

—la(1 =2y 2 <20t ottt {117y B o2t
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Ansi. on a la wajoration

el . a 1 5
0= J,(A) —L,(\) < / e M (1 — M )dt +/ e Uthde
Jo

n
1 " 2 2ud 2
. IRV T Y
= T / e~ Nl =T Y du e,
-)'_ " .-
. i~ . .
par e changement  de  varlables v = M Démontrons A

Ualde  du théorcme  de convergence  domninde  que  Dintégrale

2 0,2 \-
/IR eyt (1 — /)‘) du tend wvers 0 lorsgne A tend vers in-
e .

[nd @ pour toir A > 0, on o la majoration
2 4 2
0 p % " (1 2 /A) < T

ot la fonction wr— ¢ ™ o™ st intégrable sur By, Yautre part. lorsgoe

A tend vers Pinting, pour tont « = 0,

o2 ’ TV 1
e ™" (! —e Y /A) — — 0.
) X—r
Le theéorcme de eomvergence dominde assiure done guac

0 0,0 1A < (/\L_> o (,(\1_)

On pent done conclure que

Ay
J?J‘»(A) A o~ ]n()\) o~ L1

— A—oo N7z

s Entanons malntenant la derniere dape qui cotsiste anontrer gne
sin est le plus petil entier tel que f* () £ 0. alors T{A) est équivaleny,
() 0 STy ‘ (1) — ot
ad ((_), L.{A) Natans e — ! %) La fonction § — f—:—ﬂt— admet,
"l FIN e
une limite en 0 ot se prolonge done en une fonetion continne sur {0, 1],
2lle est particulicr bornée siur e compact el il existe done M = 0 (el
que | fE) — at™ < M ponr tont 0 < # < 1. Par consdquent, on peut.
majorer en valeur absolue La ditlérence de A et al, (A) -

¢
[I{A) —al, ()] = / (12 (f) —at™)dt
Ju

-1 3|
< / (L= t22fu) —at|dr < M [ (1 — )
0 J0

:-‘: E\"l[n,+l (/\)
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Or, L.+ (A) est négligeable devant I,(A) dapres les équivalents
précédents. Par conséguent, 1(A) est équivalent i al, ().

Couclusion. Sachant, que » désigne le plus petit crtier naturel tel
qlie _!'(”)(:0) #{.on a

AL fr(oy 1

A= ! Ae

, VTFUH Y
ce qui donne pour n pair [(A) ~ —— —— et pour n pair,
ce q p F (A) 3 oo 2 F ()t 3P T it}

s

(”T”)lf”ftJ(())

A SN

2(n) A

I(/\) \:)rx

Dans Vexercice suivnnt on ubilise lo méthode de Laploce pour obte-
nir un développement asymptotique de la surle —x, oft ¥, est Punigue
rucene du polynarne de Taylor cn 0 de Uexponenticlle a Uordre 1, pour
noimpatr. L'équivalont de cetfe suide avast ¢té obtenu por des méthodes
plus élémentuires dons Uezercice 2,41 du tome 1 d’Anulyse.

1.42. Méthode de Laplace (2)

1. Soit @ : ]a,bl — R une fonction de ciasse C?| croissante et

h:obl— Reontinue (—oc < a < b < 400}, Soit € & Ja, [ tel que
B(EY = 0 et D'(€) # 0. Soit cufin (o, ) € R*. Ou posc

£4u 'I%.’ + :O'
L, = f (e dr,

Trouver un équivalent de [,,.

1 k
2. Soit P, = % T Pour n impair, ou note —ux,, Munigue
k=0 ™

racme réeile de P,,. Trouver un développement asymptotique de z,
sous la forme @, = &n+alnn + 5+ o(l).
{Ecole normale supérieure)

i

I> Solution.

1. On remarque que la fonetion € étant croissante clle possede nue
Hraite finie on égale i —oo en a. La fonction exp o® possede done une
Iitnite finie en w. Cecl assure existence de Uintégrale [,.

Nous allons utiliser une variante de la méthode de Lapiace. Lidée est
que, la fonction & Gtant croissante. n tendans vers +o0c et la fouctlion exp
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croissant vivement. la coutribution la plus importante i [, sera fournie
par les valenrs proches de la borne supérieure de Uintégrale. ¢’est-a-dire

i lnn
proche e & Ou pose g, = a—— + g,
E T
n tend vers +oc. O wultiplie L, par ¢ "% et on cousidére I'intégrale

quantité qui tend vers 0 guand

£tea
Jn = / h(:c)c”(q‘(‘ﬂ*q'(g)) da.
L

La fonetion @ est croissante donc @' = 0. On a donc ${&) > 0 et
h{&) # 0. Par continuité, il existe § > 0 tel que 1 = [£ — 6.€ + 6] Cla. b
et, pomr v € I, ®'(z) > 0 et h(z) # 0. On posc m = iui; &'(x) > 0. La
xE
fonction © est strictement croissante sur 1. On introduit enfin une suite
(1) & ternies positifs, & choisir, telle que g, —  o(n,). 1l existe ny € N*
n—ox;
tel que |g,| < 1y < 8 pour n 2 ng. On suppose désormais n = ng.
On découpce 'intégrale J,, en trois morceaux :

£ -8 £iin
K, = / lr(a:)a”('b(“")’(b(f)) dz, Ko :/ hi)em®E =2 gy

1

E+5n.
et Ky= / ha)e () MO g
JE =Y

. g
Ou a |K,| < enlPE-5)-2() f’ \h ()] da, par croisance de ®. On
[£3 . ) .
en déduit que, K, = O(eMPEO=PENY vee B(E — 8) — b{g) < 0.

La fonction @' étant minorée par m_ on obticut. par Uindgalité des
acerowsements finis, pour @ € [€ — 6 & — ),

en(lb(w)—q)(f)) < Cnm(m—g) < o I

On cn déduit gue

£—1a 3
[Ka| < e‘"m””/ |h{z)jde < e” "M / [z de.
5 Je s

Si on prend 5, = n=* avec A € 10, 1], qui a les propriétés voulues, on a

1-3 R A
T = M et opobllent Ko = Ofe” ™ ).

T— X
Intéressons-nous au dernier moveeau. La fonction oxp gardant un

signe constant, il existe, d’aprés la formule de la moyenne, ¢ € [€
W &+ En) tel que

§+en N
Ks = h(¢') f (PO g

£ =1y
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On appliyue la formule de Taylor a ordrs 2. Pour tout 7 = [£--n,, £4-2,],
il existe ¢, € [£ = 5.+ €4 tel que

1 .
blr) — (&) = (o - QP + Sl — &7 (o).

On en deduit gue

Ly Y P’ " AL S
Ky = k(&) / e UL S le e e
HE—1n

Si M est unnpajorant de 97 sur I on a pour w € [€ — 1,8 + £,

M

I
— 7”1—
2

Dl = €219 (e)] < gmng < 2

N — 0O

si A e 3,1 (on peut done prendre par exemple 1, = T"F%). Pour ¢

rhoix de 7,,. on obtient Vencadrement

[

N Ete, Eten
T / (@ €197 g -‘“.ff eSS gy
: 13

=1y =,

Lo rEe,

AL 1- WA " e

<e¥r / IRUEESL A CTN
L1,

Jdomt Fon tive les égpuivalences

€ ey, e e, e
Ky ~ KD / T  dpe o~ R(E) prle S g,
JE—n

Fi- o0 Th— O Je_n,
puisque 1, ot €, tendent vers 0. Enfin, on obtient

. RIS I T
f B ntegai(g) g TS e PO
£ n®(g)

it
fB(ENainn | ) e_I”(g)ul s

"~

Kb nd(£)
o (&) o in )

?I—:)O 1,,([)’(5})

[iscpue

—R(ER T (a4 B8) ~ O —
o0 n—43

ol dene

| h(g)e“" ()eekn nd 9} h(f)(tﬁq’r{-&)
Y=o T;,(I)’(E) " (b"({l

ad’ e -1
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Il ost clair que Ky el Ka sont négligeables devant Ky, Ainsi I, est
équivalent a Ky et I, & ¢ &Ky, On obtient finalement

o
L~ h()etd (S AP (E) -1 n(d)
T (g |

2. Omn montre facilement gue pour » pair P, est toujours positif et
que pour n impair P, posséde une unique racine négative nutée —x,. Le
polynome P, est le polynéme de Taylor de exp & 'ordre n. La question
I suggere d'écrire la formule de Taylor avec reste intégial en 0. On a,

. IS . .
pour toul réel @, ¢ = P(r)+ = Lr rtH{z —1)" dt. On suppose n inpair.
i

. _, 1 [—%a .
On obtient. pour @ = -z, ™™ = — | ez, —1)" dt. ce qui peut
§¢orire
1 — &y f s 1 Ly
1= —-—] T (—r, — B0 dE = — e u du,
ﬂ‘, 1 'Ht. Jo

en faisant le changement de variable u = x,, +t et en tenant compte de
Pimparité de n.

Le développement asymptotique cherché suggére que ¢'est -Ili qui
joue le vdle tenu par €4+, dans la question 1. Fuisons done le changemeut
de variable { = :—;- dans l'intégrale précédente. On obtient

s ntl In nt1 Tu
1= i / " errrtu dt = e / " P"{t-l—lnﬂ dt
n! Jy Fodo

i re1 £tox 1 n+§
Déterminons £, a et 3 ponr que — | / mTrenitent gy o~ 1
T 1] 20
H résulte de la question 1, en premant @ = B, b = oo, h(E) = 1 et

®(t) =t 4 nt, dont on vérifie aisément qu'ils ont les propriétés voulues,
que
nw 3
/é)m Ly 4 enttHtn gy 1 AUTE e+ D=1 n(g4mE)
5 ~ e : )
fi] n vl 1 + -
3

En utilisant 1a formule de Stirling. on obtient

I

n n41 nn+] i

oL L
nt n—oo \2appnen n—oe /27

puis

—— ~

ol Ja e \/ﬁ(wé)

ndl epplon P .
7 ] wTR attsany, I E,@(:+%)”,.(1+£l;-%er.(gﬂngm}.
[t
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Cecl est équivalent 4 1 si

o =

¢ & E+1 £+l
——-—2(1+£) 8= £+11n(\/2—7r——£——) ot STl =1,

Toute solution de équation re®+t1 = 1 est strictement positive. Sur B,
Ia fonetion £ —— Te® ™! ¢roit strictement de (F A4c0. L'équation possede
done une ynique golutiou £. On en déduit un unique triplet (. /3, &} ayant
les propriétés voulues.

Montrons gqu’avec ce triplet nEIPoo Z, — (En+alnn 4+ F) = 0. Rai-

sonnons par Uabsurde. Pour simplifier, posons y, = £n 4+ alnw + J e,

nn+l x it B . e
f e dy. Ainsi o a Fp(=2) =1
nt Jo n

Yu . . . - . .
of, Fpo( Jf’) ~ 1. La fouction ¥, est croissante. Supposons qu’il existe

T E—
& > ( tel que x, — yn > € pour unce nfinité¢ de valeurs. On a alors pour
Y 4 7
n

pour tout réel x, Fp,(x) =

. . e, X, - .
nne infinité de valeurs, Fp () 2 F, ). Quand n tond vers Uin-
T

Y 6 ) 1l sufhit
n

ling, la méthode précédente fournit un éguivalent de F,, (
de reruplacer 3 par 3 + . On obtient

Fa(

Un +5) ~ Fn(gﬂ}ef(H é) —~ 85(1+%) ~ 1.
T Ti—0C 7 TH— 00

O obtiendra F o ( L 1 > 1 pour mne infinité de valeurs, Clest hnpossible.

On démontre de nﬁ%me qu'il est impossible d’avolr z, — ¥, < —& pour

nne infinité de valeurs. Aiusi. quel que soit £ == (0. ou abtient, pour n

assen grand, [, — yn] < & On a bieu %]_i)lj‘]w Zn — (o +olnn + 3) =0,

pour les valeurs de a, 3 ot £ obterues plus haut, ¢est-a-dire

]iﬂ:@wm lun+ 3 +o(l}). <

Lexercice swivant obliend le développement en série entrére de la
fonction @ — (arcsinz)? a partir du caleul des intégrales de Wallis. Ce
ddveloppement scra obtenu par une autre miéthode dans Uexercice 3.19
du chapitre sur les sérics enftéres.

1.43. Développement en série entiere

/2
1. Calculer I, = [0 {cosz)"diw pour tout n e N,
2. Calculer f /2 dz

a m puLLr lt| < 1.
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3. En déduire le développement en série entidre de (arcsin?)?.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Ou reconnait dans I,, une intégrale de Wallis. On va utiliser la rela-
tion de récurrence nl, = {n—1)I,_2 qui découle d'une simple intégration
par parties (c¢f. exercice 1.35). On a aisément 1y = —725 et Iy = 1. On en
déduit que

L — I _(@p-1@2p-3)---1
T Ty DT T (p)(2p-2) -2

Iy

_ (2p)! T | (@) 7
Co2p)2(2p—-2)2---222 | 22p(pl)? 2
2p (2p)(2p—2)- -2 227 (p!)?
12p+1 = I = I =

2p+1 71T (pt+1)(2p-1)---3 @p+1)!

2. Nous allons calculer I'intégrale considérée, gue nous noterons J(t),
2

et.

11—

+u?

en faisant le changement de variable u = tan g .Onacosz =
2du = (1 + w?)dz, d'on

1 du
J(t)=2/0 (1+u2)(1_t(i:’zz))

_9 1 du _ 2 L du

1—t4+(1+8u2 1t J 2
0 ( ) a 1+( 1+tu)
1-¢
2 1—1 1+t
= arctan —
1—-¢ty 1+t 1-¢

o2 etan | LD
e 1-t]"

On peut simplifier cette expression. En notant # = arccost €0, #],
on obtient

arctan 1+t = arctan __cos; 0/2 = arctan (cotan (/2)
1—1 sin® 6/2 N
>0
— arctan (t n (W — 9))
= M2 72
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50 (- 3e) 5D,
T272 \"M3 T 272
ﬁziarccostif_‘_alrcsint
T2 2 4 2
On a finalement
f”/z dr _arcsint N w _
o l-tcosz 1—- 2V1-12

3. Fixons ¢ € [-1,1[. Pour tout & € R, on a |tcosz| < {t|, si bien
$00

—— = 3 t"cos™z est normalement convergente sur
1 teoss n=0

R. Cela legitime I'interversion intégrale-série qui suit

fiu_f Zf”cos ﬂ?dl*Z/ t" cos™ Id&)ZItn

1 —tcosz n=0 n=0 n=0

que la série

Notons pour ¢ € [1,1], f(¢) = (arcsint¢)®. On a

2arcsint
it =2 I —
(t) = Wil nZU ,——ﬁl —3

Or, le développement en série entiere de ____11 7 est connu. I1 vant
1 3 2492
-1 o ()30
+ ( 2 )(ﬁt )+ 5 +-
1 2p -1
(-3 (- By
+ o +

ce qui donne, aprés simplification et en faisant apparaitre des factorielles
commne dang la. premigre question,

pay (213 p2p 2 —

p
vl =2 T

400
Ainsi, il reste f'(t) = 2 3 Igp 11+ Comme f(0) = 0, il vient par
p=0
mtégration

+00 o2p 42 22p+1t2p+2

il (fpl)2 Ing2 _
(arcsin t) =92 2?’“ 22— 5 $242 ’
Z ;,X:;) (2,0 + 2)! X:o(p+1)ch+l
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0Ol encore

22”*

(arcsin t} Z 2C . <

Ce developpement en série entiére sera obtenu par une autre méthode
dons le chopitre série entiére (cf. exvercice 3.19).

Sont regroupés ci-aprés des exercices centrés sur les intégrales
indéfinies, bien que celles-ci apparaissent déji dans 'un ou Uautre des
exercices précédents. Les dewr premiers sont des eremples concrets du
lemme de Gronwall qui consiste & obtenir une majoration de la fonclion
[ & partir d'une incgalité de lo forme 0 < f{z) < a+ f: g(t}f(t)dt. Ce
lemme est notamment uiilis€ pour établir Uunicité dans le théoréme de

Cauchy-Lipschitz. Le lecteur trouvers la forme générale avec diverses
généralisations dons le troisiéme tome d’onalyse.

1.44. Lemme de Gronwall (1)

Soit f : [0.1] — R, une fonction continue. On suppose gu’il

o
existe un réel a tel que pour tout t € [0,1], f(#) < aL flw)dw. Que

. o ,
dire de f7 (Ecole polytechnique)

> Solution. .

Notons F : ¢ — /0 flu)du Tintégrale indéfinie de f. Il g'agit d'une
fonction dérivable, qui vérifie par hypothése F' € oF. On en déduit
que la fonction g(t) = F(t)e™* a une dérivée négative et par suite est
décroissante sur R . Or g(0) = F(0) = Oet g, tout comme F, est positive.
Par suite g est nulle, done F aussi. 11 en résulte que f est la fonction
nulle. <7

1.45. Lemme de Gronwall (2)

Soient, f : [1,+00[-— R positive continue, a et b dans R,.. On
suppose gue pour 2 1,

f@) <o [ LY

Trouver une fonction simple majorant f.

(Feole polytechnique)
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> Solution.
Si a =0, f est majorée par b, Supposons donc a > ().

z f(t
Posons, pour T 2 1, F(z) = / Lt(a-ldt. En divisant la relation de
1

I'énoncé par z°, on obtient, pour = 2 1, F/(z) < m—a?F(x) + ;bz- Compa-
rativement & exercice précédent, il 1'est pas forcément évident de pen-
ser icl & introduire la fonction G(z) = F(i)es pour traduire Iinégalité
vi-dessus en

() = (F’(az) - %F(g;))e% < :%e%‘

qui permet ensuite par intégration de majorer G, puis F et enfin f.
Donnons donc une méthode générale et naturelle pour travailler avec une
telle inéquation différentielle qui explique la provenance de cette fonction
(. L'idée est simplement de se ramener & une équation différentielle en
donnant un nom & la différence : posons h(z) = F'(z) — % F(z)— :C—bQ .La
fonction F est solution de cette équation différentielle avee par hypothése
It négative sur [1,-+oc[. Or, on sait trés bien résoudre cette équation
Hnéaire du premier ordre avec second membre : les solutions de I'éguation
homogene associée sont, les fonctions Ce 5, C € R. On applique alors
la méthode de variation de la constante en cherchant I¥ sous la forme
F(x) = C(z)e” ¥ (la fonction C n’est autre que la fonction G parachutée
ci-dessus!). En remplagant dans F'équation on obtient

C'(x) = e (% + h(a’)) L et

En intégrant, on obtient, pour z = 1

k

« = h b o 1° b . .
C(m):f] C’(t)dtgf] ﬁe:dt={ga;tdt]1=&(e — %),
b
a

On en déduit que F(z) = C(z)e"= <
dans I'inégalité de P'énoncé

flz)<be® 5 <

1.46. Moyenne spatiale

Déterminer les fonctions continues f telles que pour tout x € R
et tont a > (}, 1

fz) =5, /IMJ‘?

-

(Ecole polytechnique)
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& Solution.

La consdilion nposée a f signifie que la valeur moyenne de f sur tout
intervalle contré en x cst égale a f(x). Visiblement les fonctions affines
ort cette propriélé. On va montrer que ce sont les scules.

Soit.f nne fonction vérifiant les conditions de I'énoncé et F une pri-

. R
mitivee de f sur R, Légalité fluo) = o ‘[Fiu [ devient
. L ,
flo) = —(Flx+a)— Flx -~ a)). *
2a
On va en déduire unc relation ne faisant intervenir que la fonction f. On
a, pour r £ R et a >0,

daf(ey = Fle+ 2a) — Fla ~ 2a)
=T+ 2a) —F(x) + F(a) - Tz — 20)
= 2af(x+a) + 2af{z-— a).
On ey doduit gqne, pour s € R et ¢ > 0, o a
2f(ey = fle+ o)+ flo —a)

DYaulre part, on remarque que la relation (#) implique que f ost dérivable
sur R. En dérivant par rapport & a la dernigre relation, on obtient, ponr
e Roeta=0,

0= (v +a)— fllu—a)

On en déduit que la fonctiont [ est constante, ¢'est-a-dire que [ est
affine. -J

Les crercices qui suivent concernent des dquations intégrales.

1.47. Une équation intégrale (1)

Soit k > 0. Trouver toutes les fonctions continues f: R — R
telles quU'il existe ¢ € R vérifiant

ki
Y > 0. ] fidt = ¢

{Ecole polytechnigne)
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i - Solution,
Analysc. Soit f une solntion. La fonetiou ¢ ddéfinie sur Uintervalle RY

par p{z) = .[jx Fi#)de est dérivable sur R ot powr a0 > 0,
Pt = kfha) — f(2).
Ansl @ est conslante si, pour toul x > U.
kf(kr) = f(x).

' considérant la foaction g définic sur RY par g(z) = xf(x). on obtient,
powr tout v > 0
glkr)y = g(x). *

Congidérons la fonction b = g o exp. De (%) on tire, pour tout. récl #.
R(t) = gle')y = g(ke') = h(t + Ink).

Pone b dolt éere périodigue de période Ink. Drauire part, f étant conti-
nine, g et done v le sont,

Synthése. Réciproguewient, st A est une fonction apparicnant a
CUR.R) ot Ink-périodique, alors ¢ = koo lu sppartient & CO{BYR) ot
viritie, pour tout @ > 0

glkw) = hiln(ke)) = h(lnr + luk) = b{lnw) = gia).

Bilnx

ba fouetion §F @ BY —— B définie par f(r) = ) 2 lea propriégés
f broj

voulnes, <

1.48. Une équation intégrale (2)

Déterminer les fonctions contines f: R — R telles que pour
tot .+ & B,

| .
| flr) = 2]0 V.
|

‘ (Ecole polytechnique)

1> Solutiou.

Soit f une solution. Il est clair que la tonetion f est positive ou nulle.
Mais pour £ £ 0, on a [OI \/Mdt £ 0 doue f(z) 0. On en déduit gue
fest nulle sur B

La. fonetion est dérivable. de dérivée 24/ = 0, done f est crojssanie.
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j‘l
coustante ¢ telle que /f(x) =2 —cet f(2) = (x—¢)®. Si f west pas la
fonction nulle. {z, f(x) = 0} est un ensemble non vide (il contient R_)
et majoré puisque f est croissante. Soit @ 2 0 sa borne superieurc. On
a. par continuité de f, f(a) = 0 et, pour £ > a. f{r) = (& —c)?. On a
done ¢ = a et f est définie par

f(ur) _ {0 i r<€a

{(r—a) siz>a

Sur un intervalle ot f ne s’anmule pas, ou a = 1. Il existe une

Il est clair récipraguement que toute fonction de ce type avec a = 0
est solution. 1) faut signaler que la fonction nulle est aussi solution. <2

1.49. Une équation intégrale (3)

Trouver les application continues f de R dans R telles que pour
tout (v.y) € R?
2y

fx)fly) = ] f)de.

&£ —1

(Ecole polytechnique)

&> Solution.
Si f est une solution qui n'est pas la fonction nulle, "écriture

1 g
fz) = m/_y £t de,

pour f(y) # 0, montre que f est dérivable sur R, En dérivant par rapport
a x, on obtient

fr:i . _ Ay
iz f(y)(.f(£+y) flz =),

ce quil montre que f est deux fois dérivable, En prolongeant le raisonnc-
ment on montrerait gqu'elle est £, Eu dérivant la formule initiale par
rapport a x puis y, on obtient

) =fHe+w) - flz—yy et fl@)f'(0) = flz+u) + flz-y),

puis en additionnant

Py fly) + J@) ) = 2f e + ).
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bin dérivant de nouvean par tapport & 2 et y, on obtient

2/ +y) = F1@)f ) + 1@ f () = F=) f'ly) + 1@ W)
el done, pour tout (z,y) € R?,

Fraf(y) = fla)f(y)-

On considérant y tel que f(y) # 0. on montre Pexistence de A € R tel
ne, pour toit réel x,

Jixy =M ().

iYautre part. en faisant ¢ = y = 0 dans égalité initiale, on obtient
£i0) = 0 si on fait ¥ = ¢ = 0 dans Pexpression de 2f"(;c + ¥) on a alors
2/1(0) = (£(0))%. La valeur f'(0) = 0 conduisant & la fonetion nulle, il
Lt f/(0) =2,

« 5i A =0, on obtient, pour tout x, f'(z) =2 et fla) = 2z,

e Si A >0, on éerit A = w?, et il existe {a.b) € R? tel que f(x)

Sy

icelwz) + bshwz), Les conditions initiales imposent ¢ = 0 et b =

soit, fx) = % shiwa).
e 5i XA <0, onéarit A = —w?, il existe (a,b) ¢ R? tel que f(x)

ey

wcos(wz) + bsin{we). Les conditions initiales imposent @ = 0 et b —

. 2 .
soit fr) = = sin{wr).
w
On vérifie facilement. que Loutes les fonctions trouvées conviennent. <

1.50. Une équation intégrale (4)

1. Existe-t-11 une fonction f continue et bornée de [0, +oo| dans
R telle gque, pour tout x 2 {, on ajt

f(a:)i1+/ﬂ‘l—4%m—2—dt?

2. Etudier la suite de fonctions f, = [0. +oc[— R défnie par
fola) =0 et, pour tout (n,z) € M x R,
2

. ct
frpriz) =1 +L mg’dt-

{Ecole polytechnigue) B
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> Solution.
1. Si f existe. olle est dérivable sur [0, +o0] el, pour tont = 2 0, on

e’ o R . 2 .
a flie) = ———" ot douc f'{r) + F)fe))? = o7 On intdere,
A Y iy +f “;H, By
en notam. que Véguation initiale impligue f{) = . On obtient, pour

tont x = 0,
o re _tz 4‘1

Flri+ %(_;’(.7.-))3 - /ﬂ ot

co qni pent 8’éerire B f(r)) = /ﬂ ety —, un @ est 1a fonction délinie
]
sur B par

]

rt 4+

() =

G|~

On a. pour tout réel 2, () = 22 + 1 > 0. La fonction & réalise une
bijection de R sur R et f est nécessairemaont définie par

e
fley =3~ ([ e dt+ f).
it 3

Montrons réciproguement que cette fonction a les proprietés vonhies.
rr g 1 .
On pose, ponr tout & 2 0, glx) = j(] eV 5 ct done [ =@ oy
La fonction &' est dérivabie sur R (puisque © ne s’annule pas) et
1
() = —e—.
( Il (D=1 {x))
ot. pour tout x = 0,

La fonction f est done dérivable cur [, +00]

¢/ . -1y . Ty g’(.‘;‘t) — et — v .
Fry = TN ) = =ty = S TR

On a done, pour Lout 2 2 0,

H
—-r

" eit‘- i -t - e [ —_ B 1 4 .
/0Wdt:_/of(t_)dtf-f(l-ﬁ‘f!.O)f./(vl)—l (3) = (w1

Montrous enfin que f est bornde. La fonction g est croissante ot

1 o~ 2 1 V'F 1
)=~ =d(1) ¢ i = U df = - =a,
gl =5 =@(1) et lim _yglz) /U ot g ety sa
oy . . )
(il est classique gue jU Tt = \/_)E ). Puisque @ 1 est strictement

croissante, on &, pour tout & = B, f(z) € [1.®71{o)] ! 1a lonction [ est
bornée.

2. Montrons que la suite (f,) converge unilormément vers f sur
R. Notonsg pour commencey gue, pour tont entler n, la loncltion f,, est
bornée. (Test vral ponr v =0 ot pourn e M, r = 0. on a

o ‘—iQ r 5 +oo .
()--1:/ e at< [ o dt{,f At ﬁ <1
g0 1+ (fn (t})' 40 a 2
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]
wr

cbdone 0 < foa(x) < 2,
Pour n € Mot a2 2 0, op écrit

/I (20 — £ )
U+ )+ )

[ farale) - flz) = daf) .

{1 on dédnit que
PUFE) - PO+ fr ()
(14 fz(t‘))(l + f2N
B0 + fult) .
RN+ 20

ifu-l—l(r) vaL)I RS / df

<o Sl [

Puisque, pour tout y > 0, on a 2y < 1 + 52, on obtient, pour ¢ = 0,

f( )+ fn(“ < f(t] . f”(t) . E
LA+ CR9) T L (FI)? 0 L+ (full))? 7 2

+5 <1

1
2
clodone, pour x 2 0,
. . e _2
R [ T S T TR A
AN
I"nlin, ceci étant vral pour tout @ = 0, on a
”fn-irl — f“oo < ;‘“an e ”ifxn

R +oo T . . .
o ko= /0 et dt = \/?— Puisque & <7 1. on en déduil que la suite
o = flloe) comverge vers 0 et done que (f,,) converge nniformément

vers fosur [(].+OC{\ <1

Les deux derniers exercices du chapitre conecernent la notion d’indice
Lun chenvin fermeé du plan complexe.

1.51. Indice d’une courbe fermeée

Soit B [ensemble des lonetions de classe C' de B dans €F qud
sunt 2r-périodiques, Por tont £ € £, on pose

L)
%ir T dé.

1. d est-cile déhnie?

Q alf) =
‘ 2. Eu ntilisant §'(¢) = cxp (,/, f () (16’) montrer que d{ f} € Z.
|
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3. Montrer que
VfeE, Je>0, Vg €E, ||f —gllo < =d(f) = dlg).

4. Soit F = {f € C"R,C*), f 2m-périodique}. Peut-on pro-
longer d en une fonction définie et continne sur F pour la norme
i ?

(Ecole normale supérieure)

> Selution,
1. La fonction f étant de classe C! et ne s'annulant pas sur R, la

ff

fonetion N est définie et continue sur R, ce qui justifie Pexistence de d.

£ }
2. La fonction # est de classe C! puisque ¢ — /0 ff_ cst C' et sa

F(t) ( L IN0) f'(t)
”t:#expf {16): w(th.
YO = Fy o Uy T ) = e YO
Autrement di$, tout comme f. 4 est solution de 'équation différenticlle

f

lingaire d’ordre 1, ¢’ — = y. Il existe done un réel K tel que o = K f. Or
Yy 7 q .

dérivée vaut

J est 2m-périodique, done ¥ lest aussi. Ainsi, 9(27) = 4(0) = 1 et il en
2x ff
résulte que fo f7 € 2inZ et d(f) € Z.

3. Comme f est & valeurs complexes non nulles, de classe C', il existe,
par le théoréme du relévement, p : R — RY et ¢ : R — R de classe
C' telles que pour tout ¢t € R, f(t) = p(t)e*). En fait, p = |f| et
@[t} représente Yargument de f(t) suivi par continuité a partir d'un
choix de Vargument de f{0}. Comme f est 2m-périodique, p{() = (27)
(mod 27). En fait,

zwfl i ,0" .o f 27 - 12d
V:fo (; +w) = [In plg™ + [t¢]g

o f
(RN
= (L) itven o)

= In(1) + i{(27) - (0)) = i{p(2r) - (0)) € 2.

Ainsi, on obtient

_ p(2m) — (0)
}d(f) = LT

et d(f} est le nombre de tonrs (comptés algébriquement) que fait la
courbe fermée figax) : [0.27] — C* autour de 0. Voici un exemple ol
lindice vaut 3 :
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On imagine bien que si une courbe g est suffisamment proche de celie
e £ elle tournera autant de fois autonr de zéro.

7

<o

Formalisons cela @ posons & = min|f| = 0 {f| est continue sur le
cotupact [0, 27 done cst bornée et atteint ses bornes: son minimu sur
0 27) Test aussi sur R puisque f est 2m-périodique} et prenons g € B
vovifiant ||f —y ° I existe p =yl et @ fonctions € de R dans R
vrifiant g = pet?,

(uitte & multiplier f et g par ¢ % on peut supposer (1) = 0
{vela ne change ni |[f — g, ni TUindice de f et g). Quifte & retirer mn
nodiiple convenable do 2m a @, on peut supposer B0} € [—w.7w]. On
peitl éerire la minoration suivante,

ke

to]*

e . Lo D ot o
= 2 [pe’ — ' 2p]1 ~Patema 5 oy - Bgiteo
2 n I
ol done, _
)1 _ Pl o 1
P "2

. b B . o
Ailrement dit, Yo complexe £ 6707 ~9) est dans le disque formé de rayon
'()
| . . L .
et de ventre 1. Cela nous garastit que la fonction £ - prend exclusi-

. T : .
ventept des valeurs comprises entre [— 5 5} modulo 2, autrement dit
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by

L . Fig . , .
dlans la réunian des intervalles {—(— + 2k, 5 b 2!{:7’[’} Camme la foue-
tion @ — yw est continne. le théoréme des valeurs interipédiaires nous

_ N . T ow
assure gue pour tout = € [0, 27, (& — ¢){z) reste dans {4 3 5}. En

3y

kid T(]
Or, st ou itnagine que ([ # d(g). cela sdigniﬁe que la quantité

particulier, (0} est dans Uintervalle [ —=

|9(27) — (0) — {9(27) ~ (0))] = kal2m) — pL0) — +{2m)] 2 2m,
et par inégalité triangnlaire,

@2m) ~p(2m)| 227 - S 2w

Nl

?

co qui constitue une contradiction.

Conclusion. Pour tout f € Eet tout g € Bosi ||f —yll« <
alors d(f) = d(g).

4. Nous allons démontrer que le prolongement est hossible.

s Soit f nne fonction de F et posens € == min | f| > 0. Le théoréme de
Weilerstrass trigonomdirique assire Pexistence d'une suite de polvionmes

i | f|
9 »

trigououdtrigies (ui corverge nniformément vers f. 5 P oest un élément.
de gette suite ot si [|P — f|] < &, P ne peat s'annuler ef I* € B. Soit
a > 0. On vamontrer gu'en choisissant bien o, pour tont g et 2 dans E
vérifiant ||f — g)|oe < et || f = b2 < @, on a P'cégalité d(g) = d{h). On
allg — b|lx € 20 dune part. et d'antre part

l.‘]' = - 19 — Jl e —n.

Or z - 2 20 dos que o < % FEn faisanl un tel choix. lorsque les

conditions || f ¢l < a ot | f = Rl < o sonl toutes deux réalisées, on
a g — hlle = o g) ot d’apres la question précédente dig) = d(h).

On délinira done d{f) comme 1 valeur commune des d{g) on g cst
ane fonetion de E dans la boule fermee B f,2/3).

* Montrons enfin que la fonction d aiusi prolongée sur F est continue
pour la nermse de la convergence uniforme, Pour cela, vérifions gu’elle est

lovalement constante, Soit f € F ot 2 = nnlf]. Prenons g € B(f, %).
Lintersaction des boules anvertes B{f, _:;J ot By, min|g]/3) est nnoon-
vert. non vide puisau'il contient ¢. On péut trouver d'apres le théoréme
de Weierstrass, une fonction & : B — € do classe € dans cetle intersec-
tion, Connne: || — fiffog = g It ne s’annule pas et b € E, Par définition
du prolongement de d, d{g) = d(h) = d{f).

Conclusion. d ost localement constaute done  continue  sur

| o) <
Leentier dt f) reprisente Uindice de la vourbe fermdc associde 4 f.

(Fﬁi
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Le eélohre théoréme de d’ Alembert-Gouss affirme que toud polynome
nare constand o coefficients coraplexes admel un moins une racime dans
L Par suile un tel polynorue st forcémend scindé. Lleavrcice suivant
Jowrnit une preuve de ce théoréme qui utilise lo notion d’indice dtudié
dans erercice précedent.

1.52. Une preuve du theéoreme de d’Alembert-Gauss

Pour f e CY{R,C) fonction 2a-périodique ne s'annulant jamais
. w1 ()
on pose [(f) = i _/U —j,(—”-dt.

1. Montrer que I{/) est un entier.

Soit P un polynome complexe. On pose fpi#) = P(e). On ad-
ntet le théoreme de d'Alembert dans la question 2 mais pas dans la
(question 3.

2. Caractériser I{fr) a l'aide des zéros de P.

3. En utilisant P(re’") pour 7 variable, donuer une prenve du
theoreme de d Alembert,

| {Bcole normale supérieure)

I - Solution.

1. On se reportera aux deux premiéres cuestions de lexercice
|récedent.

2. On ne peut délinir I{ fr) que si la fonclion fp ne s annule pas sur
le cercle unité, ¢'est-a-dire si P wa pas de racine de module L. Faisons
cetle Iivpothese et notons .. ... n les racines de P ol n = deg P {on
sl e cos racines existent par le théoréme de d’ Alembert (pron admet
dang cette question). On sait que

P i 1
P =1 X - X
On en dédnit gne, pour tont ¢ € [0, 27,

bt - 4t Pf(e”) = jett
= e = _
fe(t) Plet) = et — vy

Pl gue

Let — v

n i 29 (,i't
-3 [T
(fp) };2“0 :

Pour caleuler ces intégrales, nous eflectiions un développement en séric

entiere de la fraction rationnelle oo Il faw distinguer deux ¢as selon
A= g

que fog ] est supdrieur on inférienr & 1.
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Si|ag| < 1, on écrit, pour tout f ¢

it

. i +oo
e - * __ E ol

b —rpe—tt g .
¢ v I — trpe b

Cette série étanl uormalenient convergente, o pent interverthr sotnrma-
tion et intégration. On obtient

» dexy N
L 27 (:H.L 1 T . ]
— — e — “‘5:/ e = ,
20 Ju et —ap 2w re

car seul o terme qui correspond 3 p — (0 n'est pas and ef vaut 2.
Sijag| > 1.oon écrit, pour tont £ < R,

{ oo rl[:p—‘—])l',

T ToeiT

14
€ p=0 oy

Comme précédemment. on obtient

1 W2 F‘”’ 1 oo

2
it ) DU TR / St ap = .
2n Jo e — g 27 ;

—0 40

car cotte tols tontes les iutégrales sout nnlles,

On déduit de ces caleuls que [(fp) ost dzal au nombre de racines du
polynime P qui sont a Pintérieur dn disque urnité.

3. Démontrons le théoréme de d'Alembert cn raisonnant par Iab-
sarde. Soit P un polyudome non constant, Jde degrd . On suppose douc
guc P nie posside pas Jdv racine. Powr tout 2 00 1a {onetion », définie
par @, (t} = P(re®) ne sTammle pas sur [0,27) ot on pent définir [(g, ).
On pose, pour tout r = 0,

_ [ P’(I‘('”‘yrﬁ'i
F(r) = 1( ) = / T ey,
( ) (r‘ ) 277‘ h P(']"t‘i“"} {
! KRN
La fouction (r.1) —— ri_(_""f;n),f‘__ dtant contimue sur R x [U.er\, il

P(re?
résulie des propriéiés des in(régr?djw A parambtre gie I est continbe sur
R Puisquele est A valenrs dans Z. on en dédnit qui'elle est constante
sur By . 1] est clair que F{0) = 0. On a done I'(r) = 0 paur tout » = (.
Calenlons maintenant o limite de F oen 400 on passant & Ja Hmice doans

.o . P .
Pintégrale. Quawd ] tond vers +o¢, o a ﬁ ~on {epotient des
S
ternies de phis haut degré). On en déduit que, pour tout ¢ € [0 27],

. Pret)rett
o A Iing ——F—

. Justafions échange e la Hmite ot de
P40 P(’r-r.-”)



y2. UNL PREUNVE QU THEOQREMLE OF DV ALEMUER -GAL RN Hl_)

Fintéprale cn utilisant le théoréme de convergence dominge. La fonc-
P’ () . - . .
fon 4 -— _ﬁ(({) est continne sur € ef tend vers une lunite finie gnand
.
Fel tend vers +3<. On en déduit quielle est bornée sur €. TV existe done
i it it
re e
Plirdfre” |y
Plre)
Lo théoreme de convergence dominée s’appligue of on obtiont

b= 0 el que ponr tout (r ) € Boox [0,2x] on aig

{ n . pf',, :,! \"tf"
lim F(r) f lime - et e dt = n.
o

rtoc T o r=too

Paisque i 2z 1 par hyposhese, colaest contradictolre avee le fait gue [ et
mdle sur B Llapothese que P o'a pas de pacine ost done absurde. <

O peut démontser, conme dans lu question précédente, gue pouy
tewitcs les paleurs de v opouwr lesquelles P o'y pas de racine de module v,
V{r)y est égal au nombre de vecines de I gui sont 4 Uintérienr du cercle
de centre O de payon r.

Lo fecteur troeera wine aatic prewpee dJu thdordme de L Alembert-
Clouss duns Vervicwee 341,



Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

Jusqu'au XIX® siécle, la notion de convergence d'une suite de fonc
fioms est utilisde sans sowlever les questions fondumentales qu'elle en-
fredne. Cauchy, dans son Cours d’Analyse de !'Feole Polytechnique
(1821), pense méme pouvoir démonirer la continuité de la somme d 'une
~fric de fonctions continues, Abel reléve vrreur ef donne Uezemple de la

. . 0 (—1)*sinn
samme de la série trigonometrigue (=L)"sinnz
n=1 n
nue, Cauchy donnera un €noncé exact en 1853, en utilisant, mais sans la
nommer, une hypothése de convergence uniforme. (Uest Seidel et Stokes
qui donmeront la notion géndrale de convergence uniforme vers 1848,

qui n'est pas conti-

Rappelons qu'une suite de fonctions (fn)nyo définie sur un en-
semble X 4 valeurs réelles ou complexes converge uniformément vers
I sur X si powr tout € > 0 il existe un rang N & partir duguel Uécart
| J{2) — fn(x}| est majord par = pour tout point © de X,

La convergence uniforme fournit un critére porticulierement simple
pour obtendr la continwité de lao limite f lorsque les fonctions f, sont
fonles supposées continucs. Elle n'est toutefois pas nécessatre comme on
pourra s'en rendre compte en faisant Uexercice 2.10,

On dit que lo série de fonctions 3 fo(z) converge umiformément
sur X 87 la suite des sommes partielles converge uniformément sur X.
('ela est notarnment réalisé lorsque la série est normalement convergente
sy X, ¢ 'est-d-dive lorsque lo série 4 fermes positifs 3 || fullee converge
(0 | fnllse = sug{fn(:r.)u. La réciprogue est fousse ! il pent y aveir

TE

vonvergence uniforme et divergence de 3 | fulloc. Toulefois, dans les cas
pratiques. comme on le constatera sur les premiers erercices ci-apres,
les séries de fonctions sont fréquemment normalement convergentes, On
MmSeTs Ginst aur sérics entiéres gyui convergemt normalement sur tout
compact inclus dans le disque cuvert de convergence.

31
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2.1. Majoration sur une demi-droite

80it (@n)n»1 une snite de nombres complexes. On suppose qu'il
existe p > 0 et M > 0 tels que pour tout n € N*, ‘%% £ M. On

+o0 _
pose f(z) = 3 a,e¥™m,
=1
1. Montrer que f existe sur P = {z € C,Im z > 0}.
2. Montrer que la série converge uniformément sur tout compact
de P.

3. Montrer 'existence de C > 0 tel que pour tout y > Oetz € B

C
lf(I +1yﬂ & yl_‘_p'

( Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Soit z € P et posons y = Im 2 > 0. Ou a, pour tout n € N,

: ; 1
|a”e2urn7,| _ lanlﬁ—z'nny ~.<‘ hlnpefl-rny -0 (_) .

2
La série ¥ a,e%™? converge donc absolument et f est définie sur P.
2. La fonction z — Imz est contimue sur C. Sur un compact K
de P, elle atteint son minimum 49 > 0. On a, pour z € K et n € N,
lane?™ | £ MnPe *""% . La série 3 Mnfe™ 27" étant convergente. la
série définissant f converge normalement donc uniformément sur K.
Il s’ensuit que f est continue sur P tout entier.
3. D'aprés la question 1. on a pour tout z &€ P la majoration
+00
If(z)] S MY nPe™?™¥ oll 2 = x +iy avec i > 0. Comme ¢ ~— tPe 278
n=1
est. décroissante pour # grand. nons allons utiliser une comparaison
avec une intégrale pour majorer cette somme. On considere lu fonction
@t tPe” W 1a fonction ¢ est intégrable sur R . On a, pour ¢ > 0,

Oty = e T (ptr T = 2myt?) = eI ) 2myt).

’ P
On a done () < 0sit > pyeen

On pose o = -251 et g = E{a). On a, pour n = ny + 2, 12 majoration
Y

de sorte que 2 décroit sur [—E— , oo [
2y

+co
pn) < [ wlt)dt et dane ST p(e)de < fji S0)dt.

n=np+2
Sur Pintervalle |a, np + 1], la fonction  cst encore décroissante. On
pent écrire



2.1. MAJORATION SUR UNE DEMI-DROITE a3

no+1 )
[ Pt = (ng + 1 — a)p(ng + 1),
¥
ve qui, additionné A indgalité précédente donne

+> fo
> e < [ et 0= nojotno +1)

n=ty+1 o

+00 .
< / w(t)dt + (@ — nodpla),

(&4

car le maximum de 5 est atteint en . Enfir, comme p est croissante sur
Iintervalle [0, ng),

o

> w(m) € ngpla).

n=1

Isn additionnant, on obtient finalement

400 +oc 00
> wln) Saple) ¢ [ pldt <ap(a) [ et

n=1

l.e changement de variable u = 27ty dans Vintégrale donne

+oo ( ) +o0 o Qﬂ'f?}d 1 +oa py—
t)df = e =M df = ﬁ—-———'/ ue “du.
[) w{t)c [} (2ry)e*1 Ja

pPtles

W . On obtient donc

PPat ailleurs, on a op(e) =

lf(2)] < ¢ avec C = _M ufe T du + pPTleF
T oget1? 2my+t Uy )
On constate que C est bien indépendant de z € P. <
On notera que l'étude de la fonction f se raméne & celle d’une série
Ay PR o0 .
cutiére 81 on pase u = 77 puisquon a olors f(2) = Y ayu™. Llappli-
n=\
cation i 1 z — e envote le demi-plan P dans le disque unité owvert D
privé de 0. Le résvitat de la question £ s 'éclaire : l'image d'un compact
N de P oper v est un compact K inclus dons le disque D ef comme la
0o
sdrie entiére 3 anpu™ o un rayon de convergence 2 1 (par Uhypothése
n=1
Juite sur la suite (a,,)) elle converge normalement sur K'.

Avec cefte iraduction, la treisiéme question de exercice consiste &
majorer la série entiére sur un rayon de D. Le lecteur pourra se reporter
awe exercices .22 et 5.23 du chapitre sur les séries entieres pour des
questions du méme type (estimation de Ja somme d'une série entiére en
des points du rercle de convergence). La technique de comparaison avec

une intégrale utilisée dans lo solulion ci-dessus est tres générale.

2imTz
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2.2. Une décomposition en série de la valeur absolue

Soit f : B — R la fonction 1-périodique définie par f(z) =

pour |z| € % Montrer que pour tout = € R,

S (2 -k

n=—0oo

(Ecole polytechnique)

£ Solution.

o0 .
Posons pour tout @ réel, w(x) = >, 2"f (g; ) On va commencer
n=—0oo

par prouver gque ¢ est bien définie sur B et méme que la série converge
normalement sur tout segment [~A, A] avec A > 0, ce qui permettra
d’obtenir ta continuité de . Soit A > 0 et ng un entier nature] tel que

1
< 7 Pour n = np, on a

2/ (5)

: 1
Comme f est bornée par 77 Ona pour tout n < ng.

o |« L.
ro(2)]< o=

21}0

400 2 no—1
Comme les séries > — et > convergent, il y a convergence
n=mg 2" e o 42770

normale sur [—A, A] de la série définissant ¢. Comme f est continue, il
en va de méme de ¢ sur [— A, A], et finalement sur R, la continuité étant
une propriété locale.

La fornction @ étang clajrement paire, il suffit de montrer que pour
tout = 2 0, p{z) = x. Par un simple changement d'indices, on constate
que

som= 3 ri (2 =2 3 () = e

n=—o00 n=—00

Calculons la différence p(z + 1) — ¢(z) pour 2 dans [(1,1]. On a
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E > ((5)-(5)

n=—0C

“+oo

n r+1
ZQ (f( 2z
n=1

wlz +1) ~ @(x)

) .y (2%)) , par 1-périodicité,

™1 1 9
=n=2'2—n(21+1) :?'( $+1)
1 1
=I+§—I+§=l

On a clairement {0) = 0. La relation pronvée a l'instant montre gue

(1) = 1. Par Uidentité ©(2x) = 2¢(z) on obtient <,a( ) = é puis

1 3y 1 N .
' g Comme\p(—)—ap(1+—)—¢(2)+1_§0naau351
4) = 1 Montrons plus généralement par récurrence sur k& 2 0 que
Lp( %) = 2—k pour tout p € [0, 2¥]. On vient de voir & 'instant que cela
est vrai pour k = 0, 1, 2. Supposons le résultat au rang k. Pour p € [0, 2¥]
on a directement

pN_L (py_L P _ p
PART) T 2¥\9F ) T 2 9k T ket
P'renons maintenant p tel que 28 < p < 26+1 Alors pf = p— 2% est dans
[1,2%] et

Ay 1L (py_ L /9 1 ? P
olore) 39 () =32 (1) =5 (o (3) 1) ~ o=

en utilisant U'hypothése de récurrence,
Ainsi,  coincide avee 'identité sur I’ensemble des nombres dyadiques
n segment [0,1]. Cet ensemble étant dense dans [0, 1] et la fonction
@ étant continue, on a () = z pour tout z € [0,1}. La propriété
w(2z) = 2p(x) permet alors de montrer facilement que ¢ est 'identité
sur R, et donc égale & la fonction valeur abgolue sur R par parité.
Conclusion. Pour tout z € R, on a

+oo

D (2) =z} «

n=—0o0
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i est hren conny que les fonctions continues f de B dans R vérifiant
Flo+u)y = Fud 1 F) powr tout (ooy) = RE sout les fouctions lindaires
x e- ar. Dans Uexererce swicant on mondve g une fonclion | pour la-
guelle la fonction (o.yy — Flr+u)— fle) - fly) est bornde différe d'une
fonetion linéaire par une fonction bornde. Clest un grand clussique des
ORI,

2.3. Fonctions continues presquie additives

Soit f: B — P continue. On sippase qu'il existe o > 0 ol gue 1
ponr tout (w.y) € B2

[fle byl = fla) ~ fly)l <o

. [12%5)

Moutrer gue pour tout = £ R, T
Montrer que g ost continne linéaire of gque f — g est bornee.
i Ecole polytechnigue, école normale supérieure) J

) a une Humte g(u).
neld

& Solution, ’
f2m

21} '
[l résulte de Vindgalite virifice par f. dans laguelle on remipiace x ol g
par 2 " ha que. pour i € N el € B,

Consideérons, pour a4 € M, 1a fonction g, définie par g, (+) =

1

Qe lF27 Y = 2f 12 ) <

lon () ~ 0,1 ()| = =
Cela montre que la série de [onclions 3 (g, — 4. 1) converge normale-
et ot done nuiformément sur B La suite de fonction (g.), -0 couverge
done mmiformément, sur K. Appelons g so linite. Coelle-ai ost continne sy
E ear les lonctious ¢, e sout ot la convergence est uniforme.

Daubre part, on a, d’aprés de ce qui préepde. pour n € el 2z € R,

T

) FE] = lgald = go@)] £ 3 lgete) ~ gomr (0] € 3 o

A1 k=1
L

1] b - e -

5 l B 1 o
2

En faisant tendre novers 4o, on obtient [g{x) — f{e)] & a pour tout rénl
20 Adnsi, la fonetion g — [ est bornda,

Tayjours dapres Uinégalite vérifide par f. an s, por (£.g) € B2 el
n € [,
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£

T

=

Wl y) — o () = g ()] = = 125 22y - 270 — F(2%)) <

e

e

n faisant tendre rnovers Uiufing, i vient g{x +4) = glr)+ ¢(y) pour tout
couple (2, y) € B2,

Comune nous Vavons dit plus hauat, 1) est classigue que les morphismes
continus die gronpe (B, 4+ dans Ini-ménwe sont les applications lindaires
1= ar, Rappelong tout de méme la prenve de ¢o résltat. Un morphisane
de gronpe g de (B +) dans (R, 1) vérifie, pour tout « € R et \ £ ],
afAr) = Ag(e). Tu eifel, s1 A € Z, ecla eésulte directoment du fait que g
exl un morphisme, Enfin si A = L;., avec (p,g) € %2, on écrit gg{ar) =

.

GlgArY = gipa) = polan, o résnlte gz} = Agle), 1A ¢ Boon
vongidire nne suite de rationnels (A} qui converge vers A el on utilise
I continoité de g. On obtient

gAe) = Tom g(A.o) =l Aagle) = Agla),

—
vequi acheve de déwmontrer que g ost lindaire, <

Notons que la véciproque est Trivicle @ towle fonction de la forme
s o b hieY ot boesl o continue of bovnde vévific o propridte de
Cdnoneds Stgnalons ausse gue co résultal se gluéoalise (uvee In raémne
dimonstration} @ une fonction [ E —- F on B et F sont des cspuces
vecioriels norraés rivls, B dtant sapposé complet {powr gue la copvergence
absolue de S {aq, — Gn ) ontrwing o convergence sunple !,

1l est plus délicat d'établiv lo converence wniforme o wne série de
fonctions lavsgu il 'y a pas convevgenee novinale. Dans ce cas, o pent
clre arene o uliliser lp cribére spécial de s séries alterdes ou a gffecter
des transformations o Abel.

2.4. Controle uniferme de séries alternées
O I

On pose pomrn M el e R

un(ry = (- DY sintsind. . (sin(e)) )b

e
Montrer gue la séric da fouction _\_j #, (.} converge siinplanent aiais
vl
pas norinaletient sur B Lo convergence est-clle aniforme sur B
{Ecole polytechnigue)

|
|
} i fois
|
|
|
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&> Solution.
e Posons pour tout n = l et tot x € B,

volx) = sinfsin(. .. (sim(r))..)).
n fois

Ou a sin(R) = [-1,1] et sin{[-1,1]) < [~L1]. On en déduit que pour
tout n 2 1, un(,r) e [~1,1]. Sur [—1 1], sin e est dn signe de x, done vp, ()
est du signe de (o x). La séric de terme général w, (x) = (=1)"u,(x) est
done alternce.

Montrous que ) un(2) vérifie pour tout » € B le critére spécjal
des séries alternées. Pour x réel, |sinx| < |z|, done pour n € N*,
U ()] € ftbo— 1 ()] L suite (luy (x)]) est décroissante et minorée par 0.
Elle converge donc vers un réel £. Pour n 2 2, jun(®)] = |sinun_1 ()] et
par passage 4 la limite, sin étant continue. |sinf| = |£|. En étudiant
les fonctions ¥ —— siny — @ et @ — sinz + 7. on constate que
nécessairement £ = 0. La suite de terme général |uy ()| converge vers
0 en décroissant et la série 3w, () vérific les hypotheses du théoréme
spécial des séries alternées. La série > u,(x) converge donc simplement.

¢ Montrons gu'clle ne converge pas normalement sur R z.e. que la
série 3|1, || diverge. Sur [—1,1], 1a fun(-tion qinus est strictement erois-
sante; v (R) = [=1.1]. done pour n 2 2, v, (B) = [on_ (=10 141 (1] et
Hinlloo = #n—y(1). Posons pour n = 2, a,, = vn_ (1). La suite (au)uza
converge vers (1. Cherchons-en un équivalent par la méthode classique sui-
vante (gue U'on trouvera détaillée dans lexcrcice 2.25 du premicr tome

d'analyse). Pour n 2 2, on a ¢,y = sina,, = a,, ~ E + ofad). Pour
w €R ona

9 (a3
a
a o o n 2
Ay — Oy =0y 1 - F + O(an) -1
oal & on
= a° _ " — S
an |1 G + O(an) 1 WS g
Prenons ¢« = —2 de sorte que I'équivalent soit une constante, On a
_2 - . o 1
alors a7 —a;? ~ —. Comuue la série de terme général - (A termes
i T Prm—yLv 3 3
positifs) diverge. on obtient un équivalent sur los sommes particlles :
2 -2 n—3 n
n,° —ay Z a,, ~ ~ =
f 7 ?‘H—l o 3 n—ow 3
Ce oy n _a 3 oy
d'olt a;® ~ — car a;° tend vers +oc et a, ~ —. On en déduit
n—oo 3 oo V i

que ¥ a,, diverge ef par conséquent > [y, || . aussi. La série ne converge
pas normalement sur R,



t . BOMMATION AL SENS (OF RIENMANN q9

¢ Elle converge cependant uniformérment sur R. En effei, powr tout
o € R le théoreme spécial des séries alternées permet de majorer le reste
dindice n comme suit -

o
Zu;;(:rj & |unlc) € @y ——— 1.
k=n noree

Il erste de nombreug procédés permettant de sommer des séries di-
nergentes. Par cgemple on dit qu'une série réelle on complere ) uy,
canverge au sens de Cesaro lorsque lo suile de ses sommes partielles
ronerge en moyenne. Ainsi la série > (=11 diverge au sens usuel mais

converge ai sens de Cesdro avec une somme égale 4 é Le théoréme de
Cesaro montre lo cohérence dis procéde o si une série converge, wlors elle
comperge vu sens de Cesdru avec ln méme somme.

Un autre procédé classigue est la spmmation au sens d’Abel : pour
wine suite 1y, donnée on regarde si la série entidre Y una™ u un rvayon
de convergence supérieur ouw €gal ¢ 1 et ensuite st sa somme posscde
ane limite lorsque x tend vers 1 par valewrs infiviewres. Cefte Himite
«st alors eppelée somure vu sens d'Abel de lo série. Par exemple urec

“+
fn swile w, = (—1)" on a Z{(—l)”x" = % pour tout © €] — 1, 1]
=(] '

1 .
of lo sormane tend vers 3 larsque © — 17, La sévie S {(—1)" est donc

ausst sormmeble aw sens d ' Abel avec une somme gui vaut ;— Le thiureme
o’ Abel-Divichlet, que le lecteuwr trouvera dans Dezercice 1.6, montre que
ve procede de sommation est aussi cohdrent.

La sommation au sens de Riemann gqui fuit Uobjet de Uerercice sui-
vant est de méme nature. Elle inlervient dans ['étude des series trigo-
nométrigues. L'énoncé fait démontivr ln cohérence du procéde. I est
ussez difficile et on seraq amené d utiliser une transformation d’Abcl.

2.5. Sommation au sens de Riemann

Ou suppose qie la série complexe > a4, converge. On pose pour

h#0,

+50 ; 2
sinnh
hy = ap + | — | .
Fih) = o 772:1 n( nh )
Etidier existerce et la continité de /- La fonction f admet-elle
une limite en 07
(Ecole polytechnique)
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> Solution.
o La série 3 ay, étant convergente, il oxiste M = 0 majorant les |a,,|.
Dans ces conditions, si v > U, on peut écrire pour tout |h| > o,

sin i M M
yy ( ) < 2 S o
rih n2h? T e

Cette majoration assure la convergence normale de la série définissant f
sur Vouvert | — oo, —o| U Jey, 400[ : la fonction f y ost done définic ot
continue. Connme a a é6é choisi quelconque, f est définle et continue sur
R* tout entier. )

sinx

e Passons 4 1'étude de la limite en 0. Comme Iim =1, il semble

r—0 &I
+o0
raisonnable d’espdérer que Ia Hmite de fen O ost 3 an,.
1=0
Crest le cas sl la série de terme général a,, cst absolument conver-
gente = on effot, 1a convergence de la série définissant £ est alors normale
sur R* {done uniforme) puisque pour tout i £ 0,

. 2

sin nh

U | ——— g Lah ‘
nh

Le théoréine d’interversion des limites justifie la limite atiendue.

o La siluation cst plus délicate lorsque la série 3 a, cst sculement
serni-convergente. Nous allons effcetuor e transtormation d’Abel pour
faire apparaitre f comme limite uniforme de foncetions continues. Plus
procisénient, nous allons noter pour tout h € R, =¢(h) = Let pourn = 1,

o
sinnh \7 .
2, (h) = ( nk ) sih7 0

1 st h =0.
+ o
Drautre part, on notera Ry, = Y. ag pour tout n = 0. Pour k #£ 0,
k=1
+o0 oo
F(h) = ¥ apza(h). Sion prolonge [ on 0 en posant f(0) = Ry = 3. .,
=0 a=0

il g'agit de montrer la continuité de f cn 0.
Donnons nie nouvelle expression de [ en offectiant une transforima-
tion d'Abel - s0it N 2 1 el A véel,

N N N N4l
anen(h) = > Ry, —Ryp)en(n) = > Rue, (b)) = D Ruen(R)
=0 2303 n=0 =1

N
Ro -+ > Rufen(h) —zac1(B)) — Ruyaen(h).

=]
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Comine

en(h)) < 1, la limite de Byyren(h) est madle lorsgue N tend
vers Pinfini. En faisant tendre N vers +oc, il cn résulte que la séric
Y Ry(en{h) —en- 1 (R)) converge ot que

+oo

F(B) = Ro+ > Rulen(h) — e 1{it)) |

n=1

Noug allops prouver la convergence uniforme sur B de cette série de
lonctions en majorant une tranche de Cauchy : prenons A non nal, N = 1
¢l p 2z 0. On pent éerire

N+tp N+p
Z Rrl(en(h) ~ena(h)}] < sup R, Z lenth) ~ 21 (M)
=N naN n=N
N+p nkh d a2
s~ w
< sup |R,,) Z / — 5 | du
nEN Pt GRS DV (T W
N+p n,h d . 2
sin® u
< sup (Rl 3 — = )| du
neN AT AR du u
Nk | g (sin? u
< sup FR,,[/ — 5 || dn
nzN (N—1)h | U
- Rl d [ sinw .
su _— — 1t
h .z;% e (du u?
T S . . d f sin?u
[:a derniere inégalité est justifiée, car la fonction D @ w— el G
T w
ot intégrable sur 1), +ool. En cffet, d’une part, 1) se prolonge par conti-

ny . . sin s
mité en O, puisgae la fonction u — “—= | prolongée convenablement
u°

en 0, est de classe € qur R (elle est développable on série entiére sur
I8y, D autre part,

2sinu{wcosu — sin i)

1
D) = =0 (—) & voisinage de 400,

3 uZ
Lo théoréme de comparaison des fonctions positives intégrables agssure
iutégrabilité de D.

On remarquera que I'indgalité montrée ci-dessus pour fi non ml reste
encore valable pour A = 0. En faisant tendre p vers Uinfini. Je reste de la
sOriC se majore ansi

S™ Rolenlh) — e s (WM < sup R, / AL N | P
,:____Tv naN 4 d'l'_n', ’LLZ N-—+4oc
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La convergence de cette série de lonctions coutinues étant uniforme s
R. f est continuc en 0 et on a bien

+ 00
1i hy = ar |
hliﬂ') fihy Z a ]

ri=(}

. .. . - & .
Les séres de Dirichlet de la forme Y = ont une grande importance
T

en arithmétique. Si on prend par eremple la suite a,, constanie dgals 4 1
on obtiend In eélébre fouction zéta de Riemann dont les propriéles sont
intimement lides @ la répartition des nombros premiers. Lénoncd gi-
aprés démontre un résultar sur lo convergence uniforme des séries de
Dirtchlet gu’on peut vojr comme Danalogue du théoréme d’Abel sur les
séries enticres (¢f. exercice 5.6).

2.6. Convergence uniforme des séries de Dirichlet

Vs ~ . . .
SOt (i, Jpen € 07 ot (A, o UNe swite stvictement crois-

sante de réols tendant, vers +oc. Montrer que si la séric Y a,e” ™

converge, alors la seéric Z (}.T,,c_/\" Z gonverge miformément sur en-

P

semble {7z € T |arg({z — 2y}l € #p}. ol By est donné dans [O, g {

{Ecole normale supérieure)

[> Solution.
Natons qu'il suffit de démontrer la propriété dans le cas o 2 = 0. Le

cas général 8'v raméne en remplacant la snite a, par la suite a,c” 2®.
n +oo

On pose. pour tout € N, A, = 3 ag. Supposons que > a,, = U, o
L=0 n=0

ani Tevient a clianger 1o vileur de ag el ne chauge rien & notre probleme.
Par e biais, la snite (A,) converge vers 0. Soit z = e avee (0] < 6y
et p> 080 NP

I P
—ALT L N Az
Z U — Z (AI’F - Arr‘l )r- §
n=N n=N
1N Pt
i _
S S AN 3 A
=N n=N-1
Pt
- — A z =X AT
= Z A,,(G Anz o I Anl )-f—AP() - AN _1€ M=
noMN

On va majorer cetie tranche de Canchy.
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I P—1
D B A FIEY
"y N n=N

D
< s (AL DD e e "*"-Hr«r*m"l)-
‘n=N

maN-—1

‘ANfJ,HC)ANZi

“hyd. pour tout noe N,

5 N An 1 ., Anpd ‘e
T T 1:7gz| _ / 3(“'/'(H g T} |ﬁ_ ‘(lf
JAn A,

Par congéguent. on a

B Ay

3N |f.-*“\7'z A / le™ % |d¢.

P A _

N AR
Chra o3| = eREEE —heeos Gy hnasons N choisi tel que A, > 0

ponr 1 = N Alors, pour Ay €7 £ Ap, on at > 0ot douc la majoration

CE g oot < 1 pisque cosf 2 cosfn si 0] < Ao cela conduit A
Pt A
Z 6--,\.‘2 - (,‘()\”'H '_! <\ p/ » —.‘,'J(:us{)g(lf
n=N A
- L An p cos B — A oo B
< (rg*-NP S0 12 e \.)_
coséy
™
sl reprend la majoration de i
=N

\I' B ) -1 . B . e .
;Za,,e Al sup [An\(z [ R [P I W )‘”“)

N n=N

. 1 S - o
< sup fA“ I'( ((; AR sty LA cost, P42
azN_I Lcos by

1
£ osn A,,(—+2).
e Ng | ‘ ! Cos 6() ¥

Lasuite (Ay) convergeant vers 0 il existe, ponr @ > 0 donud, un entier
CUS OU

——— o pow iz uy Onaalors, sine SN &P
2eosfy + 1 B
>

vy tel que |A,,| £
ME canverge donge
7e=N

;
o fargla) € 000 | YD AneT N Dl La wdrie Y ane”
niiflornément sur Vensemble {z € C, |arg(z)| <

fo} représenté ci-apres.
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Y

Lcrercice swivant donne unv condition néccssaire et sufficante pour
avort la convergence uniforme sur B d’une serie trigonomeéeirique en sinus
donit les cocfficients tendent vers O en ddcraissant. La seconde question

est difficile.

2.7. Convergence d'une série trigonométrique

Soit (b )y oq e suite réelle décroissante gui converge vers ().
1. Montrer gque la séric Y by, sinnt converge npiformément sur
nzl
toul segnent e 21 - o] (0 < o << w).
2. Mountrer 'éqnivalence des denx conditions :

1 e
i h, =0 ( ~> lorsgne » tead vers Vinfing g
"

(i) la sorio 3 by sin of converge uniformement snr &,
ezt

(Ecole polytechnique)

> Solution.

n
1. Posous, ponur » entier natirel, U, (2) = 3 sinkt. Pour tout. réel

fa
t & 207, U, (#) est la partie imaginaire de

] — gm0 1 — eindni
L=t Zie wZan(t/2)

JI‘.Hf

]+(J,u+62”+--‘+4 e

2 1 ;

Ajusi, (U, (8] <€ = . Soit v e |0, 7] el ¢ any reel quel-
11151, | .l( )l = 2E‘=Inf/2 Smt/2| —] : '{ I q
conque du segment [ey, 270 — ], On effectne nne transformation d"Abel

RS
sir L tranche de Cancliy 5, p = 3 hgsiw bt D vient

k=n
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n+4-p
'qu.,p — Z b-’\'({II\ (fj — lJ}\‘fl U))
k=n
n4+p—1
= bn—[pljn%-lf(t) - b‘u Unl(ﬂ + Z Uk(t)(bk - bk-} 1)—
fee=n

Opmajore les termes Uy par Finégalité ci-dessus. Comme la swte (b )y
vl déerpissante, 1l vient -
nip-1
hn-}—;u + b Z 'rii_f bk:Af'l - Qb'ii
sinar/2 sine/2 7 sina/2

\ -
b-n.,p‘ B
k=

[ en résulte que la séric S b, shnnf copverge el que coette convergence
nizi
ot nniforme sur le segment [y, 27 — a]. Evidemment la série converye
anssi e un point de 2aZ, sa somme étant pulle. Elle converge doue ponr
raut réel ¢,
2. & Supposons (24) vériée of montrons (i), On nilise la trimche de

21

Canchy u, () = Y. by sin kt. Par hypothése, elle tend uniformeément
k==p 41
vers O sur R, Pour £ € [n 4+ 1, 20 ou peut minorer chaque b, par n,.

| —

Pour t = gr— etk € [n+l,2nfona :—T & MK g de sorte que stu ke =
1 )

=

th peat done éerire

T i 1 1
Uy (6—!;) = Z b‘ZnE = 57?})271. =z U

k=n+1

1 en résalte que la suite 2nby, lend vees 00 Or, comme by, o < 0y,

. . ]
120 4+ Dy tend ansst vers 0. 11 en resulte que b, = ¢ (5

s Réciprognemertt, supposons que la snite nb,, teud vers 0. On note
+o0
L) = Y brsinkt le reste d'ordre node la séric. IV ¢'agit de montrer
Fz=p 1
aie 1, tend nniformément vers {f sur B Par 2r-periodicité, i1 sullit de 1o
Liire sy [0. 27] et connne I, (27 — )| = |R, ()] on pent méme sc limiter
1 |0.w]. La prewmiere question mautre que si ¢ e |0, x],

Ebrl

o 2
R, (E)] sint/2

Lo problbme est que eette majoration devient imptile an voisinage de DL
Ou va doue Pamdliorer en utilisant le fait que la smite &by tond vers 0.
Sott L e [0, 7], n € N* et pe N*. On a

n+p

R.(1) = 3 besinkt + By (00
k= p+1
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Pans ta premidre somme ot majorve |sikt| par k€ ce qui fait apparaitre
un terme kb et pour le second reste on utilise la majoration ci-dessus,
Tt vient

ttp v
2bn~|—- zﬂbn
R,.(8) <t E kb + — < tp | sup !.:b;,.) 4 TR
‘ n( )| P 181nt/2t k2n .

puisque . Soit £ > 0, On pent trouver mn rang N tel que

e

1
sint/2
pour tout k = N, 0 < kbg < 2. 81 7 est un entier guelconque suptricur a
N on a douc, ponr tout p € N* et tout ¢ € |0, 7,

74

27?(”+p)bra+? < (pt)a + :_)-E.:‘
(n+pyt pt

Comme cela est vrail pour tout p et tout £, la subtililé consiste A appliquer
cutte inégalitd avee un entier p judiciensement choisi comme fonction du
réel onprend p=EQ/)+ 1. Onaalors 1 < pt<t+ 1<+ 1de
sorte que

IRA{t)| < {ptle+

Ve N, Vte|0a], |R.(¢) < (37 + 1.

Clette technigque porte le nom de découpe taubérienne. Le lecteur trou-
vera dauires exemples d’utilisation de cette techrique dans Dexercice
5.26.

Comme R, (0} = (0, Vinégalité demeure vraic pour t = (et cela signifie
exactement, gue K,, corverge uniformément vers 0. <

Le méme problénie pour wne série trigonomdtrique en cosinus est plus
facile. On montre, comme dans la premiére question, que 5 (a,) est une
suite réelle décrossante de limite nulle, lo série 3 a, cosnt converge
uniformément sur toud segment [n 2m — o) arec 0 < n = 7. Pour la
convergence uniforme sur R c’est infiniment plus shnple. En effet, i la
séric converge pour =0, la série 3 a, converye et dans ce cas la série
3 an cos nd converge normalernent.

2.8. Etude de la convergence d’une série de fonctions

Soit { fn tn.0 une suite de fonctions continues sur [0, 1] a valeurs
réeiles. On suppose que |fn(2) fmizd] € 27171 pour tout couple
(n,m} € N? et tout x € [0,1].

1. Montrer que la série Y f,, converge simplement sur [0, 1].

2. Montrer que sa somme est. hornée,

3. La convergence est-elle uniforme sur [0.1]7

(Ecole normale supérieure)
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i~ Solution.

Y. Soit € [ 1] Si(fa{2))ezo n'est pas la suite nulle, auquel cas
lu série Y fu{x) converge, on considérc un entier m tel que fo.(x) # 0.
Pour tout n 2 m, on a

l g—|m~— u] om
S Thn@ll = (@]

La série 3| fa(2)] est majurée par une seric géométrique convergente,
done elle converge. La série 3 f,(x) est donc absolument convergente
pour tont = € [0.1] et la série Y £, converge simplement sur [0, 1].

2. Montrons gue la somme S est bornge. On a, pour tout z € [0, 1],

S(x)] < Zlfﬂ

n=f

——Ft

|fn ()

Soit w € [0,1]. Tl existe i € N tel yue |f.(x)] = muxlfn(r)! En

cliet. la swte (jfn(x)nzo est bornée puisqn'elle converge vers 0 et
o peut poser M= sup|fa(z)|. SI M = 0. n'importe quel entier m
nER

convient, sinon il existe N € N tel que | f,(#)| < M sl n > N. On alors

M= sup |fa(z)] = max | fo.{x)| et il existe bien m € [0, N] tel que
NgngN Ogn

|/ x)] =M. On a é),l()I‘.‘:;’ pour tout n € N,

| fn (@) < 1 fal@)] | fin ()] < 2777
el | fulr)] € (V2)T1 77, On en déduit que

i

Sl < SR = SR 3 (v

7={) n=0 Te=rn+1

O VY
_ A k
S LV VT - e A

=

(V24 1)?

i
<< —+ =
TVa-1 VIt
Cela est valable pour tout z € [0, 1] done § est hornée sur [0.1].
3. La méthode adoptée précédemment ne pernet pas de conclure
i lu convergence uniforme, car Venticr m dépend de z. Monirons que
Lan 'a pas nécessairemnent convergence uniforine. Pour tout n &
. . . 1
considérons la fonction continue f,, @ {0, 1] ~— R, nulle sur [(J, W} et
1
221427 92n+4)
] Pour m #£ n, on a powr tout & € [0, 1], fin(x) fr{z) = 0 car

ct affine sur [

1 . 1
\ L l]. prenant la valeur 1 en FETESY

1 1
‘ QL1 52

[ et
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. 1 1 i 1
los intervalles ] FngE E {et } SEeTE " Fom [som digjoints. Pour m = n,

Fale) frlry = (fu(7))? € 1. L'hypothése de Iénoneé est done vérifice.
Cependaut la série ¥ f, ne converge pas uniformdément. En offet, en
notant R, le reste d'ordre 1 de la séric, on oblient, pour tout n < N,

1 , 1
R"L (W) = fa+ (2*2”*?) =1,

done (Re} ne peut pas converger uniformémeut vers 0. <

Dans les exemples o la convergenee n'est pas uniforme o ’est souviit
o cause do problémes en un point particulicr el dés qu’on se plare Sur
un compuch qui évite ce point, la canvergence est uniforme. Cetfe sthua-
tion et foutefois loin d’étre générale. Lorercice swivant donne ainst ui
exemple d’une suite de fonctions continues qui converge semplement sur
B. mais powr laquelle Lo convergence w'esi uniforine sur aucun intervills
oyvert.

2.9. Suite ne convergeant uniformément sur aucun ouvert

On considére f, : B — R définie par f, (;1;) =1, folz) =10

n

pourx € R_U [ +\*[, et f,, atfline sur [D, l] et sur [-1— E] Soit
1 T

T Ty, une lee( tion de N* sur @. On pose, pour ¢ & B,

Qu‘(?‘) = Z fﬂ rm)

=l

1. Etablir la continuité de g,,.
2. Etudier la convergence simple et nniforine de la snite (g,)nz1-
(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. PFixons n dans N*. On remargue que, f,, étant continme, la fonctioy

T! : h
1 — Dol o Falt ) i confinue pour tout m > 1 Comme [fp,| € 1. 1
s fn(t*",u) .1 L oy it 1.
majoration o S gm valable ponr tout ¢ £ B garantit ly

convergenes normale sur R de la série de fonction définissant g,,, cqul est
done une fonction continue. (
. . wlf —T
2. Soit m 2 L. Powr tout t véel, fa Tm) 0,
2”' [EEEN

(fn) couverge simplement vers 0. Soit N 2 L. On va couper en deux ly

car la suitn
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somne définissant ¢, :

al -7 = — T,
0< gty = Y ”zimJ vy Do)
m=l

i
m=N41 2
N - +oc
¢y Loltorm) 55 L
= Qi Qi
=1 m=N4I
Prenons € > (). On pent choisir N de telle maniére que le reste de séric
+oc
convergente Y o soit inférieur & . Dang ecq conditions,
m=N+1 )

N
(] g g’ﬁ {t) \<-. Z fn(t — Tj‘r“'}

1l
=1 2

+ e« 2z,

pour n assez grand, puisque la somme finie tend vers 0 quand n tend
vers Uinfini- Nous venons done de pronver que la suite (g,,) converge
simiplement vers 0.

La convergence n'est pas uniforme sur R : en effet. pour tout £ € R,

fn(t —7’1)

=0
2

gult) 2

t— T 1
Done || gallee = sup Jult =11) =
_ 1eR 2 2
On a méme micux : la convergence de la suite {(g,) n'est uniforme
sur aucunt intervalle de longueur non nulle de R. En effet, soit a < b.

On peut tronver par dengité de @ un rationnel r,,, dans ja, b[. Dans ces

vs 1
conditions, pour v asses grand, v, + — € |a, bl et
i 7

fn(t - r'm-) 1
s t) = sup — o =
te](}.)b[gn( ) te)a,b] 2m m

la convergence de g, n'est done pas uniforme sur Ja. b[.

Conclusion. La suite (g,,) converge simplement vers lu fonetion nulle,
suns que s convergence soit uniforme sir aucun intervalie de R de lon-
pueur non mlle. <

Au cours des exercices qui précedent nous averns wtilisé & plusieurs re-
prises le foil qu’une limite uniforme de fonctions continucs est conlinue.
[Cexereice sutvant montre toutefois que la convergence uniforme n'est pos
une condition nécessaire pour garantir lo continuité dune lmite stmple
de fonctions continues.
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2.10. Continuité et convergence de fonctions

Soit { frnlnen une suite d’applications de R dans R. On supposc
que cette suite converge simplement vers f sur R. De plus, on sup-
pose que pour tout € > 0 et tout n € N

Elnle-’-anr 2 7, V:LGR: Hk € [[117‘]}) ‘f"’lk(‘r) - f(.’L‘)‘ ‘<‘-E‘

1. La suite {fninew converge-t-elle uniformément sur B very la
fonction f7
2. On suppose quc les fonctions f, sont toutes continues en un
réel xy. Peut-on en déduire que f est continue en o ?
(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Montrons que ce n'est pas nécessairement le cas; prenons f — 0
et la suite (f,) définie de la maniere suivante : pour n € N, on pose

fan(z) =0 pour & < 0 et fo,(x) = %;:_1 pour z = 0. Quant & fany,

on le définit par fony(2) = f2,(—2). La sujtc ( f,,) converge simplement
vers a fonction nulle, sans converger uniformément, ¢t comme pour tout
re R ona fo,(x) = f(x) on fanyi(x) = f(z), la condition de Iénoncé
est bien wérifie.

2. Moantrons la continuit¢ de f en axg lorsqu’on suppose les f,, conti-
nues ci ce point. Soit € > 0. 1] existe N 2 0 tel que pour tout n = N,
|fn(zo) ~ flzo)] < e. T existe iy, ..., n, = N tels que pour tont z € R,
il existe k € [1,r] avec

|fun(z) — fla)] € e

Chaqgue fonction f,, étant contiuue en zy, il existe g > 0 tel que si
T & [mo — Nk, 2o + ], alors | fn, (2} — flz)] € . Notous 5 le plus petit
de ces réels ng. Prenons z € [z — 7, 2o + 7] et considérons Ventier & tel
que | fo, (z) — f(x)] < . Dans ces conditions,

|f(:E) - f(‘EU)I = lf(.?:) _-fnk ($)| + If:m-. (‘E) _fmc (IU)| + Ifmc (IO) _f(T0)|

Setete=3¢,

car 1t = N ot |2 — 29| < . La fouction f est donc continue en zg. <

Lovsqu'on se place sur un compact X la condition donnée dans
U'énoncé équivaut & la continuité de la limite. En effet, le lectewr pourra
prowver que $i (f,) est une suite de fonctions conbinues qui corwerge
stmplement sur le compact X wvers f, alors f ost continue si el seulement
st pour tout € > 0 ef tout n € N

g, ne zn, Yo e X, Jk €L r], |fa, () — fir) <e.
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1l s'agil loutefois d’une condition de continuité globale. En fait, la
continuité en un point est une notion locale el on peut donner une condi-
tion nécessatre et suffisante générale pour aveir la continuité d’une limite
simple en un point a. Soit (f,) une suite de fonctions continues en a gui
converye simplement vers une fonction f disons sur R, Alors f est conti-
nue en a si ef seulement si pour tout € > (0 4l existe un rang N tel que
pour n 2 N, on ait |f(z) — falz}| <& sur un voisinaye de o (voisinage
qui dépend de n).

On woit bien que cette condition est réalisée lorsque la convergence
est supposée uniforme, mas ausst lorsque la suite (f.,) est équicontinue
en @ (voir Uezercice 2.34 pour la définition de Uéguicontinuité), Elle est
toutefois beaucoup moins commade & uliliser que la notion de conver-
gence uniforme.

Lorsgu’on ftudic lo conservation d’une régulerité plus fine gque la
continuité par passaye & la limite, les choses se compliquent. Ainsi la li-
mite simple, ou méme uniforme, d'une suite (ou une série) de fonctions
dérivables n'est pas forcément dérivable, et lorsqu’elle Uest, sa dérivée
n'est pos forcément la limite de la suite des fonctions dérivées. L énoncé
suivant en donne une illustrofion.

2.11. Série normalement convergente de somme non dérivable

+00 ; 27
Montrer gune la fonction f @ 2 — 3 jl—r}-%r—,uﬁ
n=1

n'est pas

dérivable cn (.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

On notera que la série qui définit f converge pormalement snr R de
sorte que f est définie et continne snr R, Ponr N entier natnurel non nul,
considérons ry = T Ponr n entier 2z N+ 1, sin(2%zn} = 0, si hien

2N+]
qne
N : N |
SIH(QHJIN) 2 2%y
flony=2, =5 > 2, o5 = Naw
=1 n=1

en vertu de Uinégalité de convexité, sinz 2 =z valable pour r compris
T

entre 0 et~ Alnsi, lim oy =0 et
2 N—+o00

TN 2
fex) 2y
TN s N—+toc

Cela prouve que f n’est pas dérivable en 0. <
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Signalons que Uon peut démontrer en fail que cette fonction f nesl
derivable nudle part. Le lecteur lrouvera un cxemple déladllé de fonclion
continue partout el dérivahle nulle part dans Uewercice 2.15.

Lhypothése cssenticlle du théoréme de dérivation d’une suite de fone-
tions est la convergence uniforme de la suite des dérivées : on suppose
que fn i L — R est une suite de fonctions dérivables qui converge stm-
plement vers une fonction § ok dond la suile des dérerdes (f1) converge
wriforménmicnt sur | vers wne fonction g. Alors f est dérivable sur 1 of
sn dérivie est g.

2.12. Régularité d’une série trigonométrique

Soit (ay,)uer € CE, On pose, pour = véel, u(z) = 3. a,c™”.

1. On suppose que la famille (na2 ), o7 esl sommable. Moutrer
Iexistence of la continuité de u sir R.

2. Trouver unc comdition nécessaire et sufisanie sur o pour que
I, sommabilité de la famille (n"a2),cz garantisse existence ot la
coutinuité de w sur R.

3. Onsuppose que la famille (n*«2), 7 est sommable. Que pent-
onalive de plus de w7

(Ecole normale supérienre)

> Solution.
1. D'aprés Uindgalite de Canchy-Schwarz on a pour tout N € N,

152
1 : 1
Z lan| = Z Inan[m\{ Z :rz2|ani2 Z —
)= N |n|€N r el N [l «IN T
L0 (Al sl el
|~ 1 1/2
< anla.,,\z X‘ZZ — .
ned n=1 n

On on deduit en particutior que les séries Y a ™ et S 07
convergent normalement, done nniformément sur B (puisque, pour tout
récl z, iu”ff"'””’| = |a, ), ce qui montre que w est définie sur R. Les fone-
LIONS 2y = &+ a,e™™ dtant continues sur R, la fonction « est également
continue sur B,

2. Pour n > I, un peut écrire de méme,
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12
. i - ‘ 1
Z lin] = Z in\%|a,,\ & Z ln|o‘|a”‘z Z —
Jorl e N |n| &N |”‘2 InlN Prel =N ‘“I
F A n U 1w AN 2p-ln
Iy

. =
< Z [ as]” x 2 Z =
n=t "

Car

ot a cotelusion ost la niéme,
Pour a = 1, la conclusion n’est plis assurée. Considérons par exemple

lo swite (@, tuez définie par a,, = R st n > 0ct a, =0 sinon. On a
nlnn
) 1 . ‘.
nad = - Il est classique la série 3 converge (c’est une

n{In n)_2
- P . i
sorie de Bartrand ¢ plas généralement 1o série 3 Al converge ponr
n{lnn)

i > 1) Mais la série 3 a,, diverge (¢’est cncore une série de Bertrand,
awvee cette [ois-ci or = 1), La fonction » n'est pas délinie en 0. A fortiord,
pout o < 1) on ne pent pas conclire,

3. Pour tont » & 7, 1a fonction w,, est dérivable sir R et on a
ponr tont x, w,{r) = ina,e’™, Par hypothése, la famille (n,J‘a.ﬁ wET,
ost sommable,

n(lnmn)

vl sommable, cest-a-dive que la famille (n?(ing,)?)
Le résitltal de la question 1 appligne 3 Y ina,e

FLEE
veries 3wy, of 3w’ convergent nniforinément sur R, Le théoréme de
dévivation des séries de fonctions permet, de conclire que la fonction «
ot dérivable sur R et que, pour @ € R,

u' () = E irtnet™ . <

nGh

el
P montre gue les

2.13. Série de primitives successives

Soit fo @ (@, b — R une fonclion continue avec a < & On défimit,
H3

| iine snite de fonctions o o lab] — Ropar fro(a) = ] fa pour
a

neNetxeclalb.

. +%
Etndier et évaluer la fonction g 22 < [a,b) == Y f.(x).
n—1

Ecole olytechnigue
p

I Solution.

Comme fy est continue, 1ine réemrence immeédiate sur o 2 1,
dcmentre que la fonetion f, est de classe C et que f), = fa_).

Si la série Y f, converge ct si on pent dériver terme A terme, on
ublicnt
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400 oo
gy = fn=> fo=fotg.
=1 n=0

La. fonction ¢ vérific une équation différenticlle linéaire du premiecr ordre
avec second membre dont la résolution avec la méthode de variation de

la constante donne
glz) = €” (/ fg(t)etdt) X

pour tout z € {a. b], compte tenu de g{a) = 0.

Il nous reste & justifier 'existence de g et la dérivation terme & terme.
Majorons f,(x) pour = € [a,b] et n = 0. Notons My = || folleo (fo est
contimre sur le segment [a, b] done bornée). On a powr tout @ € [a, b,

&€

I.fl (JL)| < / 1\’10(‘“ = ].\’I(] (.L’ — (L)

et
x Malr — 2
| fo()| :f Mot — aydt — w
l\/—[i:—i-{}:w{lLf‘Onviont

de le vérifier pour n = 0, L et 2. Pour n = 3, en supposaﬁt I'inégalit¢ an
rang n — 1, on a pour x € [u, b,

Etablissons par récurrence sur n 3 0 que | f,, (x)] <

T Mo(t _ a)nfl = Mn(ﬁ: _ a)n .
m_1  al

fatall < [Tl [

Mo (b — a)™
!

En particulier, || f,. |} € et lasérie Y f,, converge normalement

sur [a,b], ainsi que la série des dérivées. Le théoreme de dérivation des
suites de fonctions justifie donc la dérivation terme & terme. <

2.14. Equivalent d’une série de fonctions

n +oa
On note up () = =— et f(2) = 3 unl).
- n=1

1. Etudier la définition, la continuité et la dérivabilité de f.
2. Donner un équivalent de f en 1.

+
3. Démontrer que pour |z < 1, f(z) =

k1]

‘8

d(n)z™ olt d(n)

Il
5

désigne le nombre de diviseurs positifs de n.
(Ecole polytechnique)
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'~ Solution.

1. Pour |z] < 1, le terme fu,{r}| esl éyuivalent & || Ilorsque n
lend vers +oc. Le théorénie de comparaison des séries & termes positifs
assure la convergence de la série Y u, (x). En revanche, si @ = +1, u, (x)
v'est pas défini pour tout n, Jdone f n'est pas définic pour ces valeurs
. Enfin. si lef > 1, |1, (z)] tend vers 1 lorsque n tend vers Uinfini et 1a,
srie 3w, (x) diverge. Le domaine de définition de f est done | — 1, 1.

Soit a un réel de J0, 1[. La majoration,

™ "

[4
1 — 7

g‘l—a"

pour |« € a, assure la convergence normale de la série > ug(x) sur
| -, a). Les u, étant continues sur | —1,1], f est continue sur [—a, a), et
done sur | — 1, 1] puisque la continnité est une propriété locale.

=1
(- ne »
Clhaque u, est dérivable avec vl (z) = M- et si fz| € a,
L na’ no1 1
|uﬂ($)| g m e na =0 n2 .

e Lhéoréme de dérivation des suites de fonctions permet de conclure i
la dérivabilité de f sur [—a.a] pour tout « < 1, et done gur | — 1,10
2. Cherchons nn équivalent de f en 1~ par la méthode classique de

ot
comparaison séric intégrale : pour x € ]0, 1], 1a fonction ¢ : ¢t — T
—x
e In(z)=! . ) * .
(e dérivée § — ——C= < 0} est décroissante sur RY . Par conséquent
(1 — at:e)z + 3

v A ponr tout 11 2 2 'encadrement.

n

/RH ()t < [ﬂﬂ wln)dt = up(a) = fﬂ w(n)di < /

n Jn fe—1 RATES

w(t)dt.
1

I tonction ¢ est coutinue et intégrable sur {1, +oc| {(f) est équivalent
a4t négligeable devant fl? lorsque € tend vers +oc). Eu sommaunt de

n=2an =N, on obtient

N1 N N
[ it Yue) < [ it
2 =1 71

1 ¢n faisant tendre N vers l'infini, on obtient

+ 233

o +20
/2 Pt < Y unfz) € [1 p(#)dt. (*)

=2
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En effectuant le changement de variables 7 = a! (sur un seginent |a, b
de R} puis en [aisant tendre b vers I'infini), on trouve

+00 x 4 ot
f o(t)dt = 1 f du - In{t —2)
a 8]

“Inz P—u Inz

Or, pour x tendant vers 1,

e ) L —a
In(1—2%)=In(1 .1)+1n(——1_$>

=In{l —z)+ Ina + o1) ~ In(1 - 2).

Dans l'encadrement (), les membres de gauche ¢t de droite sont

In(l~ ) In(t - )

équivalents & lovsque « tend vers 1. Comme

lwr  e—m1- 2 -—
ui{x) est négligeable devant M, on obtient
J' u—
In(l —x)
x — |
/(=) z—1- I —1
3. On peut écrire pour n 2 1 ot o < 1
;rn +2 . 400 .
— :r'l'l. x!l C — :L,'H. '.
S ETOWILED
=D k=1
"

n
Comine la série de terme général Y |o|?F = T
i L — |

(£ Jn, k1 €st sontmable en vertu des théordines sur les familles positives
sommables (cf. tome 1 d'analyse). Le théoréme d’associativité permet
alors de rassembler les couples (n, &) pour lesquels le produit »k vaul p.
1l y en a autant que de diviseurs de p. si bien que

converge, la famille

+o0
floy=" > 2™ =3 dpnr.
() E(1F )2 p=1

Le lecteur powrre compléter cette dtude en s'intéressant aux séries de

400 ap
Lambert 3

n-1
11:11“

avec o« € M [woir Uexercice 8.25).

Lo théorie des suites et séries de fonctions permet souvent dexpri-
mer des fonctions solutions d’un probléme donné tel guune équation
différentielle (par exemple, sous lo forme d'une série entiére, ou d’une
série de Fourier). Dans Uexercice suivant, nous allons wiliser une suite
de fonctions uffines par morceaux pour construdre un cromple de fonction
conttnue nulle part dérvable. Cest @ Bolzano que Uon doit ce travail.
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2.15. Courbe de Bolzano

O définit la suite de fonctions (f,),en de [0,1] dans [0, 1] par

k k-{—l]

fala) = @, fo1 ost affine sur chiacun des intorvalles prEsRiovesy

et vérifie

. k h k 1 I3 9
Jns ('5,7) = fn (F) Fu (F -+ W) = fa (F + }m)

k 2 k 1
et fnp1 ("37+W) =fn (§F+3—nﬁ)

1. Moutrer que |f,(x) — foly)| € 2w — y| pour tout couple
(x,y) € [0 1)

2. Moutrer que pour tout x ¢ {0, 1], | froaa(r) — fulz)| € ?—i; .

3. Montrer que la suite (£, ),.2n converge uniformément vers une
fonction continue f.

4. Démontrer que pour p € [0,37], f (%) = fu (53)

5. Montrer que f u’est dérivable en auenn point de [0, 1] do la
[orime ;f:— ou p e [0.3"].

6. Moutrer que f 1lest dérivable en ancun point de [0,1] (on
considérera la fonction (B, k) — ﬂz%i—%ﬂ ).

(Ecole polytechnique)
— 1

I - Solution.
1. Chague fonction f,, est athne par morceaux. Le dessin suivant
montre comment o passe de [, a f,; sur un intervalle du type

k kii}

I T
Les graphos des fonctions fi. fo, fa et fy représentés plus loin per-
mettent de visualiser ce processus.

E k41

ald & -
St on note v la pente de f,, sur [@’ =T

], fisy admet comme

IS - k k i
perte 2a. (resp. —a et 2n) sur les intervalles {F, o + A }, (resp.

k 1 k 2 ] [k 2 k4t
et

¥ ST T

g T g T e ]) La fonction fy est
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affine de pente | = 29, Par récurrence, on établit done que los peutes de
frn wr les intervalles olt elle est affine sont en valeurs absolues comprises
entre 1 et 2% St x < y sont dans [0.1]. 1] existe nue subdivision du
seqent [, y] {0 =dag < ar < -+ < oy =) pour laquelle [, est alline
sur chaque Ja,. a, ], Dans ces conditions.

p—1 p—~1
|fn(~7!') - fn(U)| < Z ‘fﬂ\{az’) - fn(":"wl)‘ g 2r Z Ia'i —
=0

F=)
2y ) = 2" —yh

- h fe

—- -
0 R S R
| - = - = —— —— — A
A
!
|
|
|
0 T O
fa fa
2. S on reprend le dessin, on constate que sur koErd la
. 8i on repre ¢ dessin, on shate que sur | oo, i
différence [fo (2) — falr)] est maximale en o, = gt g o
K . . G . .
vy = o + T - G au confinuerail e petite étude analytigne laissée
. ‘ . k A1
all lectenr. Dautre part, sur los intervalles @"[:' et |y, |

fnii — fa oot affine de pente dgale a (27 — 27} = +27 Comme
. . k k+1 .
Ta ot fopy roimeident en i et et obtient.

on

= que’

k
J— =
an

[fropi(z) — Fula))] = | frpr(m2) — fu o) €27
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ah

L _ . 2
Nusi, pour tont @ < [0, L. | frgr (@) — fulad] £ Tl
3. Pour tout entier naturel n, f, = fu + L (f& ~ fr—1). La conver-

cnee uniforme ce la snite f, équivant done & (.LHE‘ de 1a série de fonctions
>H1j,, — fu_1) O trt,tt dernitre converge nenmalement sur [0, 1] puisime

|1 — Fallo 2 3 (%) . En particulier, la limite f de la suite (f)nen

exl continue puisque les f,, sont contimes,
4. Montrons par récuncuce sur k' r on. que fi (é:—') = fu ( " )
(“est évident pour £ = p et par constroction pour K = +1. 58k 2 n +15

o () - e (552) = (552) = (2) - ()

par hypothese de récurrence.
En faisant tendre & vers Pinfini, il vient f ( ;—Jn) = fu (;)
5. On considére a = % avec p € [0.3" — 1], En veprenant fa ve-

inarque du départ sur les pentes, la pente de £, & droite de @ est un réel
e aver Jaf = 1 Pour £ 2 n. lovsquw’on passe de fioen fig, ta pente

ol —u

3
= |frla) — fx (ﬂ + l)l =2 "ol

dioite de a = T est multiplice par 2. Autrement <lit, on a
- 1
fla)—f (u + 2E o
. 1
fiy—fla+ e

Pans cex conditivns, le rapport Y% L otend vers +ou, et f

n'est done pas deérivable en g,

1

37;‘:

6. Il reste a vérifier que f n’est pas dérivable en un point a de |0, 1]
D

3n

Pour @ = 1. on raisonne de méme en considérant. f (] —

qai n'est pas de forme avee p et n enticrs naturels. Soit n = 0 et

pe J0.37% 1] tel que a < ] % P;;l { La pente de f,, sur } 5{ ’ IJ;‘l {
3 1 2
s nobée ) o = 1 On pose op = é; .a; = ;:_1 T 3;1:1
g = P o< 7, Furiln) = fal) vaul 2, £ on & . On peut
i ‘ 65 — 4 2

claisit @, et @y, dans [eg, ol puis a;,, o, dans Ja, ay] de telle maniére
ane leg pentes

f'ﬂ+] (an) fn-!—l(an) et fn—}—l(@h) — fﬂ+1l‘1i21
Gjp — g Uiz = Qg
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solent différentes. On a douc

f(ajl) — fai,) _ flag,) — flai) = u >

¥
=
Qg — 04y Aja — (3 2

»

n| =

puisque f et fri c()'iu(;}(lcnt en les poiuts a;, . aqy, aj, ¢t ag,.
Comme g, —al g T {0 €1 < 3) et n pouvant éure choisi arbitrai-

rement grand, il s'ensuit que [a fonction

fla+ty = fla — k)
h+k

G (b k) — pour h > U et k >0,

ne vérifie pas le critere de Cauchy au voisinage de {0,0}. En particulier,
cette fonction n’a pas de limite pour (h, k) € R xR tendant vers {0.0).

Raisonnons par I'absurde et supposons f dérivable cu a. Soit ¢ > (.
Il existe 7 > 0 tel que pour |h| < .

|fla + kY — fla) — hf'{a)] < elhl.
Si{h, k) €]0.5[%, on a

_ [flath) — fla) = hf'{a) + fla) - fla—k) — k[ (a)

B (k. k) —f{a)]

h+k
- |fla+my — flay =i (] + | fle) = flu—k) — k17 ()]
= Wtk
h+k
STk

Par conséquent, ® admet f/(2) comme limite : ¢’est contradictoire. Done
f n'est pas dérivable en a,

Conclusion. La fonction f est nn exemple de fonction continue, nnlle
part ddrivable sur [0,1]. <

Dgutres exemples fomeuzs furent donnés par Van der Waoerden
et Weierstracs. Pour ce dernier. @ s'agdt de o s2érie de fopetions

3
N A" cos oy avee oyl ) + 5

Voici maintenant deur exercices qui concernent Uintégration dune
«erie de fonetions. Roppeions que la copeergence uniforme sur un seg-
ment offre une situation sauple on it est légitime de passer ¢ la k-
mite sous le signe inté€gral pouyr les swies de fonctions el d7intcrvertir
inteégration et sommation pour les séries.
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2.16. Interversion série-intégrale

Soit T > 0 et f:[0,T] — C. coutinuc.
1. Pour n € Net ¢ € (0, T]. on pose

e Ui

AT
Gty = Z 1 ] flr)e=kntt=a) qy,
k=D Kt 0

Etudier la limite simple de la snite {g,)nzo-

T
2. On suppose gne la suite (j;, f(t)em™ dt) est bornée. Que
nz0
peut-on en déduire ?

{Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Avant de calculer la limite de g, (t) on va transformer expression
e gn(f) en échangeant intégration et sorumation. Aysnt fixé n et ¢,
considérons la snite de fonctions détinie. poar w € [0.T] et & € N, par
Q])k Y —F —u L —nft— k
vty = 20 [ e 0T < ) (e )

La série 3 o, (u) converge et

+
¢

v (u) = flu)exp (7e*ﬂ(t—uj) _

ol
i
[=1

[} autre par , il < Wlse ¢ aer—ny®
autre part, on a pour tout w € [0. T], |vgin)| < e done
3wy converge uniformément sar [0, TJ.

On en déduit qu’ou peut échanger intégration ot sommation et éerive

T ) 1 [+ oo AT
./(| f{u)exp (ge’““””) i = [0 (kzﬂ”u;‘.(u)) du = g/o vg(u) du
= gn(f)-

Posous. ponr tout # € Met uw € [0, T, An(u) = flu)exp (*f-*”’\"’”).

Il est immédiat de voir gue la suite (b)) converge simplement vers la
lonetion A définie par :

hiu) = f(u) siow€ [0,

hu) = flwye™ s w=t¢
hiu) =0 si welt, T
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La fonction A est continue par morceaux done intégrable sur {0, 7T).
Dramtre part, on a. ponr v € N ot v € [0,TL P (w)] < I flac-
Du théereme de convergence domndnée, on pent déduire quie, pour tont
te (0,11,

T t
lm g.(t) = /: hiu) du = /u flu)du|.
S .

Hem

. T .
2. Montrons que si la snite (fo fityent di) est bornée, la fone-
n()
tion f est nulle. Ce résultat cst facile dans le cas o f est positive. Pour
le cas géndral on va utiliser la premiére question.

T
/ f(tett dt
I 0

couple (k. ) € K2 et tout ¢ ¢ |0.7T],

On note M nn majorant de ( ) . On a, ponr tout
nz0

(*l)k T . ~kn{t—u) 1 - knt T knu ] eiknt
o / fluwe T | = He il / Flu)e™ du| < M—k—lw
1 A0 . 4] :
On en déduit qne
+ou (~1j* " +oo —knt
Z H-f Flye™ =0 go) < M ' < M{exp(e™™) - 1).
o1 Al N k=1 k!

Pour ¢ >0, on a lm (exp(e ™) —1) =0 et done
n—od

doe P
1 Z =1 [ f(u)(:—"'”“ My = ).
n—oc = 18 o

On en déduit qure, pour { € ]0.7T], on a

.
L gn(t) = f() Sl

(cest k: ferme qui correspond & k = 0: 1 est indépendant de n). On a
done, Faprés la premiére question, pour tout ¢ € (0, TY,

‘ "
A f(u.)du“:/n flydu.

S v TN
La fonction u +— [0 Fla)du est constante sur [0, T]. Sa dérivée f est
nnlle sur ]0, T] et par continuité, f est unlle sur [0, T). <1

L eaercice suivant étudie ce gue on peut dire de la convergence dune
série de fonctions Y | fa(8)| sous Uhypothese que la sdrie des intégrales

b
Zfa |f| converge.
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2.17. Sur le théoréme d'intégration d une série de fonctinngs

Soit fr : e, b — B {n € N) unc spite de fonctions continnes.
- . v b »
On suppose que la série Y [ |/] convergce.

1. Peut-on dire qne pour tout ¢ € [a.b]. la série S|/, (¢t}
converge !

2. Montrer que 'ensanble des 2 € [ ] tels que la séric
> |falz)] converge est dense dans o, b].

3. Construire une suite (fn)ney vérifiant les hypothéses de
Iénoncé telle qre {z € [0.8). 3 | f- (@) diverge} ost dense.

(Ecole normale supéricure)

I - Solution.

Remarguons que la présence des valeurs absolucs nous perinet de
supposer simplement qne chaqgre fonction f, est positive, co que nous
lerons dang la suite.

1. Tlest facile de tronver des fonctions d'intéerales potites nigis ¢l ve
ot pas aniformeément petites sar wout Vintervalle Prenons par excrople
Vintervalle [0, 1] et posons pout 1 2 0, f,, 0 L€ [0, 1] —— £07+D7 =0 Ty
ceg conditivng, comme /0 I fn = i la série ¥ ./[)] fn convergo. Mais
Y fa(1) ne converge pas pitisque fr(1) = 1 pour tout n. La réponse est
Jdane négative,

2. Raisounons par absurde el supposons quUil existe o < 7 dans
[or. D] els gue pour tors & dans [, 3]0 37 [ (e) diverge. Seit £+ 0. Jniro-
Juisons ponr 2 € M

Q. = {1- € [a. 3], i felz) > €}-
k=0

Camtte pour taut no= M f, = 00 0, C Q0. De plis, los fi étant
comtimues, €, est un oirvert de o, 4] {en tant qitimage récipromqme d'un
nuvert par une fonction coutinue). Comme [ee, ] €31 compact ef cotmne

N

e gl = UN {1, (puisque pour tout x € (o, 3. NEI}_Im Zofnm) = 4o0), il
T 1=

caste Ny € B tel que [or, 3] = Oy, Autrement dit, pour toul & < [a, 3],

T4 N

Z Fu(z) > £
n=0
O & alors,

oo Na N o i Na

4] u b 4
SN fx 2] fozd | fo=f D i.® / ¢ 2003 a).

w0 A n=n"o IRt AL LR
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Or, celle inégalite est valable pour foul £ > 0, ce qur est impossible,
Conclusion.  {r € |a,b], 3 fo(e) converge} est dense dans [0, 0]
3. On vase placer par exemple sur Vintervalls {0, 11, On va coustruire
des fonctions aflines par morceanx qut présentent de plis en plas de pies.
Soit # = (b On définit ainst f, rsi Lo« b < 2% — 1, f, est afline sur

[i - —}j, E:] et sur [L k + ! } avec

on R an 7 % oy

k 1 k 1 [k N
In (g - ST) = fn (2_“ + g{) =0 et f, (2”) = 2",

. k ik 1 . .
En dehors de ces mtervalles | — — — . — 4 — | ik déerivant les entiers
on an g 8:1

de 18 2% — 1, f, est nulle. Voici par excmple lo graple de fo

A

i &

jon

1 1
1 2 1
s - ! I 1 Th I ) 4
Pour n & N, (< g f.=02"—-1)« o X 2" g T Par conséquent,
_ ol N L ' . o
b [1 | o converge dapris le théoreie de comparaizson des séries & termes
positifs.

Maintenant, pour tout réel dyadigue » = appartenant a [0, 1] la

k
*21)0
séric 3 fo.(x) diverge, puisque f,,{z)} = 2" pour n = na. La série diverge
done sur un ensemble dense de [0 1], <

Aprés avoir Sludid les propridtes des Imnites de swites de fonctions,
nous ullons d une ceviaipe maniére imverser noilre poind de vue et nous
intéresser a Uapprozimation de fonetions. Le probléeme esl le swivant. On
dispose d'un ensemble B de fonctions & valewrs véclles (ou compleies)
définies sur un cosemble X, Pewt-on décrive les fonctions de X dans R
{on T) gue sont lunites wniformes danr suite de fonclons de F 7 Lu
plupart duw femnps on travaille poee des fowetions bornées. St on nnid
Pespace vectericl des fonctions bornées sur X de la norme de la conver-
gence uniforme || || o le probleme précédent, formudd topaloqquement,
consiste & trowrer Ugdhdrence de DVensemhle F.
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v

Un exemple important de ceite siluation. cludid en cours, esf le
iliéoréme de Weierstrass qui affirme que Uespace des fonetions polyno-
miales est dense dans Uespoce des fonctions continnes de 1 dans R lorsque
Vst un segment. Lerercice suewant doane uue proave de ce résultal. due
a Bernstein, g, pour § donnde, exhiihe unc suile coplicits de polynomes
gt converge vers f

2.18. Pulyndies de Bernstein

\ 1. Sunplificr. pour tout (z, 4} € B2 et toul o & ¥ T
> RChafy T et Zk: (k — CEzRy %
k=0 k=1

2. Qu pose rpdrd = Coed (1= )5 pow roue o € B oot tont
Fedu 1, on) Dénontrer Fégalité

Z(A‘ - RI’)ZTk;(.l‘) =nx(l - 1)

k-1

3. Soil f 0,1} — B contine. Pour tont n £ N*, on pose

B, -3 CH ( ) EESURLES ON]

k=0

iy — Byle)f o e + Mx

2aeny?
aque |k — nrl < iy et cenx tels que |k — nzf - nn). En déduire que
I suite (B, }pen converge uniformément vers f sur [a, b),
4. Soit F: [0.b] ~— R continnwe. Montrer que Foest limite 1mni-
forme swe e &) d'une snite de polyouomes.

(Ln pourra considéer los indices & tels

\ Soit & > 0. Justilicr Uexisteuce <e p > 0 tol que pour toul o € [0, 1]

(Ecole polytechnique)

I Solution.

Tt
1. Notous pour {z,y} < B* Ple,y) = (z+y)" = Y Ciu;’“’y”"". Fn
ki=i()
Jderivant par rapport &z, il vient

OP .
Loy =nim -y T .(.( rtl ""‘,
O .y i §
[ mudtipliant par @ el en rajoutant le terme anl, dindice & = 0, an

ablienut
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T
k_ k. n—k o n—1
chnx Yt = (e )"
B=D
En calculant la dérivée seconde, on a

2

%‘g(-ﬂy) =n(n -1z + " %= Y k(k - DRy "
3

e

k

i

2
d'out
i
Z k(k - DCEzby" % = n(n — Da?(aw + )" 2
k=0
2. On peut écrire. en faisant y = 1 —2 dans les ézalités de la question
précédente,

e n

Z(L — na)?rya) = Z(kz — 2k + n2a? ) (x)
k=0 k=0
= 3" (k(k = 1) + k(1 = 2nar) + v%2%)ri(x)
k=0
=n(n - Dz 1" 2% (1 - 2nx)n‘r..1"_1 4 nlz?n
=na(l — 1),

n
3. Enremarquant que f(x) = Y. flz)re(x), pourz € [0,1)etn 21,
k=0

on peut scrire

If(x) — Bnle)| =

> (st -1 () rutw)

=0
G

les rp{x} étant positifs. Pour - proche de z, on peut contrdler la
T

i

3

k=0

(),

difference f(x) - f (f . Pour obtenir une majoration nuiforme, nons
i

allons exploiter le fait que f étant contimue sur le segment [0, 1], elle est
miformément continue. Prenons > 0 uu module d'uniforme continuité
de f pour £ > 0. Dans ces conditions, en posant 4, (x) = |f(z) — Ban(z)|,

on a
< X |f@-r(D)n@r X e -1 (5) e
| b —zlsin 15 —z|>n
<e Y m(@)+ Z f(.l)gf(%) ri(a)

Eglgy [k —a|>y
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Set2fllee D mile),

[5~r|>n

la fonction étamt bornée sur le compact [0,1]. Pour contriler lo se-
cond terme du majorant, on va utiliser Uidentité prouvée & la question
précédente. On peut écrire :

(k — nx)?
Y o< Y 5 k()
P I
1 2
= kz (k ~ nz)?ry(z)
x|y
1 & 5 na(l — ) 1
S T g(kwr) @) € = < g

puisque le maximmum de la fonction z —— z(1 — x) sur [0, 1] est 1 on
obtient ainsi la majoration voulue

|1/ ]loo

2n?

() = Bo(a}] <€+

L Ul

I\ prenant n 2 S s
e

(By.)nen converge dong uniformément vers f sur [0, 1].

4. Sion pose f(z) = Fla+ (b —a) — z) pour z € [0.1], on définit
wiqe fonection continue et nous pouvons lui associer la suite (Bplnen
construite précédemment. On vérifie alors que la siuite de fonctions
-
B -

Ce théoréme a donné lieu & des études quantitatives dont Uexercice
541 du tome 1 d’algebre peuvent donner une petite idée. Le lecteur trou-
nere la version pour les polynémes trigonométriques dans le chapitre sur
les séries de Fourier (cf. exercices 4.26 et 4.27).

Lorsqu’on se place sur un intorvalle ouvert borné la,b[, le lecienr
pourre montrer que les imites uniformes de fonctions polynomiales sont
ciecternent les fonctions uniformément continues sur |a, b, ou si l'on
préfére, les fonctions continues qui admettent une limite finie en o et b.
linfin lorsqu’on se place sur un mtervalle T non borné de R, on wmonire
gic'une lmite uniforme de fonctions polynomiales est encore polynomiale.
tn effet, si (Py) converge uniformément vers f sur 1, on peut trouver un
rang N tel que |Po — fl| ~ <1 pour n 2 N. Mais, sin 2 N, on a alors
I — Poutille < 2 de sorte que le polynéme P, — Ppyy est bornd sur
I et pur suite constant. Ainsi, pour n 2 N, P, = Py + Pp(a) — Pnla)
(v o € 1 est fizé) et la suite (Pr) converge vers f = Pn— Pn(a) + f{a)

on obtient donc {|f — Byj

s % 22, La snite

xr— By converge uniformément vers F sur [a,b]. <
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qui est done polyngniale. Nofons que cetle question ext souvent proposée
QUL O,

L vacivice swivant étudee les Inpites wniforees de polyndmes stricte-
ment crotssants.

2.19. Limites uniformes de polyndmes strictement croissants

Cuelles sont les fonetions contimies de [a, b] dans B qui sont litnile
wniforme sur [«, 8] d'une suite de polyndémes stricteruent eroissants ¢
(Ecole normale supérieure)

& Solution.

I1 est clair que o Hmite sinple d’une suile de polynomes stricteient
croissants est une foretion eroissante. Montrons réelproguernent auc toul
[onution continne crolssante s [a, 8] est lmite unifore dune siite de
polvromes stricternent croissants. 1 soffit bien enterdu e e faire pour leo
segient [0, 1] et dans la suite la norme infinie fait rétérence a co sextient.
Nous proposons deux solutions.

e La promitre solution repase sur le résultat classique de Pexercice
208 ¢ 51 f est coutnne sur [0, 1], la suite (B, (., des polynomes de
Bernstein défings par

B/ =Y Cfi;,f(E)X"(l Xk

k=1 e

cohverge vers [ upiforraément sur [0, 1].

Comsilérons une fonetion f eoutinue of crolssante sur [O. 1] ot mon-
trons qualors le polynome B, (f) est, pour tout n € N7
[i). 1]. Ponr tout « € [0, 1], 13, (/Y () vaut

, CToissant sy

aw—t

5 (B -t oo

A Vaidde des formunles k CE = 0 CF 2] et (0 — £)C8 = p )

7 H—I*

1 ko kN k N
RZ(]L_J ( ).L (L= f}Z(JA[( ) 11— )"

h=1

on obticont

ceant donme, apres uu déealage Cindice dans la premior somne,
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la fonction B, (f) cst croissante sur [0,1]. Ou west toutefois pas sie

Covnmne f ost eroissante, on a B (f}e) 2 0 pour tonl o € [0.1] ot

qurelle soit stricterment crotssante. Posons DL () = :3 + 13, (f). On a
b

alors, ponr tout € [0, 1], Py {(f}{x) = i + B (f(x) = 0. La fopction
polvnormdale P (f) est striclement crossante st [0, ] ol comme on a
Cindgalite [ f =P, ([ se = |F=Bul(fills+ % la suite (T, )ye e convorge
encore mniformdment vors fosur [0, 1.

¢ Voicl une seconde solntion, plug susceplible dVetre déeonvorte i
"oral par un candidat ne connaissant pas les pelynomes de Bernstein. On
se donne towjours fcontimic ot eroissante sur [0, 1L Supposons ’ahord
i [ oest de elasse C Onoa done f* = 0. Soit = > (0. On commence par
chotsic i pobynome Q siricterent positif sy [0, 1] el que || f7— Qo <
~ Cela est possible grace au théorime de Welerstrass @ on choisit nn
polyndme R tel que [|f7 — Rl < 3 et on pose Q = Rt -, Soit alors P

i

¢

[

i polyndme Jétind par Plr) = [{ + j‘: Q) pour tont € [0 1] Le
polyuime P oest stricternent eroissant snr [0, 1] poisque PY = @ ot pour
tout .o € [0, [ o a

D) — fa)] = ‘/0 QUi ]U f’(f.)dt‘ g/ﬁ Q) - P dr < e

et done | — fllo < =0 Ou peal done trowver, pour tout £~ (. un
polyuome strictement croissant g approehe miformément f s [001]
2oa pres ce gqui pronve le rdsnltat.

Ponr passer st gas géndral, il sutfit de prouver qunne fonction conti-
e Croissate pent flre approchde nnifonudnent par des fonetions crois-
sanles e classe €1 Onoartilise un procéddd de régularisation classigue.
Prolongeons fosnr [1,2] par Ja valenr f(1) et posons pour n = 1 o

” !
s (010 fuls) = n f”ﬁ FUNAE T est elaiv gque £, est de elasse C' pouar

@
. . . 4 1 \ .
ot p ef crolssante pisque f (1) = n(j (.L‘ +rz) j(:l:)) 2z 0. Montrons
Tt
que lasmite (fy ) converge nnilormérent vers f sur [0 17, Soit £ > O ot g
nit nodnie d'aniforme contivmité de [ associé a2 (le théoriane de Heiue
sarantit quo f est moiforoidient continmte sar e segment [0,2]). Pour
1
oz —ol @ [0, 1] ona
.
) >.‘Ii+'k ]
) @) = Lo [0 g
S
!

< /1* " [fit) = fle)dt <0 / Te=q

S




130 CHAPTIMRE 20 SO PpES BT SEHEs Dis FONCTTON S

Done pour e assey grand on a || fo, - fllee % € ot cela prouve le résultat
annowee, <

Lierercice swmant concorne Udtude simultande de Uinterpoluton of
de Uapprozimelion uniforme.

2.20. Un théoréme de Walsh

‘ Soit rq, ... .0 des points denx a denx distinets d'un segreut
} lo, 0 et f 2 a,b) — R eontinue. Moutrer qn'il existe mne suite: de
| polvndimes coincidant avec f en chague point 2. qui converge uni-
} formément vers f s [a.b].

‘ (Ecole normale supérieure)

> Selution,

Notons Lo, . ... L, les polyudimes interpolateurs de Lagrange pour le
NX-a2)
N . . 1#Ek
systtme de points {xq,...,.r, ). Rappelons que Lp(X) = -ﬁ"(;--m---——)—
i T
17k
ost de degré v 1 et wirite Ly () = dp On note A = 1ax 1Ly o
== g

Por prouver le résultat i suflit de montrer que pour tout £ > & an pend
trouver i polyndine @ tel que Q(a) = Flon) pour toul k of véritant
”f - (QHSG LS

Soit, £ > 0. O commmence par chowsir nn polvndme P ounpiforinément
proclue de f as pres. Dlexistence d'un tel polyndme découle du théortme
do Weierstrass, Soit L Viuterpolatenr de Laprange de la fonction f — P

cn los e
"

L(X) = Y (Flae) ~ Plan))Le(X).

k=1
On opserve que ||T]ee € nMe. Posons alors € = 1" + L. Ou a bicn
Qay) = flxg) pour tout ¥ ol du plus

17~ Qllee 5 1 ~ Pl = [Lll < (14 nM)e,

Le cocthiciont 1 1 #M est une constante ot le tésultat ost done pronve, <

On obtient de nowvenns probleraes tres intéressanis soon remplace
les polyndmes & cocfficiends véely par les polyndmes 4 coctlicients entiers,
L erercice suivant montre ainst que sc b est wn seqmund spetus dovs {001,
Pensernble ZIX] resie dense duns Uespuce des fonctums confinucs sur 1
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2.21. Théoréme de Chudnovsky

Soit T un segment contenu dans J0, 1]

1. Soit » Napplication & — 2r(1 — x). Etudier la CONVETZENnce
sur Ide la snite de fonctions (w,) (ol @, = g o - o)

2. Soit f: 1 — B une fonction coutinne. Montrer gul existe
ure suite de fonetions polynomes a coefficients daus Z convergrant
uniformement vers f sur 1.

(Ecole polytechnique

)

l= Solution.
1. Une dtude rapide de la fonction @ montre que {]0, 1[) = |0,

1] =

|

. { i )
(e 2 Ost erojssante suy [U. ,—,J et gue. pour tout « € }[J: Z] vira Plr) 2

4. Enfin les points fixes de ¢ sout 0 ot % Voici le praphe de @ -

A
! Y-

(0 @ 1}3_ 1

Soit .« € )0,1]. Ce qui précide montre que la suite {9, {2)) ey prend,

N i .
powr 1z 1, ses valenes dans }U, 5] ot est eroissante. Flle converge done.
N . . R N R ] .
S limite ne peut étre O pnisquielle croit: clest donc 5 Cect moentre
Lo comvergenee siniple sur J ([ de Ta suite (@, ),en vers la fonetion

constante o —— 5

Montrong gue la couvergence est uniforme sur 1, ot I est nn seginent
. . I o
contern dans [0, 1] L'image 1) est un segient inelis dans J(J, iJ' Soit,

o la borne tnféricure de co segment. Sachanl aue ¢ est croissante sur

1 . 1 .
| 5], on a, pour toint x € Tet n e W', o, (u) € @) £ 5+ puisque

| ) .
)y = Ia, 5]. La suite (rp,,(u)) convergeant vers -, cela wontre que

¢

bof —

P2, ) converge unjformemeoent s L
2. Notous € Palgebre des fouetions conbimes sur I munie de la norme
de la convergence uniforme. Dang la suite o identific tout polynome
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forme] de R{X] avec la fonction de C qui Ini est canoniquement associce.
Avec cette identification, la question posée consiste a trouver l'adhérence
de Z[X] dans C. Comme ¢, est dans Z[X] pour tout n, la premidre
question montre gue la fonction constante % est dans cette adhérence.
Notons que cette adhérence est stable pour la somme et pour le pro-
duit. En effet, si (P,) et (Q,) sont des suites de Z[X]| qui convergent
uniformément vers f et g sur 1. alors (P, + Q,) converge uniformément

vers f +g car [[(fa + g0) = (f + D= € Ifn — flle +1lgn — gll~- De
meme en écrivant

angn - fguoc 5 vaw“co“gn - g”oo + Hgnocl‘fn - f”oo,

on voit que (P,,Q,) converge uniformément vers fg car la suite || fnll
est bornée (puisqu’elle converge vers || filoc).

1l en résulte que Ja fonction constante — est dans Z[X] pour tout

m € N, Comme on a aussi toutes Jes fonction constantes & valeurs dans
Z, on a dans ZIX] toutes les fonctions constantes x —— L avecpe 7
E 2m

ct m € N. Comme 1'ensemble D = { gt JAp,m)eZ x N} des rationnels

dyadiques est dense dans R, Z[X] coutient finalement toutes les fonctions
constantes. Il en résulte que B[X] € Z[X] et donc que R[X] C Z[X]. Or
par théoreme de Weierstrass R[X] = €. On a donc démontré que Z[X}
est dense dans €. <

St on se place sur un segment 1 qui contient des entiers, les fonc-
tions dans ladhérence de Z[X] doivent bien entendu prendre des valeuwrs
entiéres en chague point entier de 1. Mais cela ne suffit pas. Le lecteur
pourrd atnst montrer que si I = la, b] avee b—a > 4 alors Z[X] est fermé
dans CO(1,R) (utiliser le vésultat de Uesercice 5.36 du tome 1 d'algébre).
La description générale de cetle adhérence est assez délicate et dépend
de la longuewr de 1. Le lecteur intéresse par cette question se reportera d
Uarticle de Hervé Pépin et Nicolas Tosel publié dans la RMS de janvier
2004.

Dans sa forme trigonométrique le théoréme de Weierstrass uffirme
quune fonction continue et 2m-peiriodique est limite uniforme sur R
d'une suitc de polyndmes trigonomdétriques c'est-q-dire de fouctions de

n
la forme 3 ay coska + by sinkx. On en déduit gue toute fonction conti-
k=0
nue T-périodique (avec T > B) est fimite uniforme sur R d'une suite de

T

2k
polynimes trigonométriques de la forme Z @ COS === + bisin % X

Il est alors assez naturel de s’intéresser d l aa‘herence dans espace des
fonctions continues hornées sur R muni de la norme de lu convergence
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uniforme, du sous-espuce engendré par toutes les fonctions T v cosw,
r v ginwr lorsque w porcourt R, Cette adhérence contient toutes les
fonctions continues périodiques d’aprés ce qu’'on vient de dire. Mais ce
n'est pas tout! En effet, cette adhérence est un sous-espace vectoriel (et
méme une algehre) et Uensemble des fonctions périodiques n'est pas stable
pour lo somme : par ecemple la fonction © — cosw + cos V2r n'est
nas périodique (il est focile de voir qu'elle ne prend lo valeur 2 qu'en
£ =20). Par définition cette adhérence est 'nlgébre des fonctions presque
periodiques.

2.22. Algébre des fonctions presque périodiques

Soit E 'espace vectorie] réel engendré par les fonctions ¢ — sinwt
et t — coswt lorsque w décrit R, et F 'ensemble des limites uni-
formes des suites & valeurs dans E.

1. Montrer que F est une sous-algebre de 'algébre des fonctions
continues bornées de R dans R.

2. Soit f € C°%(R,R) et ¢ € F. Montrer que fog € F,

3. Pourw e Ret g €F, onnote

s N S e
g(w) :rflljnmﬁ[c[‘e g (x)da.

Montrer que g(w) est bien défini, et qu’il est nul sauf pour un en-
semble dénombrable de valeurs de w.

(Ecole normale supérieure)
a—

> Solution.

1. Notous C algtbre des fonctions continues bornées de R dans R
munie de la norme de la convergence uniforine, IL’ensemble E est par
définition un sous-espace vectoriel de C (tout élément de F est une fone-
tion bornée sur R car les fonctions { — sinwt et ¢ — coswt le sout et
une combinaisen linéaire de fonctions bornées est bornée). Clest méme
une sous-algébre. Pour le montrer, il faut vérifier que le produit de deux
éléments de E est dans E; par lindarité, il suffit de le vérifier pour les
fonetions ¢ +— sinwt et ¢ — coswi, ol w est un réel quelcongue. Cela
résulte de formules de trigonométrie bien connues : pour (w,w’, 1) € ®3,

coswtcosw't — & cos(w + w')t + 1 cos(w — w')t
sinwi cosw't = = sin{w + W)t + = sinfw — W)t
sinwt sinw't = 5 cos(w — w')t — 5 cos(w + w')i.

Par définition, F est 'adhérence de E et il s’agit donc d'une sous-



134 CHAPCCLE 20 SUCCES [T SERIES DE FONC [GNS

algébre de C. En offet. il suffit de vérilier que F esl stable par coinbinaison
lingaire el pour le produit. Soient f, g dans I el { fy)pen, (@ )nen deux
suites & valeurs dang F qui convergent uniformément vers f et g. Alors
pour A ot g dans R, Af, + pg,, converge nniformément sur R vers Af + g
qui est done dans Vet (f,g,,) converge uniformérment sur R vers {4, Pour
voir co deinier polut il suffit dPéerire gque

| frgn — ff]”’vc = H.f'nHOOHg?’l — gl + HQHOLan — fllo

et de constater que le majorant tend vers 0 {la suite || f.]. converge
vers || fllx)-

2. Soit g € F et f unc fonetion continne sur B (pag lorcément
bornée). Si f est un polynome, il est clair que foy € T car ¥ est une
sous-algebre de €. On va passer an cas général en utilisaut le théoréme de
Weicrstrass. La fonction g est boruée : posons M = ||¢ . La restriction
do f au segment [N, M} est, d’aprés le théoraine de Welerstrass, limite
uniforme sur ce segnent 'une suite de fonctions polynduvies (P}, 2.
Commne

Hpn og— fogle= sup |Pn(t) — fit)l.
te[—M.M]
la guite (P, 0¢)nz0 do F converge urdforinément vers fog sur R. Comme
F est fermé, on a done fog € F.

3. Soil w ¢ R. Montrons, pour commencer gue §{w) est bien défing
si g est dais E. Etant donndes Ia lindarité de Pintégrale et de la limite, il
suffit de le démontrer pour los fonctions g @ # — cosat et s, @ £ sinad.

On a

1sig=uw

: T
.;T/ e et QE = eyt U i) T
T e sl A W,
ilo —w)2T s
On en déduit que, si o # w, 1 [[ p-itgiat gp <« 1 On a
- AR | T{x — w)|
i s s .
doue Tlirf — j PR = Do £ wet sl o= w.
oo 2T /¢
ot |, —hetd el l—i(rt
Sachant que ¢, (t) = f"L et sof) = %, on en

déduit Texistence de o (w) et 55{(w) -

0 el £ |l

0 s w .
— 1 ST |“| ‘ | — ;; sta = w0
Calw) = 3 M ] = lw] #£ 0 ot Sa{w) = =
. e o (
1 gia=w=0 5 S w £ 0

0 sice =w = 0.
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LEtablissons maintenant Pexistence de g{w) pour g dans F et w dans
I". 501t {gn Jnew nhe sulte & valeurs dang E convergeant uniformdément

o

. . LT
vers g. Notons ooy, la fonction T w— o7 /_T 2 gr{x)dx pour tout n

L _ . ;
closoit @ 2 T e 5T [ . e7 T yla)de. Ces fonctions sont définies sur
I DPaprds ce qui précade chaque fonction o, admet une limite Jorsque
1" = +oo, Or. pour tout T > 0 le théoriéme de majoration montre gue

i2n (1) — 5{T)

I .
< 57 [ loale) = aln)lde < liga — gl

th en déduit que la suite {y), )0 converge uniforméinent vers ¢ sur
1% . Le théoreme d’interversion des limites permet alors de dire que @
admet une linite lorsque T tend vers 400, Cela prouve Pexistence de
#{) ¢t on peut wéme noter que G{w) = im gnlw).

Il reste & démontrer gue 4{w) est nul sanf pour un nonbre
dénombrable de valews de w. Pour toul n de N, g, est combi-
naison d'un nembre fini de fonclions ¢, el s,. II existe donc un

o .
couple (k1) € N? et {wywo ... we.ar, a0, ... ) € RF tel que
€ Veet{Coy Coyy ooy Cos Sags San. -+ -2 8o, ). Soit Ay la réunion des
ensemnbles {w, wo, o we ket {anaan o et O la réunion de A, et

de B, = {—w.w € Ayl De l'dtude qui a ¢te faite de ¢, (w) el 5,(w). on
decduit gue si w & Cy,, alors g, (w) = 0.

Fou
S0it C = U Cn- En tant gque réunion dénombrable d’ensermbles finis,
7 =(!

€ est dénombrable et si 4 ¢ Con a g, (w) = 0 pour tout 1 € N. On en
dinit que s v & CL alors glw) = nr]—i.I{I—loo g, {wy = 0. Hors de Pensemble
dinombrable C') g est nulle. <]

Llensemble des walewrs de w el gue Flw) soit non nul est oppeld
i spectre de f. L'étude des fouctions presque périodiques a fait D'objet
de plusicurs problémes de concours trés inldressants © un sujet posé a
PENS Lyon en 1992 et, plus récennment. le sujet Ulm-Clachan de 2002,
fe lecteur y trouvera de nombreuy résultats supplémentaires. Signalons
que Ualgébre des fonctions presque périodigues est strictement incluse
dans DUalgébre des fonctions continues borndes (unce fonction presque
pirtodigue est whiformément continue sur R).

L’énoncd suivant gencralise ot éclaire o prewve du théoréme de
Weierstrass pav les polynémes de Bernstein downée dans Uerrreice 2.18.
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2.23. Théoréme de Korovkin (1953)

" Soit E = C([0.1].R), muni de la norme ||.|[o.. Pour u € L(E), on
dit que u est un opérateur positif {ce qu'on note u 2 0) si, pour tout
f S Ea

fz20=u(f)20.

1. Soit u € L(E). On suppose v 2 0. Montrer que u est continu.
2. Soit f € E. On fixe ¢ > 0. Htablir I'existence de ¢ > 0 tel
que, pour tout (z,y) € [0,1]%,

[flz) ~ f)l S e +ely—a)®.

3. Théoréme de Korovkin. Pour k € N, on note e, 1'élénent de E
défini par ex () = 2%, Soit (un)nen € L(E)Y une suite d’opérateurs
positifs. On suppese que pour & = 0,1,2 la suite (vniex))nen
converge vers e dans (E, |.|l.). Montrer que, pour tont f € E,
la suite (Un(f))nen converge uniformément vers f.

(Ecole polytechnique)

&> Solution.
Notons que si u € £(E) est positif, on a, pour (f,g) € E*,

f<g=u(f) <ulg)

et en particulier, pour tout f € E, lu(f)} < w(}f]).
L. Pour tout f € E, des inégalités —||fllceo < f < |[f]lcoen, avec
o+ — 1, on tite ~|fllculen) < u(f) < |[flltu(eo), et done

lu(leo < 1fllcollu(eo) s,

ce qui montre la continuité de u (Papplication linéaire u est lipschitzienne
de rapport |u{en)||oo)-

2. Puisque f est continue sur le compact [0,1], elle y est uni-
formément continue. Soit 17 un module d*uniforme continuité de f pour
E.

* Sijy — x| <, alors | f(y) — f(2)] <&

(=)

2

® 5ily — 2| > v, alors =zletona

1) - f@)] < 2l < 22 a2
On a done, pour tout (x,y) € [0, 13,

) - f@) < et 2”71#@@2,
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2||f]
72
3. Soit f € E et ¢ > 0. On choisit ¢ comme dans la ques-
tion précédente. Fixons z dans [0,1]. On applique lopérateur wu, sur
Iinégalité

| o

ce qui est I'indgalité voulue avec ¢ =

|f() — F(@)] < &+ c(y® — 2wy + a?)

o les fonctions dépendent de la variable y, autrement dit sur ’indgalité
entre fonctions @ | f — f(z)en| < eeq + c{ez — 2xey + 2%ep). On en déduit
aue Ja quantité lun(){y) — f(xdun(ee)(p)] est majorée par

cun(eo)(y) + clun(e2)(y) — 22un(e2) () + 2" wn(e0)(¥)]

pour tout y € [0, 1]. Par mégalité triangulaire on a

lun (F)(@) = F{2)] < Tua(£)(@) — f(2hunleo) ()] + |f (@) [un (€0} (2) — 1I.

On applique I'inégalité précédente avec y = z pour majorer le terme

i (£}(2) = f(@)un(e0)(x)| par
ctn (e0){) + clun(e2) (£) — 2xun(e1) () + 2 un{epi(2)).

I’ar hypothése, cette quantité converge uniformément vers la fonction
constante égale & ¢ lorsque n tend vers 'infini (le terme entre crochet
lend uniformément vers 0). De plus, comme f est bornée, le terme
[/ {z}||2en{ea)(2) — 1| converge uniformément vers 0, I en résulte qu’il
existe un rang N tel que pour tout n 2 N et tout 2 € [0,1],

un(£)(@) — fl2)] < 2e.

Conclusion. La suite (u,(f))nen converge uniformément vers f. Le
résultat de cette guestion constitue le théoreme de Korovkin. <

On retrouve en particulier la prewve de Bernstein (voir exercice 2.18)
i théoréme de Weierstruss en prenant pour B, les opérateurs définis

n
pur Ba(f)(z) = 3 CEf (g) R(1 — )"k, Ils sont clairement positifs
k=0

ot il est fucile de vérfier gue By, (ex) converge uniformément vers ey pour
h=0,1,2.

L’¢noncé sulvant concerne encore des questions d’approximation uni-
Jorme mais cette fois sur Uintervalle Ry qui n’est pas compact, Le fait
g'un polyndme non constant w'est plus borné sur Ry complique grunde-
mernt les choses.
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2.24. Approximation de Lagnerre

Soit A = 1 et ¢ > 0. Montrer qu'il existe P € R[X] tel que
Je™™ — ¢ P{x}| £ ¢ pour tout x £ Ry. Ou pourra comnencer par
le cas 1 << A< 2

(Ecole normale supérieure)

> Solntion.

e Comme lo préconise I'énoncé, supposons d'abord 1 < A < 2 et
meme A > 1 pmsque le probléme ost trivial pour A = 1. Si on met
e~ en facteur, on est conduit & c¢liercher un polynome P qui approche
bien la fouction e~ =Y, On va prendre son polyndme de Taylor en 0.
Liinégalité de Taylor-Lagrange cn 0 & 'ordre 2, nous permet d’affirmer
que pour tout x = 0,

$ k k 41 el a1
SCRIINE o et bk S R Pl i A
k=0 k! (n—l— 1)’ (n+ ])F

car 0 < A —1 < 1. 8i on note Q,(2) lo polyndme de Taylor d'ordre n
ci-dessus, on a donc pour tout z = 0,

8_":.]'1’+]

— A -z . i
7 = e QS T

Une étude de fonction trés simple. montre que la fonction majorante
atteint son maximum en n -+ 1. On a done

e p 4 1y 1

(Tl + 1)! oo V2rn

d’aprés équivalent de Stirling, ce qui tend vers O et donne le résultat
demandé. On voit que cefte solution ne convient pas pour tout A car
lorsque A > 2, on a le terme (X — 1)27! en plus et il rend le majorant
divergent.

e On va alors montrer par récurrence sur 'entier p 2 1, que le résultat
reste vrai pour A € Ip,p + 1], Le point précédent coneerne le cas p = 1.
Supposons le résultat prouvé pour M € |p — 1,p] et soit A € |p,p + 1].
On dispose dong, par livpothése de récurrence, d'unc suite de polyndmes
(Rn) telle que Ry (z)e ™ converge uniformément sur RY vers ¢ -A=Hr,
On éerit plutdt e =02 = R, (w)e™* + en(x) oit (2,,) est une suite de
fonctions qui converge uniformament vers 0 sur E¥. On multiplie cela
par la fonction e~ qui est bornée sur RY : on a

e Az 73Qn )“o‘:\

TN =Raln)e ™ €™ en (o) (1)
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cf le reste tend umformément, vers {). Par le point précédent {appligné
avee A = 2, il existe une suite de polyndmes () telle que e77Q,, (1)
converge uniformément vers e 27, Tel anssi, on écrit

e =e7"Q,(x) + En(2) (2)

avee (Sn) qui tend uniformément vers (.
Une premiére idée est de remnplacer e=2% donnd par (2) dans U'égalité
{1}, I1 vient

e=M = e T Q) Rale) + Ro(@)nie) + ¢ T ().

Mails on ne peut pas conciure car. R, n’étant pas borué sur BT, rien ne
permet de dire gue le terme R,,€,, converge uniformément vers 0.
On va procéder antrement pour fabriquer € **. L'idée est d’écrire

— A0

A .
(M en 25 et {1) en 2 pour remplacer le terme ¢ . On a done

2
e A = G_)\J.":an(;\I/Z) + én()“'r/Z):

vl le reste tend uniformément vers 0. Maintenant on remplace le terme
722 par Ry (/2)e* 4+ e7%/22,,(2/2). 1l vient

P M = Ry (2/2)Qn (Ax/2)e T 4+ Qul{Az/2)e e, (2/2) + 5, (Ax/2).

e termme Ry (2/2)Qn(ha/2) est un polyndime. Le terme &,(hz/2)
converge niformément, vers (0 sur BT, 1] reste 4 regarder le terme
Ou(ha/2)e 2z, (e/2). On voit la différence par rapport a la pretiére
tenfative © il reste ici une exponentieile et la fonction Qn(Ax/2)e="7"2
vsl boruée. Sioon nole M, sa borne supérieure. i1 suffit de faire en sorte
e dnsuite DM |leq|| o tende vers 0. Mais, (Q,) ¢tant donnde, rien
n'uterdit de choisir la suite (R,,) pour que cela soit vérifié! <

On peut en dddutre, 4 laide du théoreme de Weierstrass et d'un
chungement de variable, que le sous-espace des fonctions z+—— P(x)e™
oot dense pour lo norme unaforme dans Ucspace des fonctions continues
wr BT tepdant vers O en +oc.

Dans la série d’voercices qui vient, nous proposons des approxima-
frons explicites, de la fonction exponentielle pour le premier, de la fone-
tim cotangente pour le second.
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2.25. Convergence d'une suite de polyndémes

1. Svit € N* et k € [1,n]. Montrer que

J

i S k-1
Cnn—1)..n—k+ 1) <3
n¥ pril

2. En Jdéduire gne la snite de fonctions ([, )nen- définie par
RN . .
fule) = (1 + —) converge uniformément sur tout compact de €.
Ti

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Lrinépalité & démontrer pent s’éerire

k-1 j k-1 .
(-2 e X
iZo 7 g

Nous démontrerons plus géndralement que, pour tout p € ™ et tont
(20, 2p) < [0.1)71 on a

¥ P
1-—- H(l — .}E‘i) < Zj'-i"
i=0 =0
en raisonpant par récurrence sut .
La propriété edt évidente ponr p = 0 ¢t ¢ on la suppose vérifide au
rang p e N alors on a, pour (y,---, Ty, Zp1) € [0, 177!

ptl P
- [0 =) = (L —appn) [ 1 - H(l - @) |+ Bp
7=f} =0
» p+1
g(l—fl‘;ﬂ,l) fo’q ”}‘Tp+| Sin,
=) =

ce qui terine la démonsiration par récurrence.
2. Il est Inen connu que, ponr tout réel 2, on a

N
lirry (1 + —) =",
et Tt
Montrons que la suite de fanetions (fndnens converge vers la fonction

exponenticlle. uniformément sur tomt compact de T, Pour 2 € C ot
nc N ona

[ 2
P k

( oo Lk Z\" Y”, e
PH:Z'I{-T+ Z ﬂ(\’t (1+H) :-/_‘,Cn(”)

k=0 """ ke—ntt k=u n
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[y
Oy en dédoit que

B 2T n Cﬁ i +o0 zk
pa-e = () e B (- 5) - B g

s gqe

nin n—Fk+1) z|* =)
)oY | g BE 5T B
k-] " ket k=i 41 k!

Y aprés la question 1, on a, pour k = [1. 1]

-n(nf L 1 1’ 1(:1;1)(;: -+ 1}

b1 J
s it =1}
Hlk— 1),
2n

Soit Woun compact de C et a € B tel que, pour tout = € K. on ait
1] < e Alors, pour n € N* et z € K.

S BRI o1 e O L i
'f”(z)"'l““%;T“ P

E=nt)
'I 1
s 2n (k — .+ Z !c'
=1 2 k=n+1

//’\
\|M+
p«ls:

Sachant que  lim - = 0, on en deduit que 1a suite
i k=nt1
fidnens converge nmformunent sur K vers la fonction exponentielle. <7
On pouvait mendrer dircctement lo guestion 2 de la maniére sutvante

prenons M 2 0 et z € C avee |z| € M. A partir de

nn =0 tn—k4+1) |z]* =L
R e T T R = a D D
k=1 bF=nu+1

un peut écpire
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n{n—1))---{n—k-+

CQr
nk

1 . .
) < 1. Ainst. on peut mojorer

i — ). n—-k+1)\ M I MF
|fn(Z)—ez\$Z(17N(n ) n;gﬂ + ))ﬂ =

k=1 k=m 41

el |fulz) —ef| < (1+“)

ce gqui prouve lo convergence uniforme sur tout compoct de C.

Notons qu’il est vain d’espérer une convergence uniforme d’une suite
de fonctions polynomiales vers Vexponentielle sur tout C (voir lu re-
marque qui suil Uexercice 2.18).

. 0,

— o0

Dans Uexercice suivant on obtient le développement eulérien de la
fonction cotangente par des méthodes trés élémentaires.

2.26. Développement eulérien de la cotangente

n
1
O 5 xréel, flz) = i .
n pose pour x téel, f(x) LI k:Zﬂ} .y
1. Montrer que f est définie sur R\Z.
2. Vérifier les égalités ci-dessous :
a. pour € R\Z, f(—z) = —flz);
b. pour x € R\Z, flr +1) = f(x);
¢. pour T € R\%Z, f(2z) = 1) (f(:c) +f($+ %))
3. Meontrer que la fonction x — f(z) — 7 cotan{nz) admet un
proloengement continu & R tout entier.

4. Montrer que pour tout z € R\Z, f(z) = 7 cotan 7.
(Ecole polytechnique)

e Solation.
"

1. Posons pour z dans R\Z et n 2 1, Upn{z) = 3.
e T

écrire en regroupant les termes d’indices k et —k,
1 n 1 n n 1
Unlz) = - +
D=2+ Zx z_:(wk k)

1 i 1
:'__2w¥k2—1‘2 = 5723:;?%(:17)

. On peut
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avec uy(x) = pour k € N* et x € B\Z. Fixons x dans R\Z. Au

[ p———

voisinage de +oc, ug (ac) Le théoréme de comparaison des séries

kQ
i termes positifs garantlt alors la convergence de la série 3 ug(x) et par
conséquent lexistence de la limite de U, (z). On a done

frfl—Q-f L
(‘)_.7; xk:1k2_$2

2.a. L’expression que 'on vient d’établir prouve que f est impaire.
b.Soitn21et z € R\Z. On a

n 1 ntl 1

Unle+1)= 3 1 R
) k;11$+1+k J=htl j=§+lm+}

Un 1(z) + 1 1
= x
n-t x+n+a¢+n+1 n—+oo

Done f{ar 4-1) = f(z) et 1a fouction f est l-périodique.
c. Pourn 2z 1letxe R\%Z, on a en séparant les indice pairs et
Iinpairs,

an n 1 n—1 1
5 - -
Uagn (22) Z T+k) j; 2z 4+ 2j +j;n 204+274+1

k—

1 7 1 1111 1
ZEZ 221+1/2+3

1

1
= 2U al(z )+ U (x+1/2) — e

ce qui donne, en fajsant tendre n vers +o0,

fen) =5 (f@) 11 (24 3)).

3. Notons g la fonction définie sur R\Z par & — f(z)—7 cotan(mz).
e Montrons que g est contime sur R\Z. En tant que différence de
deux fonctions 1-périodiques, elle est 1-périodique. Il suffit de prouver
que g est continue sur ]0,1{. Comme cotan est continue sur ]0, 7{, cela
revient & montrer la continuité de f sur ]0,1[. Vue Uexpression de f

trouvée & la question 1, nous avons & prouver la continnité sur ]0, 1] de
+oo

la fonction x — Z . Nous allons fajre un tout petit pen mieux

B - a2
on prouvant cette Cor1t1r1111te sur | — 1, 1], ce qui nons sera utile pour la
snite.
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+ o0

e Considérons la fonction v @ » € |—1,1f— 20 ek Cette
k=1 %"

série de fonctions continues converge normalement sur [~a, a|, a € 10, 1],
car pour tout » € [—a, af,

2zf 2
0 K22 T2 g2

ety k?iial est une série convergente. Il s’ensuit que h est contimie sur
[—a,a] pour tout ¢ << 1, et done sur | — 1,1[. Ainsi f, et done g, est
continue sur {0, 1[, et par 1-périodicité, sur R\Z.

o Par périodicité de g il suffit de 1a prolonger par continuité en 0 pour
prouver qu’elle se prolonge en une fonction continue sur K. Pour cela, il
s'agit done de prouver que g admet uue limite finic en 0. Pour x voisin
de 0, o a

COS T 14 o{x) 1 1
0t =] - — = —(1 rly = — 1.
Tootan e =W o= — o) 3\3( +o(x)} . +o(1})

Pour 2 voisin de 0, on a dene

puisgne b est continue. Donc g se prolonge par continuité en 0, et par
1-périodicité on tout point de Z.
4. e Posons f : x € B\Z —— = cotanwz. Montrons que. comme f,

[ LT .
pour tout x € R\QE, f(2x) = 17 (f(L) +f (m+ lj)) Soit & € R\%Z_
On a ' )
7o) cos 2mx cos? mr —sinwe o« (cos wr sin m*:)
€T} =T =T = — —
sin 2w 28in wr cos WL 2 \sinwx  COSTE
7 i .
=5 {cotan T — tanwz) = 5 (cotan wz 4 cotan(mr 4 7/2))
1, . N
= () + fle+ 1/2)),

e La fonction g qui vaut g(z) = flz) — f(J) pour x € R\%Z et
prolongée & R par continuité, vérific done trivialement la méme relation
1
pour = € R\iz '

1 .
gt2x) = Slg(x) + gl +1/2)). {=)
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, . . 1
Comme ¢ est continue, en faisant tendre 2 vers & € EZ’ T # xp, on

lrouve que (+} est aussi vraie pour un élément de %Z. et donc pour tout
oo R
e La fonction {g| est continue sur le compact [0.1], done elle est
hornée et atteiut ses bornes. En particulier, il existe ¢ € [0, 1] tel que
li{e}] = max lg(x)[. Mais alors d'apres (%), on a I'inégalité
&
9(3)] _ lotoy

5 a0, o1b] )

2 2 2

ot done, @ < ble/2)|

P22 ce qui entraine [g{c/2) 2 max |g(z)]. On
2 zefoa] "
en déduit done {gle/2)] = nllgx] |g(x)] et par une récurrence imrmédiate.
x&|0,1

pour tout n € M :
Iax, lg(2} = ig(c/2") ——= 9(0)

piusque g est continue en 0. Par conséqnent, m[a,x! gl =0 et g =0,
LN}

On déduit done que pour 2 € R\Z -

n
flz)y= lun Z =mcotanmz | <
n—toc xr + k
ko—n.
Le lecteur trouvera une aufre maniére d’obtenir ce developpement 4

{aide des séries de Fourier dans Uerercice 4.9,

Les trois exercices qui suivent concernent les produits infinis. FEtant
dunnée une suite (a,) € CV, on dira que le produit infini [[ an converge
n

lorsque lo suite des produits partiels P, — [ ax converge. On note
k=0

+oo
wlors Hak = lim P, Notons que lorsqu’on développe la théorie des
k:D n—0oG

produits infinis, on impose en pius & cette imite d'étre non nulle. Aver
cette condition supplémentaire on voit facilement que pour qu’un produit
nifint converge il est nécessaire que le terme géncral o, tende wvers 1.
Nous n’aurons toutefois pas besoin de cetle conwention dans les exercices
qrr sutvend.
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2.27. Produits infinis (1)

On pose. ponr 2z € C, Lol que fz| < 1,

flor= H1+/)H(1 )

Justifier que f ost défitie, puis la calenler.
{Ecole normale supéricure)

> Solution.
Posons, pour toul. # € NY,

Th

an(7) = H(1+7 }oet ba(z H(l 2=,

[ Y

Pour que z appartienne & Uenscenible de définition de [, 1l faul ot suflit
gue les devx produits infinis cotvergent. 1 est intdressant d'avoir un
critére simple pour justifier qu'on produit infind de la forme JJ(1 + wy,)
converge. Pour avolr dos 1idées. 1rur10mun€ que (th) smt une sujto réelle

positive qui converge vers 1), On a ly H (V+ ug) == Z (1 + ug) done st
E=1 -

la série 3 In(1 + uz) converge, le produit infini eonverge. La réciprogue
ost vraje si le prodwt infinj converge vers une valenr non nulle (¢'est
pour ce genre de chose qu’il est commode de dire guau prodwt infim
de limite nulle diverge). De plos comme In(1 4w, ) ~ 4, la convergence
de la séric 3 In{l + u,) édquivant & celle de la série 3w, {on a pris wu,
positit). Dans le cas complexe. c’est un pen plus difficile car on ne pent
pas prendre le logarithme. On a tout de méme le lemme suivant, fort
utile en pratique, et qui va suffire pour 'excreice :

Lemine. Soit (u r,} e ™. 8¢ la série >ty converye absolurnent, alprs le
produtt [[(1 + w,) converge. S, de plus, on a w, # —1 pour lout n € N,
o
alors [ (14 w) nw'est pas nul.
b=

Démonstration.

»
e Posons. pour tout n € N, P, = [[ (1 + w). Notons pour commmen-

fe—t)
¢oT quie pour tout n,

_I | .
‘Pnj H(l + |?Lk‘ < H(I”:l < LT . g F!h,

k=t k=00
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o est la somnme de lnséiie Y Ju, | (cela résulte de inégalité 1 +2 < o,
vilubde pour tout réel ). Ainsi Ia suite (I75) ost bornde. Nous savons
qoe o suite (P,) converge si et seuleppent s1 la série de tenme général
MNP, P, 1) converge. Or celle-ci est absolument convergente car pour
il n 21, on a

Py — Pyl = 1Dn 1] < %]

ol lacsérie Y |uy, | converge par hypothese. On peut done conclure que la
st (Py) converge,

» Supposons maintenant 1+ w2, non nul pour towd n et montrons que
It

Ia fimite de (Py,) v'est pas nulle. Posons Q, = [ -
hop L+

pessible puisgue les oy sont différents de —1. On peut alors éerire

Q=1 (1 LMk ) e
k=0

k=1 1 e

, & qui est

Ui .
e N = — . pour tout. k. Comme la suite (1, ),en converge vers
U - :
0 tuy| e~ e, Le théoreme de comparaison des séries 4 termes posilifs
nous assure de la convergence de ¥ Ju, |- D’apres ce qui précide 1l 8"ensuit
que Qp converge dans C. Par définition on a P,,(},, = 1 pour tout 7. En

passant & la limite on o lim P, Hm Q, =1 el la limite de la snite
h—+oC H—-) 00

i{1",) 020 ne peut etre nulle, ¢

0 résutte de ee lomme que f{z) oot bien défind &1 |z < 11 en offet,
;. . 2k -
e denx séries 328 of 30328 ) convergent absolnnent. De plus on a.
L ‘Z‘ < 1,

7 H (1 - i'2!{)
(o) = [T+ = e
k=I H (1 — ,zk)

O eu déduit que

b=

ihiund n tend vers +20 le nuinérateur et le dénominateur de cotte ex-
+ox

prossion tendent tous los deux vers [ (1 — 2%). Le prodnil a, (z)b,(2)
k=1

nend done vers 1. .
Couclusion. Pour |2 < 1.1 f(z) = 1] <

L’énoneé suivan! est un bon moyen de s’evercer au calend algébrique !
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2.28. Produits infinis (2)

Soit n € N*, g, z deux complexes tels que 0 < |g| < 1 et 2 # (.
On pose

23

P(:_‘) - H(] +Q‘2k712)(1 + q2k,1:_1)

k=t
1. Montrer que P{z) se met sous la forme
P(Z) = ¢y +C1(z +z-l) 4o +'fin(z" +27”}.

2. Calculer les ¢; en fonction de n, ¢ et g.
3. Btudier les ¢, et P lorsque n tend vers infind.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. 1 est clair que P est une fraction rationnelle dont le seul
pole est 0, pdle d'ordre n. 11 existe donc des nombres complexes

ConsCo(na1)s++ - Ca—1,Cn tels que P(z) = T ez, Clest tout simple-
1—-—]1

ment la décomposition en éléments simples de P. On remargue alors
que P(z) = P(z7"), d’olt par unicité de la décomposition en éléments
simples los relations ¢_; = ¢; pour tout ¢ € 1,n}. Cela donne le résultat
voulu.

2. Powr calculer les coefficients ¢;, on remarque gn'il y a une relation
simple entre P(z) et P(g%2). En cffet, on obtient

i)

H 2k+] (]+q2k—3271)
—PL )1+q2n—4 lz 1+(] _P(ﬁ)]+q2n+l ‘
- ]+q4 ]+Q,2n, IZ—I - - qz_l_q"’n

De cette égalité qui s’écrit
e

(qz+q2”)(60+z ez 4 22" )) (14g*t'2) (cwz 2z’ )
i=1

on déduit, en comparant les coeflicients de =" daus les deux termes
gue, pour 0 Li<n—1,

2(i-+1) _2n 2n+1,

Cit+14q g +6q Q—fz+1+q

et donc 7
1— q2(n+z+1) Ci+1(] _ qQ(nn+1+I))

qz-i+1 _ q2n+1 B q211+lu _ qz(n_,;))
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O caleule directemertt

n~1 _ ql+3+---+(2n71)

-3
Cn = qq° ... q =g,

O en déduit que, pour 0 < ¢ < n, on a
2n

Cn H (1 - Q'Qk)
L=n-+i41

;= N
m—1
(124 3) 4+ (20— 1) T] (1 — 42%)
k=1
Lavsomime (264 1) + (284 3) + -+« + (2n — 1) dtant égale & (n —i)(n +14)
e'est la somme de n — @ termes couséentifs d’une suite arithmeétique).
o obtient finalement, en remplacant o, par sa valeuy,

-2 Zn .
¢ T (1—¢%)
k=n+i+t+l
G = TL—1
(1= ¢*%)
k-1

3. On fait maintenant varicr n. Modifions légercinent les notations,
v posant, pour tout n & N,

l)n — I‘[ (1 + qzk_lz)(l -Jrq%'_lzflj
koo

2 2 ) )
¢ I (-4
ei{n) = ki":““ pour 0 < i< n.
II(1 - ¢°F)
k-1

lLes différentes suites qui apparaissent ici font intervenir des produits.
[ lemime prouvé dans Uexercice précédent, on déduit iminédiatement.
quc Ia suite (Py,) converge. En effet, on peut éerire. pour tout n € N,

n n
P, = H(l + q2k:_lz) HU + q2k—1:—l)‘
h=1 =1

Los séries 3 g™ 71z] et Y lg® 17| convergent puisque |g| < 1, dene
L+ produits sont, ronvergents. Ceci rontre que (P,,) converge vers

+oo +oo
P H(l +q2}5712) H(l +q2k—lz—1}.
A=—1 =1

o v € Noot i > 4, on pent écrire
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5 2n 5 2

g I (1—¢**) ¢ TI(1—q")
o =ntitl _ fl
Ci (ﬂ) - e ] T a4t . n—i )
M0 M- 06
k=1 k=1 E=1

Le produit [[(1 — ¢**) converge, puisque 3 |¢%*| converge (car |g| < 1).
De plus, sa limite n'est pas nulle car, pour tout & € N, on a ¢** # 1. On
en déduit que la suite {¢;(n))nz: converge et que sa linite est égale a

P acat
qz H (1 _ q2k) P
I — k=1 _ q )
v o0 2 +00
(Ta-en) Moo=
k=1 k=1

La snitc (Py,) vérifie, pour tout n € N,

Pr =coln) + icf(n)(zi 4+ 27,

i=1

Il est tentant de penser que

P=ly+ Z Li{zt 4+ 27%).

=1
. li+1 q‘(H_I)2 241 . lz’+1
On a, pour tout ¢ € N, 2= = o = 't et done Hm =10.
ki q° i—too  L;

Le rayon de convergence de la série entigre Y I;z* est done infini, ce gui
+oo .
montre Pexistence de Q = lg + 3 L(2* + 7). On a alors, pour tout

i=t
n e N*,

23 +oo
Py —Q=coln) —log+ > (L—eim +27 + D Lzt +277).

i=1 i=n+1

Pour démontrer que P, — Q converge vers 0, il faut intervertir somma-
tion ct passage 4 la limite. Pour cela, il suffit que la série définissant P,
converge uniformément. par rapport & n. Montrons donc gi’on pent ma-
jorer je;(n)] pour 0 < i < n, indépendamment de n, par le terme d’une
série convergente. Ou écrit

2 2 2k
gt T (1—q™)
Fo=I
Ci(n) - n+i s

IL(1 - a2y I1 (1 - g2)
k=1

k=1
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n
L suite de terme général v, = 1 (1 — ¢?F) convergeant vers une limite
k=0
non nulle, il existe des réels a et b, strictement positils, tcls que, pour
ot € N, ¢ € |vp] € b On en déduit que, pour 0 € ¢ < n, on a
2 ;% . . . -
()| < lg]*ba™? = Clg|*". Par passage & la limite, on obtient la méme
. ) 2 .
majoration |{;] < Clg]*” pour {;. On peut alors éerire, powr 0 < m < n,

T

Pa=Ql € feom) — ol + 3 lectm) — Ll (lef* + |27} +
oo R . ,
¥ 2Ca {2 + 12|70+ X Clal” (2 + 127
i=m-1 i=ntl
< Jeolny = lo| + 32 fes(n) - Ll (J21F 4+ 12]7)
f2=1
too o ,
+2 % Clal” (2" +12177).
i=m-+1
4 n . .
Soil € > 0. Cholsissons mr tel gqne 20 % Clgl* (J2]" 4+ 12|77 € &. Aloss,
i=rmtt1

poir tout 12 22 m, on a

cilny — ] (\z\’ -+ |z _i) + .

P, — Q} < |colr) = la| + Z
im1

e terme de droite tend vers £ quand n tend vers +oo.Pour i assez grand,

on aura [Py, — Q| € 22, ve qui montre que lim P, = Q, ¢’est-A-dire que
NG

(} =P, On a donc démontré que

+mo + o +20 . ]
H(]Jqukulz)H{]Jqukwlzfl):lo_f_Zli (z’—f—z_*‘),
k=1 k=1 eS|
v est-d-dire
[ . +o0 ) +20 ) +oo - ) ‘
I [l\]' _|_q},fcf12) HU +qzk7t[1) H(l _ f{‘k) =14+ th (z-a, + :—1)’
Lo k=1 k=1 =1

ot qui peut encore s'écrire

+x .
H(l + qﬂkz—l;)(l + q2kﬁ—l;71)(1 _ q?.k) — Zq’t PR
k=1 =y
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2.29. Développement eulérien du sinus sur C

1. Soit z € T. Montrer que

.\ 2p SN 2p p—1 L2
iz 1z .
2p

2p 2p kel Ap? tan”
o .2
2. Montrer que pour tout 2z € C. sinz = z [] (1 - p—-;w-n ) ’
p=1 i
L (Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Considérons ie polvndme P = (1+i¥) —(1—iX)?P. Le coefficient
de X% est nul et celui de X277 égal b 4p(—1)*~". Donc P est de degré
2p — 1. Cherchons ses racines. Pour 2 complexe rhstmct de —i (qui nest
pas racine de P). on a

. 1442\
P(z) = 0 &= (1 +iz)" — (1 -77:z)2":(1¢:>(1- : ) =10
.
| Dk
Al = Wk, o Wy = e J;‘

<= Jk ¢ ]u, Zpkl]}

H 1 —iz
e ke 0.2p - 1], (1 +42) = w1 — i2)
<= dk ¢ [0, 7[)—1]] I —wp = —i{l 4+ wy)z
Wi
[

1
== dkec[0,2p—1], wp#—tetz=4
1+u.rg

k
== Fkc [0,2p — 1]\ {p}. z =tan )—;r

20

W - . 1 —e
apres simplification de ¢ T3 aw

en tan g . On oblient ainsi 2p — 1 racines
denx 2 deux distinctes. A un scalaire multiplicatit prés. P est donc égal
ax I (\ — tan —T) Pour k décrivant [I,p — 1],
1<k <op—1 2p
kp

((‘Zp—k]?r) ( kw) (kﬂr)
tan| ———— ) =tan|w— +— ) = —tan| —
2p 2p 2p

ef. 2p—k déerit [[p+1, 2p—1]. En associant les factenrs indices k ot 2p—4&.

ne g k
o en déduit qu'a un scalaive prés, P oest égal & X ] (X* — tan? 2—ﬂ>
k=1 P
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Iin divisant chague facteur par — tan? gz;— qui est bien distinet de 0, on
it

en déduit T'exdstence dun scalaire A € T tel que

p—1 X2
P=XXT[|l-——%
k=1 tan” Sy

La valeur de A est obtenue en regardant le coeflicient de X dans P. Oxn
Lrouve A = 4ip. Ainsi,

X2
tan? kj
Zp

po-1
P=dipX [ [1-
k=1

] % o .
ol en évaluant I en oo On arive A la relation voulue
1

: : 2Zp SN 2p p—1 2

iz i b
e
( 2p Zp Rl 4p? tan’ ';ﬂr
45

2. Suit z un nombre coinplexe. L'idée est bien entendu de faire tendre

. 2p

o AR . iz .

p vers infini dans Pégalite ci-dessus. Comme  lim (1 + = e'®

p =t 21
i\
b lim [ — e = ¢ "% {voir I'exercice 2.25), le terine de ganche de
B e 2p

cofte égalité tend vers 2isinz, Il reste A regarder le comportement du

produt,
2

P

Posons, pour 1 = k < p. upip) = _7.&_ et ug(p) = O pour

dp?tan? 25
I5

k z p. Notons alors

+x p—1 L2
Fip)= [0 -wph =[] |1 - —"—%
k=l k=1 4p? tan® o»

e prodnit qui nous intéresse. 81 & est fixé, le terme ur(p) tend vers
u

— Jorsgue p tend vers Uinfini. Tl est assez naturel d’imaginer
Mgz AR &

=
+

aque lim Fep) = H (1 —ug) el c'est ce que nous allons prouver. Il s’agit
P b0 .

k=1
d'nn probléme d’interversion de limites.
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On va utiliser la forme trigonométrigne de 1 —uy{p) pour se ramener
aux théorémes sur les séries de fonctions que nous connaissons. Comme
2

pour x € ]O, % [, tanz 2 z, on a |ug(p)| < —‘;‘? pour tout k et p dans
N*. 1l existe donc un rang N = 1 tel que pour tout £ = N et tout p,

lug(p)| < % A partir de ce rang, on peut choisir un argument @ {p) de

1 — ui(p) compris entre —g et g ;

On peut alors écrire pour k& 2 N,

1 — ug(p) = exp(In |t — ur(p)| + i (p)) avec —

63| 3

<wrlp) <

03]

+oa
On va maintenant montrer que la série ¥, (In|1 — ux(p)| + iwe(p))
k=N

converge normalement en p ce qui permettra de passer & la limite.
e On va d'abord majorer le terme |In|1 — 4 {p)|| indépendamroent
de p. Pour |u| < 1 on a par croissance du logarithme

In{1 — |uf) < In|1 —u} < In{1 + |u|).
In{1 - ul) In{l+ ul)

fae] [
0, on en déduit P'existence d'un réel o > 0 tel que | In |1 —u|| < 2|u| pour
2

Comme et

‘ tendent vers 1 lorsque |u) tend vers

|u| < @. Quitte & changer N, on peut supposer que
k = N. On a alors pour tout p = 1,

s < « pour tout

|n i1 — ue(p)|| < 2uk(p)l.

e (Occupons nous rmaintenast dun terme pp(p). On constate que
sin [px(p)]| < |ug(p)] {c’est clair sur Ia figure ci-dessus). Comme sinz 2

w
;wpourt}g:ﬂé 55 ona

lor(p)| < (o)l
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[

Ainsi, en posant C =2+ g on a pour tout p,

|1 — g (p)] + ton(p)] < Clur{p)] < :Lﬂ.|2

—+20
ce qui garantit la convergence normale de 3. (In|l — ux(p)| + ion(p)).
k=N
Cotrme la fonction argunient 2 € C\R_ —— argz € |—w | est
continue, la limite de In |l — ur(p)| + dpr(p) lorsque p tend vers Iinfini
n'est autre que In|l — wy| + targ{l — ug). Comme on peut passer 4 la
limite dans la série, on a

+c +o0
> (1 —ur(p)| +ipelp)) ———— 3 In|1 - wx| +iarg(l — ug).
p—foo
E=N k=N
l.a fouction exponentielle étant continue, exp {lu{l — i (p)| + ipr{p))
+oo
fencd vers exp ( 3o oIn|l — | +rarg{l —ug) | et, toujours par conti-

k=N
mité de Pexponentielle,

too ple
exp (Z In |1 —u| + targ(l —uk)) = H (1 —wug).

k=N k=N

On en déduit done que la liniite de F(p) lorsque p tend vers U'infini n’est

o
antre [[ (1 — ug). Nous venons de prouver gue
h=1
p—1 2 +20 2
. z z
Jn T 1-— = |- T (- 5m)

2
= t — =
k=1 4p~ tan o k=1

I'm passant 4 la limite dans la relation établie 4 la question précédente,
ou obtient la décomposition en facteur de sin z

+a2 22
sin: =z H (1— W)
k=1

Dans cette derniére partie. on s'intéresse aux condilions suffisantes
qui permettent d'assurer la convergence uniforme J'une suite de fonc-
tioms. Beoucoup de résultats sont le fruit de recherches des écoles alle-
neande et stalienne @ la fin du XIX7 sieele. Dini est a Uorigine des résultats
surpanls gui somt {rés souvent posés aux oroul des concours,
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2.30. Théoréme de Dini

Soit @ < b dans R, fn : 6,8 — R une suile de fonctions
contimies qui converge simplemnent vers une fonclion contime f.

1. Théoréme de Dint : on suppose que la suite { fp ), en o8t crois-
sante, i.e. fn, € fne1. Démontrer que la convergence est uniforme.

2. On suppose que chaque fonction f, cst cromssante. Montrer
que la convergence est uniforme.

3. On considére la suite de fonctions (p,).zo de [0,1] dans R

n 1
défimie par pg = 0 et pry{®) = pu(r) + 5{.}' — P2 (x)) pour Lout n

et tout 2. Montrer que la suite {p,, ), »o converge uniformeément sur
[0.1].

(Ecole polytechnique, école normale supérieure)

> Solution.

1. Nens proposons deux rédactions pour cette question.

¢ La premiére repose sur la propriété selon laquelle lintersection
d’une suite décroissante de compacts non vides n’est pas vide @ posons
pour n 2 0, g, = f — fo 2 0. Alors {gn) est une suite décroissante
de fonctions continues qui converge silmplement vers la fonetion nnlle.

Notons an = ||lg.loe. T s’agit de prouver gne cette sujte converge vers 0.
Comnie a,, = sup gn(x), la suite {o,) est décroissante et positive. Elle
€ |a,b]

converge done vers un réel o 2 (). Ralsonnons par Pabsurde et supposocns
e > 0. Considérans pour n > 0 les parties

K, = {m € la, b, go{a) 2 %} )

Chaque partie I, est non vide, bornée car contenue daus [a. 5], et en tant
quimage réciptoque du fermé [a/2, +o0[ par la fonction continue g,,, I<,
sst fermée dans [u, b] donc dans R. Comme g1 £ g0 on a Ky © Ko
Tl s’ensuit. par le théoréme des compacts emhboités, que ﬂ K., est non
n2t

vide. II existe donc ¢ appartenant a tout K, et par conséquent tel que
galc) = % pour tout 1, ce qui contredit la convergence simple vers ().

¢ La seconde rédaction fait appel 4 la propriété de Borcl-Lebesgue.
Sort £ = 0. Les parties

O = {z € [a,b]. fl0) —¢ < ful2)}

constituent 1me suite croissante d’ouverts de {a, b @ en effet, Q, est
U'image réciproque de Pouvert | — oo, ¢[ par la fonction continue f — f,,
c’est donc un ouvert. Comme f, < fay1, 3, est inclus dans €,,,4.
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Comme la suite (f,,) converge simplement vers f, la réunion des €2, fait
[, B] tout entier. Comme {a, b] est compact, en vertu de la propriété de
Borel-Lebesgue, il existe ny € N tel que 2, = [, b]. Dans cex conditions,
simznyet n e fwblonw fla) — fu(e) e ct

J(@) — e < fu,(0) € f(2) < fla).

Ainsi |[f — fo]| < £ et la convergence egt done uniforme sur fa, 3],

Ce résultat fondamental constitue le théovréme de Dini. Le résultat
de lo question suivante est souvent qualific de second théoréme de Ding,
paire méme de = faur Ding =.

2. Sur un ensemble fini, 1a convergence simple édquivant a la conver-
sence uniforme. On va done se ramener & une subdivision (tinie} de [a, b]
cl. controler Véeart enire f ot f, s le reste du segment grace & Uhy-
pothése de monolonie,

Soit € > 0. La fonction [ est, continue sur le compact |a, 6. Diaprés le
théoreme de Heine, clle est nniformément continue. Considérons n > 0
nn module d’uniforme continiité de f pour © et une subdivision S =
(0 =ayp < a; < v << ay_ <a,=>0 de [g 0 de pas inférienr & 7.
Il existe ng € N tel gue pour tout entier n 2= ng eb tout 1 € [0, n],
|f{a,) — falas)] < e. Soit m 2z ng et & € [a,b]. Supposons a; < & < gy

awee 07 €n— L Onalf(x) — fla;)] € e ot on pent alors ¢erire

|fla) = fal@)l < fla) = fla)| + if(ai) = fulad)] + [fnla) — falz)]
Setet (fole) = fole))
< 26 4 foldier) — Falas} (car fi, ost croissante)
< 2e 4+ [frlosg ) — o) + [flaiq) — flag)]
L 1f ) Fulo)
Se.

bAN

Lo convergenes est done uniforne,
3. Cette question offre une application du (premier) theéortne de
Dini. Soit a € [0, 1] fixé. La suite p,,(x) est la suite récurrente associée A

Iy fonction gy <0 — £ 4 5(1 —1?) avec la condition initiale pg(x) = 0. Les

points fixes de g, sont —/x et /r. 11 est facile de woir que Vintervalle
[0, /| cst stable par g, ot que celle-ci y est croissante avec g.(1} = ¢
powr tout £ € [0, /z]. On en déduit gue la suite (p,,(2)),,»0 est croissante
ol eonverge vers 4/, La fonction racine carrée étant continue sur [0, 1]
on peut appligne le résultat de la question 1 ot dire que la canvergence
dedasuite (2,0 est uniforme, <

Oun potera que dans ks deie résullats de Dini hypolthése de conti-
it de foest fondamentale. Le lecteur trowvera sans mal des exemples
oir la convergence n'est pas wniforme si on dte celle hypothese,
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Dans Uerercice suivand, on utilise le théoréme de Dint pour s assurer
de la continiite d'une limite simple.

2.31, Un thécréme de point tixe

Soit H : {0.1]? +— R, continue telle que, pour tout = € [0, 1],
H{z,z) = 0. Pour toute application i : [0,1] — R bornée, on pose

Wie 0.1), (T = inf (o(s) + (£, 5)).

se[0a]

1. Montrer que T est continue, Ou définit done ainsi une ap-
plication T de C(I0, 1], ) «lans hin-méme.

2. Caractériser les points fixes de T (vue comme application de
C([0. 11 ) dans lui-méme).

3. Montrer que T est continne de C{{O, 110R) dans lui-ineme ponr
Jit norme infinie.

4. Soit € C([0, 1], R). Moutrer gue la suite (T™ )y ~0 converge
nniformément vers un point fixe de T

(f]cole polytechnique)

o> Selution.

1. Dapris le théorime de Heine, la fonction 11 est uniformeément
coutinue sur le compaet [0, 1]%. Munissons R? de la norme définic par
[ )]l = max(|z]. [y} Pour tout & > 0, i} existe done 1 > 0 tel que
It ) —H( &Y < esi[(so ) — 8, 3] & g0 St et ¢ sont denx déments
de [0, 1] tels que [t — | < . on a ponrtout s € [001], [[(s,8) = {s,¢)] <5
ot done [H(t,s) — H({". s)| < 2. On en déduit que, powr tout s € {0,1],
or i

T () € ) - H(L8) < pls) 4 L, 8) 4 e,
Cela étant vrai pour tout s € [0.1], on &
Telt) < Ty{t) + &

En échangeanl les rdles de £ el ¥ on obtient de eme T, (07} < T (f) +¢
ot finalement
[Te{t) = Tott') e
Cect démontre la continuité de T,
2, On cherche les fonetions = de C([, 1, R) telles que Tp{t) = ()
pour tout £ € [0,1]. Notons ddja que

T.(4) < )+ H{L ) = o).
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Poar avoir Uindgalit® inverse, il fant ¢ (8) < () + H{s, £) pour tout
+ e [ 1) Finalement, o, est un point ixe de T i, ponr tout (s, 4) € [0, 1],
oA

(1) < 9(s) + Tt 5),

3. Soit ¢ et ¢ dans C(0 1, B). Ou a. pour tont (s.¢) € [0 12,

T (1) < o(«) + Hit. s)

< p(s) — 9(8) + ¥{s) + Hit. 5)

<l @lloe + '(s) + H(t, 5)

¢ en dédigt en prenant la barne inférienre dn second membre. que
oA Tot) + e — p)ec. Tes fouctions @ el & jonant le ménw role.
cn obtient pareillement Te(t) s To() 4+ @ — )|~ <t donc

(T8~ T e - bl

Uela étant vral pour tont £ & [0, 1], on a

W = Tolle < e — il

I application T est continue powr la norme infinie. paisdque lipschitzienne
ile rapport 1.

4. Nous avons démontré dans 1a question 2 gue, ponr o = C(J001]R)
el e 0, 1] on a To() < (0. O en déduit que, pour tont 7 € M, on a
) ;"’“(t) < ). La suite (T304 Jnow est done décraissante. pour taut
Co 10 1) Montrons gn'elle ogt bornda,

Llirnage de la fonction mlle par "I ¢tant 1a fonction nulle, 11 résnlte
de la question 3 que Vona, pour @ € C([(L 1, R), [Tyf < [l - Onen
Joduit que T suite (Hl::”_() décroit. En partiendier, ||r‘j])x % ol
por tont no& B et done ponr tout £ ¢ [0 1], [TU(] < [lpfe- Ponr
roat £& [0, 1], Lo suite (TZ(#}),cn cst bornée: elle et done convergente
prisep‘elle est décroissante, Lo suite l;’) converge done simplement sor
l'lervalle [ 1), Notons f sa lunite, Cetie fonction est hicn conlime sur
[0 1] ¢ en effet, prenons £ > (1 Dans la premiére question, on a pronve
I'existence de > 0 tel que pour tonl &1 € [0, 1] avec |f — /| < ) et
tomte application & bornde sur [0 1], {1 (8) = T (¢7)] < £, En particolier,
=t <y ponr tous w2 00T = T7(1')] < 2. Kn faisant tendre
vovers Uinfind, il vient [f(8) — J#9] < £, La fonction f o3l hien dans
01 Ry

Montrons que f est un point fixe de T. On a. par défimtion de T,
powr (8.8) € [0, 1]2,

T ()t = T(T* e ))(H) < T Hp)ls) + (T, 5).



160 CHAPITRE 2. SUITER BT SERIES DE FONUTIONS
En laisant tendre n vers 400, on obticnt, pour tout (s, ) € [0,1]2,
FE) < fls) + H{E s).

Or neus avons vu dans la question 2 que c’est la condition pour que f
soit un point fixe de T. L’application f est donc un point fixe de T. En
particnlier, il résulte de la premitre question que f = T(f) est continne
sur [0, 11, 1 reste o démontrer que la convergence est uniforme. Cela
résulte du théoreme de Dini {voir 'exercice précédent) appliquée a la
suite (—T™{ip}) sur le segment [0, 1}, <

2.32. Suite de fonctions lipschitziennes sur un compact

1. Soit [, ] un segment de B ot {f,)n 0 uuce suite de fonctions
e-lipsehitzienues de [a, 8] dans B g converge simplement vers uue
fonction f. Montrer que la convergence cst upiforme sur [o, ).

2. Plus généralement soit K nn compact d'un espace vectoriel
normé et ( fr, )rony une suite de fonctions e-lipschitziennes de K daps
K gni converge simplewent vers f 1 K — R Moutrer que la conver-
gence est unilorme sur K.

(Ecole normale supérieure)

> Solation,
1. Lridée est de se ramener a un ensemble [ini de points, lo caractére
c-lipschitzien de toutes les fonclions f, permettant de contrdler ce gui
se passe ailleurs. Plus précisément. soit, £ > 0 fixd et une subdivision
. s . £

S={ry=a<a < <r,=b)dnsegment [a,b] de pas inféricur & —.
3¢

Puisqne la suite { fi 20 converge sitaplement vers f. on peut tronver un

rang N tel que pour tout > N et tont & € [0.p], | fulze) — Fleg)] <

| r

1
.

A

Soit © € [, b un point quelconque ct ¢ tel que & € [;, 24 ). Pour tont
n=Nona

Lo () — Fla)| < [ fulon — fula)] e — flas)| + Uf (e = fLe)

e
Lol — x| + gt

5 T

= £

a
|
+
G|
L]

car la fonction J est clairement aussi o-lipschilzicune. On a donc la ma-
joration || f — flleo < € pour tont v 2 N ce gui prouve le résultat.

2. L’idée cst exacternent la méme : la préeotupacité de I permet de
trouver un noubrs fini rg.. .., &, Jde points de K tels que les boules ou-

£ . -
vertes B (:r:i, — ) recouvrent K. Cela se montre faciloment par Pabgurde

3e
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{voir le tome analyse 3 pour de nombreunx compléments sur la notion de
précotpacité). Soit £ > 0. On choisit N tel que pour tont n = N et tout
=

be [0,pl \fnlee) = flexd = é et la fin de la prenve ext absolument
ientigue a celle de la gquestion 1. <

Cle résultat est niilisé dans la solution de Uerercice suivant.

2.33. Convergence uniforme de suites de fonctions convexes

Soit { fi,)s,cn tne suite de fonetions convexes sur le scgment [o, B]
(qui converge simplement vers f. Monlrer quue la convergence est
uniforme sur tout compact de Ja, b,

(Ecole polytechnique)

i~ Solution.

Liidée est drutiliser la convexité pour controler les variations de f
entre deux points, afin de passer de la convergence en un hombye fing
cle points & une convergence nniforme sur tout un segruent jo, 8] Cla. bl
Plus précisément, nous allous éevive Vindgalité des pentes cvoissantes .
pour une fonction convexe g sur [a, b, ot tont & < y < z Jdans [0, 5. on
i cdome

=

(£} Zul)  olw) =~ g(z)

T .

gle) —aly)
x-y  x—z ) y—

Fixons a < F dans Ja.b[. Pour tout n € N, et tout » < g dans [a, J]. oo
n alors

Ful@) = Fala) . Jale) = Fuly) _ [u(0) = Jnl9)

6 — 0 ) -y - b3

: —
OI a o T v B b
cr "u [ .ﬁ .v f) - il &1 :
I‘(‘h qud.”f-lfﬁ'.‘j j—-&—‘gﬁ ct i%;g_(} (‘()IIVC[‘UDPHL I'(‘Spe(_'fl\‘P“i.(‘H(;
L — (¥ —

VTS &{)_—ﬂﬁ t !ﬁ) - f{b)}

i . Elles sont en particulier borndes, 11
i — Ck h —
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oxiste done M réel stricteinent, positif tel que

(a) — falo) Py Wy - A N Futb) = Jul ) <M,

f)?
Mg -
- -0 ) T -y = h—3

Par conséeuent, toutes les fanetions f, sont, M-lipschitzicnunes sur (e, 3].
On se reportera alors a Pexercice précédem ponr en dédnire la conver-
gence uniforme des f,, vars [ sur [a. 7], <

Les Lrois ecercices survants sand difficiles el ndeessilent ko mise cn
eunre du procédc dextraction diagonule di o Cunter,

2.34. Théoréme d’Ascoli

Soit. (fn) nne suite Capplications continues de B dans B et A
nue partic de R,

1. Onosuppose que,

Vee A, M, e R, Yne N If () <M,

Montrer qu'il existe une snite extraite de (f,) qm converge stimple-
ot sur A lorsgue A est find ou dénombralle,

2. On ajoute 'hypothése saivante : pour tout ¢ > (4, ct tont
e Rl existe = O tel que

Yne N, YypeR, [r—y<n—>|f, () — .l;z(y)i =

in

{om pacle déquicontinutd de la suate (fi)).
Montrer quii'il extste e suite extraite de (f,) qui converge sim-
plement sur R of gque la convergence est yniforme sur tont corpact.
3. Réaproquement, si la suite {f,) converge nuiformément. sur
tont compact. mantrer qu'clle est uniformément, arnde gur tout
cormpact ot equicontine.

(Ecole normale supérieure)

L+ Solution.

1. Supposons A lini, A = {ar.ae.. .., e} La suite (fu(a))) ost
borude par hypothese. Daprées le théoreme de Bolzano-Weierstrass, on
peut en extraire nne sons-suile couvergente, Soit done o) e extraction
telle que la sous-snite (f. ., (A1) soil convergente, vers un réel (. La
snibe ( fo, (ny(@2)) vst hornée ot on peut choisir e extraction @y de telle
maniere gue la siite (£, 0,60 (@2)) converge, vers un réel £2. On véitére

ce procédd pour construire par véoirrence des exteactions 2, tolles aue
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A

(hrpuose (1} = 0. opu(n). Pour 1< i < p, la suite (e, (@) ost
ane #itite extraite de (f o oo (a0 qui converge done vers 75, La suite
( I}.:,,)) converge simplement s AL

o Lotsque A = {u,}, oxt nfind dénombrablies on défnit comne
pricedemnent les extractions ¢, ot on pose win) = @ o ¢ o, (n).
Alors, pour tout p = 1, la suite { fue)(ap))nsp cst une suile oxtraite de
i oagptng () b epe gl converge vers £, P effel. n — 1< n £ o{nh
done

Epg ] S = r—1 (” - 1) < ’;5‘;)-4—1 D00, ) Uy ('”]

ot fumta,) = Feromoepteppion ooy (p}h converge vers £, La suite
i Fagny } comverge shiimpleent sur A.

Cette construction J'nwne sous-suile convergente, exiruite d wne fu-
midle dénombrable de suates, porte Ie nom de procddd diagonal de Cantor.
Onen trovmer une spplication dons eeercice siavant.

2. Prenons A = 3 DVapres la question précédente, il oxiste une
extraction ¥ telle que la snite {(f,,)) converge simplement. Notons pour
02 00 g = fren- Lasnite (g,,) est équiconlinne ot converge situplemont
1A “};A

e Soit £ = O el vy € RO exisle g > U tel que si |y — o = o
alors gq () — g, () < 2 pour tont @ & [ NMoentrons gue Ta suite (g, (o))
copverge 4 Palde do eritere de Caneliy, Soit g un rationnel avee | -] < 7.
Aors pour # ot #' entiers naturels,

|{J'f¢(:‘r:) - f}w(ﬂ’” <-‘£ l.’]n(l‘) - gn(ﬂ” + ’grﬁ(q) - g"”(q” -+ rg’l'(Q) - fl’”'(;r)l
26 1 g la) = g tadls

Oh o lacsuite {guly)) ¢tant convergente, elle ost de Cauchy @il existe ng
eutier naturel tel guesin 2 ag et o' = ng. g, (0) - gn (@}] < 32, Dans ces
conditions. b siite ((g, ()} est de Cancliy, done elie convarge puisgue K
et conuplet.

Alnsi, 1o, suite (go),en converge situplement sir |,

o Montrons qoe la convergence cst amiforme sur tout compaet. de R
soit K un compact de R Prenons £ 2 001 existe alors pour fout o € R,
un véel strictement positif g, Lol que

Yne M vye R | —yl < = |gu(e) — g i) < 5.

Fupassant & la imite dans la derniére inégalité. on a pour o — i| = 1,
ala) -g(y)] £ . Les onverts o — iy 241, | recouveent le compact, Ko Par
I theoreme de Dorel-Lebesgue. on pent en extraire 1n sons-recouvienent
oz il exdste oy, . x, tel que
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P
KcC UJ'T?" — Hy 4 + T, [
g ]

I existe wn rang ng tel 810 2 g, ona powr chame 1,
lgn (i) — ylas)| = c.

Sir € K.oou pent tronver @ tel que = € Jag - om0, + 1. [0 STon 2 no,
D1l A

< gale) — g ()l 1 [aala) = gle)] + glas) — gle)]

< 3e.

|9 () — i)

II ¥ a done convergence wiilorme de la suite (g, ),0m s K
3. Supposons que ([, comverse nniformdinent suy tont compact
vors f. La foantion [ ost alars continne. Soit K nn compact.,
oo = Supig(x)]. Par hy-
TEK

o Por g : B —+ R continue, posons ||g

pothese, la snite (i, — fllac) converge vers 0, elle est done bornde par
M SzreKatne N ona

[fatd] s (@) 4 Fule) = L)< [ f oo + M.

Done o smte ([0, o estuniformément, harpede sor K.

o Soit 1 € Woet 2 > L1 existe o> O tel gue ponr je — pl =0y
|f) — Fugdi <0 20 Pone tout oo WLl existe 7, > 0 que Ton pent
preuere infericar on dgal by tel gue

Ve R |z gyl < —> [fle) = L0 < e

Iy a convergence uniforme de la snite (f),en sur [ -1y, 2+ ). Pronons
ng € N o] gque pour tout v = g,

Yy & o=l [falu) - flp)] < e

Ston pose y’ = win{y go, g1, . me ) 000 A ponr a2 oy, of tont gy réel
fel gue | — y) < il

k) = Lol < 1fuGe) = F)l + [ Le) = Fldl + 10 () — Sl

< 3

Tnoed

St < ng. on e ponr y réel tel que [z — | <o | fule) — fulo)] € 2 < 36
Ea suite: (fy )2 05t done équicontinue. -1

Co théaréine permel de coractiériser les parfies compactes dans }'es-
pace des fonetions coplinues wunt de lg norme de la ropvergonce nm-
forme® - pour qatune partie Hode Clla, WPy mani de do norme || | s
sott eomppaete, 1 foul el suffit guwelle sod fermee bornde et Cpueontme.

I, Voir par eseimple SowaR) 4 1:|;.:)‘ Anafyse hfberbierno, Herntana, 1079 10 129
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erereice sutvant braile dan cas particulior du théaréme d’Ascoli,
o affet. ane suite de fonctions N-lipschitziennes, constitue clairement
e famille dquicontipue.

2.35. Un cas particulier du théortme d’Ascoli

Svit M 2 0 et (f5)nzo une suite de fonctions de elasse C' sur
[0.1] vérifiant | £, () + | fL(x)] € M pour tout » € [0, 1]. Montrer
(u'il existe une suite extraite de (f-,,,)n:;(] qui converge nniformément.

(Ecole normale supérieure)

Solution.

On va dans un premier temps consiruire une sons-suite de (fn)nen
i converge simplement sur les rationnels de [0, 1], Pour cela. on ap-
pligue le procédd diagonal de Cantor @ notons (v,) ey los clémoents de
N[0, 1], Par hypothése la suite ( fr(ro)} o est barnée. On peut done en
estraire une sous-suite convergente (fi, ) (70))nzo. De la suite bomée
ot (71 nz0 on peat dgalemment extraire une sous-suile convergente
U oprmg o (P nzo. Bien entendu Lo suite (f o0, (o) Insn converge
tgjonrs. G itére co procedé. On construit done nue siate ()50 de
leuetions stricteient crolssantes de N dans N tolle que ponr tout entier
poel ot ke [0,p], la suite

f‘ﬁ('"w‘l v, (1) (T‘l‘})

CONVETge. Bi on pose g, = foiopioepn(n)> O A UNE sulte extraite do
Ufinen telle que pour tont k., la suite (gn,(rx)) converge (on pourra so
reparter & la premitre question de Uexoreice précédent ponr los détails).

Nows allons prauver que fu sulte (g5,),en répond au probleme. Tont
dabord, en wontrant quielle converge simplerrent snr [0, 1], puls de
wauiire nniforme. Les fonctions g, sent de classe C' et en partienlier,
clles sont M-lipschitgiennes. Prenons « € [0, 1] ot vérifions que (g, (2)}new
it une suite réelle de Canchy, Soit 2 > 0. On choisit ¢ € [0, 1] rationnel
el que & — ¢ < & Powr tout n.one € N, ou a

UTL('JI") = fin (‘?” + |."]n((f) - !}’n»(‘]” -+ ‘gm((]) - U;'n(-“vf)l

;.Un(:f:) - gm(fﬂ')‘ ‘\<-.
< 2Me + |gulg) — gnal(a)].

Cotme (g, () ,en converge, 1l existe 7y € N tel que si nom = nyg,
Vi () — ga b)) 5 = Dans cos cowditions, st 7 na. on o la majoration
ey, () = g ()] < (ZM 4 1) 2 la suite (go2))nen o8t Dicn de Cauchy,
oL R étant complet, la suite (¢,)qc)1 converge simplenent, sur [0, 1] vers
e lonetion gue nous noterons ¢,
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Le fait que la convergence est uniforme est classique et découle de ce
que les fouctions gn sont toutes M-lipschitziennes. Le lecteur trouvera

cela dans la question 1 de exercice 2.32 qui avait été posée romme
premiére question lors de oral, <

Voici un aulre situation ou apparait le procédé diagonal de Cantor.

2.36. Théoréme de sélection de Helly

1. Seit E © R dénombrable et {f,) une suite de fonctions de E
dans R telle gque pour tout # et tout x de E, [fr{t)| < 1. Montrer
qu’il existe une sous-suite de {fy) qui converge simplement vers une
fonction f : E — R.

2. Soit (fy) une snite de fonctions croissantes de R dans [-1,1].
Montrer qu’il existe une sous-suite de (f,) qui converge simplement
vers une fonction f: R — [—1,1].

(Ecole normale supérienre)

> Solution.

1. On applique le procédé diagonal de Cantor comme dans I'exercice
précédent avec (rplpew la suite des éléments de E pour construire une
sous-suite de (f,) simplement convergente.

2. Utilisons le résultat de la question précédente en prenant pour
E l'ensemble des nownbres rationnels. Oun peut supposer que notre suite
{fn) converge simplertent sur  vers une fonction f : Q — R. Cette
fonction est croissante sur €). Soit » un nombre réel. Supposons que f
admette la méme limite £ 4 gauche et & droite en z. Soit & > 0. 1] existe
donc 5 > 0 tel que pour ¢ € [z —n,z-+ 4] (¢ rationnel), [f{z) —¢| < e. On
choisit deux rationnels a et 3 tels que o € [x —n.z] et 3 € [z, x + 5.
On a pour tout entier n. f.(e) € frolx) < fR(8). Pour n assez grand,
fu(3) € F(B) + e et fala) 2 fla) — <. 1l en résulte que pour n assez
grand,

-2 flo)—es @ S f(N+e< 42

Ainsi, la suite (f(£))nzo converge vers £
L’ensemble D des points z tels que limf < lirll f est an plus
i fed

dénombrable : en effet, pour chaque x & DD, on peut choisir un rationnel
gy compris entre lim f et lilJP f. L’application € D — g, est clairement
o €x

injective puisque f est croissante. I ’ensuit done que D est dénotnbrable,
On peut done, par une nouvelle application de la questiou 1 extraire de
la suite (f,, ) une sous-suite qui converge simplement sur D, Bien entendn
cette sous-suite converge encore sur R\ D. <
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Dans Vezercice suwivant on montre que pour une suite de fonctiony
nrises dans un sous-espace de dimension finie de C°([0, 1], R) la conver-
gence simple implique aulomaliguement la convergence uniforme.

2.37. Suite de fonctions d’un sous-espace de dimension finie
de C°([0, 1])

1. Soit d € N* et (Pn)nzo une suite de Rg[X]. Montrer que
{(P1)nzo converge uniformément sur [0. 1] st et seulement si (Pp)nzo
converge simplement sur [0, 1],

2. Soit V un sous-espace de dimension finie de C°([0,1],R) et
(fr)nzo une suite de V qui converge simplement sur [0, 1]. Montrer
que la convergence est uniforme sur [0, 1].

(Ecole normale supérieure)

> Solution,

1. Onsait qu'un polynéme de Ry[X] est déterminé de maniére unique
par ses valeurs en « + 1 points. Soit xq, 21, .. .. &g des éléments distincts
de [0, 1]. En notant, pour 0 € ¢ < d, le i~ieme polynéme interpolateur en

SN J
e onobtient P, = ¥ Po(m)L.
H(a:z- — ) i=D0

ki

sSupposgons que {Pp)aze converge simplemnent vers une fonction f. Pour
lout @ € {0,1], on a

ces points. défind par L, =

d d

S@) = i Pale) = 32 Pa(eLi@) = 32 F(eLife)

On en déduit que, pour tout x € [0.1],

d

d
[Pa(z) — F(@)] € 3 IPale) = Fl2a) [Lala)] 3 iPulai) = Fla)] Ll
=0

=0

ot done

d
1P = FIl < Y2 1Pala) = flaa)] | Lalloc-

=0

Atnsi (|Pn — fll) converge vers 0 et la suite (Pn)nzo converge uni-
formément vers f. La réciproque est évidemment triviale,

2. On s'ingpire de la gquestion précédente et on va montrer quun
élément de 'V est déterminé par ses valeurs en un nombre fini de points.
Notons p la dimension de V et soit (g1, g2.. .., gs) vne base de V. Cest
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nn résultat classique quil existe une suite (22, ..., 2p) de points de
0, 1] telle que det{q, (9144 50q # O (le lectenr en trouvera une preuve
dans Vexerciee 116 dn tome algtbre 2 of une antre dans Yexoreice 6,23
du tome algébre 1),

Exprimons chiaque fonction f,, daus 1 base de V. Pour wont no € N,

P
ilexiste (0, 1,00 0,00 g} tel que f, — ¥ a, .9, En éerivant cetge
=T
égalite aux points o7, . on obtient
n
vie [[la[’llp .!.u(q"]) - ’S_ dn,n.‘n’l(‘f"J)-
=1

que Pon considére comime un systéme linéaire de p équations dont les
inconmies Sonb ey 1-@a.2, .. . 4,4 Le déterminant det(g;(25)) 10590 du
systéme n'est pas nid, done 31 posstde nne solution unique. donnde par les
formules de Cramer. En notaut Cq, Co, ..., €, les colonnes de L matrice

Falx)

(it g g on of X I veeleur-colonne . on ohtient, paur

Fulap)

toul ¥ <Xi < p,

des(Ch .. Cimry X, Gt Gy

dCL(gi({E” Ngiggn

()H‘t =

A fixé, la suite (a,, ;) apparait cormnwe une comhitaizon linéaire des
suites {(fole,)) (3 <4 7 50 p) Chiacune de ces suites est convargente, cat
(j'“} converge simplanent, donc la suite (o, ;) couverge. On note o, sa
limite. De Pégalite.

of
v < [0, fule) = Z’lw:i.(}i(”a

=1
nn tire par passage A la limite,
d
Ve £ 10.1], flr) = _S_‘(J,lg,;(;t:).
11

On en déduit, pow tout e 0. 1],

o i
Ifn (11-') - f(f)’ g Z |an,'i- - (l«g[ ,(11 ([H ‘<< Z fﬁ"w,xi - a‘i! ”ch,\D

p=1 i1

et Jdone

d
I £a07) = Fla)lse € lows — asl [gilleo.

=1
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Cela montre que (| f, (2} — )|l } tend vers 0 ¢t done que la suite (f,)
comverge weiforméiment vers f s [0,1]. 4

On a montr¢ de plus que la lomile | apperticnt o RajX] dons
le premier cas et g V dans le second. Ce nlost pos dlonnant puis-
qulun sous-espace de ditnension finde d'un espace vectoriel normé, ict

U0 RY. || Hoo) est fermé.

Le dernier exercive du chapilee ost plus ancedotique gue les prieddents
mads pas facile pour aulont,

2.38. Critére dc convergence uniforme

Soit £, [0,1] — R wne siite de foretions telic que pour toute
suite convergente (i, )acn de (001 Ta suite (f, (2, yen converge.
1. Montrer que in suite (f,) converge simploment sur [0, 1] vers
une fonction f.
2. Prouver la conthmité de f,
| 3. En déduire que la convergence de (fy,) vers f ost uuilornne.
| ( Eeole polytechnigue)

I Solution.

L Soit w € [0, 1]. En applignant Phypothése avee Ta suite constante
epado a4 @ on pent athrmor que la suite f, (2} converge. On note fiw) sa
limite. Notong alors qrie ponr toute suito {7, ) qui converge vers x la snito
falry) converge vers f(2). En eflet, pour le wnontrer il suffit d*uppliquer
Fhivpothése avec 1 siite (y,,} définie par yy, = 22, ot yopq1 =0

L folys) = Wn fopen) = Hin Fp(esp) = lim f(2)

nfﬁ*l—]n')u In (’.U'ﬂ) - jaﬁljloo fﬁﬁ—%i(?}"ﬁp-}—]} = phrra[—]x fop () = flr).
Lndeité de la limite permet de conclure.

2. Ratsonnons par Pabsurde el supposons qiril oxiste a € [0, 1] tel
qhe fre soit pas contitnio en g, Il existe alors € > 0 el une suite (r,) qui
comverge vers @ Wlle que ([, ) — St & ¢ pour tour i Par hypothise,
ponr toul a1, on a

i i) = S

On peut done choisir .2(0) € Notel que | f.ny{zo) - Flou)] €
Jony(@) — flay)

|ﬁ % On peut
< % . On coustruil

o

choisir ensinite (1) > (0} tel que
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ainsi par riécurrence une fonction @ N —— N wtrictcment erojssante en
cholsissant (p) = (p — 1) lel que

Lot = Flz) <

B en résulte pour tout p € Meue (£ 4(r,) — flal 2 é Posons pour
ne NN, =7, 8l ns'éerit o= o(p) avec p < N el X, = a sinon. On
vérilie aisément que (X,,) converge vers a. D'aulre part. on a peur tout
pe N

[£ oty (Xom) = f@)] = Vs () = Sro)] =

si bien que ba suite (f0)(Xpqn) pen ne converge pas vers f(o). Comme
cest une suite extraile de la suite (f,(X;))pen, celle derniére ne peut
converger vers f(a), co qui est contrae a Mhypothese.

On conclut done que 1a fonction f est continue.

3. Raisonnons par absurde ot supposons qite la cotvergonce n'est
pas uniforme. Tl existe alors une sous-suite de (|| f — fr |loo ner e conver-
goeant pas vers U0 antrement dit, 1 existe @ M — N strictement crois-
sante avec pour tout 1 € N

| N

Z .

‘f)(“./

sup [ S = Sopa ()

€[]

- Hf - f-p(m

Par definition de la horne supéricure, il existe @, € [0, 1] tel que

}f(-’f/'n) - .Uu(iifﬂﬂ =

o gy = foay

Lol M

Comme [0, 1] est compact, on peat oxtraive de (n)aer une sous-suite
{ryi)uzo (avee ¢+ N -— N strictament cromssante) convergento. No-
tons & 1a limite. On a

‘f(‘riﬁ(n)) - -UTP(TI)(IU’('IJN 2

b2l

La snite {gy,y) virifiant les mémes conditions que (fi)een ot f étant
contime, en faisant tendre n vers 'infini, on a |f(a) — flr)] 2 £ ce qui
est absnrde. On convint done que la convergence est muilorme. <



Chapitre 3

Séries entieres

La série géométrique ost connue en substance depuis UAnbiquatd. Au
WIS &iéele, on dait a Gregory le développement de tan v et arctans et
a Mercator celur de Wil + #). Vers 1665, Newton cn méme temps qu'il
déeonvre le calew! infinitésimal, détermine de nombrewr développements
i s€ries entiéres, entre autres cefud de (1 — 11;2)5, nar des méthodes in-
dircctes, partant de problémes d'indégration. A la suite de Newton, les
inethématiciens ne cherchérent plus @ éviter les sommes nfinies, comme
avaient pu lo faire les Grecs. Aw XVII® sidcle, aprés qu'a été énogncée
fa formule de Taylor, la plupart des mathématiciens en viennent a ne
plus considérer que des fonetions enalytiques, ¢’csl-a-dire spmmes au
cowinaege de chague point d’une série entiére. Mais celie approche cst
casentiellement formelle et sgnore trés souvend les problémes de conver-
gence. Pans Introdnctio in analysin infinitorun (1748), Euler developpe
velic -+ annlyse alycbrigue = gui étend our domaines fdes sévies ef des
produits wafinis les végles wsuelles de manipnlofions algébrigurs. Les
sevies endlidres apparaissent oloes comane des polyndmes & wne infinité
de terines.

Les fondemenls de lo théoric des fonctions entieres sond posés por
Canchy dows son Cowrs d”Analyse (1821). 11 fait une etude tris précise de
o convergence d'unc série entiére, met en dvidence le rayon de copver-
qence. En 1831, 4 stablit la formule connuwe sous le nom de formule
midgrale de Canchy, donne une expression intégrole des coefficients du
developpement d’od il déduit les inégalités qui portent son nom. Riemann
ol Weierstrass developperont cette théoric en s’appuyant sur la wision
qéométrigue, prenont comme champ d'étude les fonctions dv lo variable
romplere dérivables (contrairement wuz fonclions de lu wariable veelle,
les fonctions C-dicivables sont automatiguement anclyliques, qubrement
dit dévelnppnbles en série de Taylor au voisinage de loul point).

171
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Les premiers exercices concernent le caleul du rayon de conoeergence

de. séries entieres el U'étude de Ja convergence sur le disque de conger-
ence.

3.1. Rayon de convergence (1)

Soit (a,,) une suite de nombres camplexes et I le rayorn de conver-
gence de la série entibre Y, 2™, Détertiner le rayon de convergence
de la série entiere Y aZz",

(Ecole polytechnique)

> Solution. .
Si la limite du rapport [a—”—‘ existe, clle est égale & R. Dans ces
T

conditions, la limite de

+1
a? ‘:‘ n
a?z-pl
alors le rayon de convergence de 3 a2z". Il est raisonnable de penser que
dans le cas général, le rayon de convergence est toujours R?.

Prenons » < R* un réel positif. Alors /7 < R et ainsi la snite de
terme général

2
. . ) .
] existe aussi ot vaut R* qui est

Chay 4]

0277 = [jawl (v#)"]"

est bornée. Par conséquent, le rayon de convergence R’ de Y aZ2™ est
supéricur ou égal & r. Comme cela vant pour tout v < R? on en déduit
que R’ = R? (et R" = +o¢ si R = +2¢). Prenous maintenaut nn réel
. . . t .
r > R2, La suite de terme général a, {v/7)" ne tend pas vers 0 et il en va
"
~ . s - P a .
donc de méwe de la suite de terme général [a,, (V1) '] = ¢2r". Ainsi
ot ar z R Comme cela vaut ponr tout 7 > R?, on a R’ € R? et on
conclut gue . <
On montre de méme que, pour tout entier p 2 2, lu série 3_abz" o
pour rayon de convergence RP.

3.2. Rayon de couvergence (2}

Détermiuer le rayon de convergence de ¥ e"si2n
(Ecole polytechnique)

> Solution.
Dégignons par R le rayon de convetgence de cette série. Pour tout
réel r > 0, on a la majoration

0™ 0™ Le™r™ = (er)”.
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7 8in ny.n

; 1 . P :
Donesir < —, la série de terme géndral e converge, ce gui mortre
e

1
que R = .

. . . 1 . p
Prenons maintenant un réel r > -- Puisque 1 est valeur d’adliérence
e

de ]a suite {sinn),zp (on pourra se réporter a l'exercice 1.13 du premier
tome d’analyse), il existe une suite (K, )nen d'entiers divergente vers
Uinfini telle que la limite de sin k,, soit égale a 1. Il s’ensuit que

tn(ehn =gy = By (sin ki + lar) ~ ko(l+Inr) » o0,

Th—b

@ | -

[ limite de €™ ™+? ne peut done étre nulle et R <

Conclusion. Ona|R=~-| «

™

n

Le rayon de convergence R de Y a,2" est donné duns tous les cas par

e formule d’Hadarnard Il{ = limsup ¢/a, ¢ R (le lecteur consultera le

n—4+00
premier tome d’analyse page 78 pour la définition des limites supérieures
yse pag P

vt inférieures). Ici, on obtient immédiatement

1 n - ; 1
R= limsup vVe?sin® = limsupe®™ ™ =e e R=

T
n—-4oo n— oo €

puisque 1 est la plus grande valeur d'adhérence de la suite (sinn)nzo.

3.3. Rayon de convergence (3)

i

z
sin{nmy/3)
(Ecole normale supérieure)

Déterminer le rayon de convergence de ¥

i> Solution.

On observe pour commencer gue sin(nw/3) # 0 pour tout entier n
car +/3 est Irrationnel.

Pour z = 1 Ja série diverge car |sin(n7v/3)| < 1 pour tout n. Donc le
rayon de convergence R vérifie R < 1.

Pour obtenir une minoration de R on va majorer | sin(nmv/3)| ! c’est-
A-dire minorer |sin(nwv/3)]. On introduit Ventier e plus proche de n+/3

. . ™ ki3 . .
our se ramener ail sinus dun réel de | — =, = |. Soit p, € N Iinique
' 202

1
< n\/§ < Pn + 5 et &, = ﬂ\/_g—j"n. S [_1/2,1/2[

b

«utier tel que p,, —
On a 2
|sin(nwv/3)| = |sin(me,)| = ;!WE”’” = 2leal,
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car |sinz| = %M si x € [—7/2,7/2]). En passaut a I'inverse cela donne,

__Iﬁ_ - _17 _ *l_g _ nv'3 + P < n\/§+p”‘
HiIl(?lTT\/g)‘ T2} T 203 - p,) 280 —pl 2

Ce dernier terme esl un (}{n}. Il en résultc que, pour tout nombre com-
T

plexe = vérifiant

< 1, la séric 3 ———— converge.

z
sitremr V)

Z
Conclusion. On a . <]

3.4. Rayon de convergence {4)

Déterminer le ravon do couvergence R de la série enti¢re

zl =R

(12

R RO . )
5 (] + u) z". BEtudier In eonvergence lorsque

(Ecole polytechnique)

&> Solution.
Ponr tout r > 1. ou a la majoration

2
. =1y I\
0 < (1+( ) ) T‘”g(l-}-f) " - re,
n e n—4 oo

La rogls de Canchy assure que la série entiére couverge pour

1
=r< —,
e

Z

. 1 . 1 .
ce qui montre que R = = En revanche, si r > ~. la suite correspondant
€ £

aux indices pairs vérifie

s i an? . 1 2n
i ]+%) 2= [ 14— | r — re > 1,
2n. 27 n—+ox

2

(=1)"

n
si bien que la suite (1 + ——) " n'est pas bornée. On en conclut
I

1 < L s
=, le terme gendral de la série enticre

| R :
que R = —- Epfin. s 2| = R =
€ H
ne tend pas vers 0, En effet, le tmodule du terme général correspondant
a un indice n pair vamnt

1\ - 1 (I
1+ — f:Cxp(?L In{l+—)—2]=n0cxp —7+o(1))
1 en n 2
1
_—

=400 \/E
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'y a doune divergence de la série cutiere en tout point du cercle de
convergence. <7

St une série enlicre o powr rayon de concergence R, Uensemble des
points du cercle de convergence {21z = R} o lu série converge peut
aller de Uensemble vide au cercle enbicr en passant par des cus nelle-
ment plus compleres. Considérons par cxemple la série Y n®z", dont le
rgon de convergence est 1 pour tout a. St a < ~1, la série converge
rormaolement sur D = {z = Tolz) € 1}, Sta 2 0. la sére we converge en
aucwn poind du cercle de convergence, puisque son lerme géndral ne tend
pas vers 0. Eufin, si oo € [=1,0], la séric diverge pouwr z = 1, mais on
peut mondrer, grdce & une transformation d'Abel, qi’elle converge pour
=" 5 010, 2x].

L erercice suivant, qui dtudie ln rompergence dune série onfidre on
certans poinds du cercle de converyence, est nettement plus difficde que
fes dnoneés précddents.

1.5, Etude d’une série entiére sur le cercle de couvergence

s 1 . . — . ; P
On considére la séric entiére 't ol pour n = 1, ¢, — tal)
H ? T ??'

Py Gtant le nombre d’entiers £ 2 1 tels que k! divise n.

1. Donuer le ravon de convergence de cette série.

2. Etudier Ia convergence de I série 3 e, 2" lorsque = 7177
avee r rationnel. pwis lorsque » = %%, Ou pourra montrer que

i3
2 I3l EVé
. 1 r
..r-i J—
2oart =3 g ‘
i=] :.“):l v ]

(Ecole polytechnique)

I - Solution.

- . 1 . L. "
1. Ona, pourn 21,1 <p, 55 n.done = 7, £ 1. Les séries ¥ =
* jU 1z , ¥ =~ n

ot Y r" ayant powr raysn de convergence 1{, on en déduit que le rayoh
de convergence de 3 e est 1

Dans la question suivante, on étundie la convergence de la série en
certains points du cercle de convergence,

T
2. Powr no€ W, onpose S, = ¥ o', On peut derire p, = ¥ 1,
=1 alk

pour tont 1 € N*. On et déduit que
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176
’ [
" & a’ —x' rft e
bn = — = z - = E —
- : i — Rl f
i—1 ki (k.Y rh F)
17 1/1\;}%
skt :
" "
. 1 Iy I.j».f 1
= e - — a .\
i Z ¢ Z [ e
1 ki<n £-1 1gkgn
Fi [
OU Of gy = 2 f_

=

A} . i
a. Supposous que r est. rationnel 1 r = L , avec ¢ € N* of que © = 277,
q

On obtienl 2T D que b 2 g oona " = 1. Llensemble des
Eotels gqne ]I” % 1 est, :1t)m M s m'nlc fini I. Pour t,ons les & tels quo

oM =1, la série L = diverge. Cela fait pressentir que Y cpa™ diverge.

Nous e Jnﬁllﬁcrous en montrant que [Sy,] tond vers 20 quand n tend

VOIS + 0.
T .
Sik L alorsay, =3 e (. Ov en dédnit gue, pour 7 2 ¢!, on a
foe] ™
. 1 11
TPk = Ty = —p
Itz%:';n Kl t[! q' 124:[ !
Lyt

Cetle quantitd tond vors +0c avec . piisque ¢ ost fixe et que la série
harmnonicque 37 ; diverge. Ponr montrer que |8, | tend vers oo, il suffit

1 s
= ap,, est borné {indépendamment de 7).

de montrer gne Y o

B
kel
Pour k& € L posous # = 2. On a done ¢ # 1, Ponr toul p € N*,
il s'agit de majorer A, = 3. . On ufilisc unc transformation d’Abel.
I 7 — uPt! 2

Onpose, pour pE N, By, =Y of = ~——~— Ona B« On
; 1—wu 1:: -1y

rerit alors

» e P— p—1

By -Bot s - !
R eYm

[

1=t = =5

~| =

1 By
- — — — [
er))—%—p 0

De la majoration do B;,. on dédwmt que

2 e /1 1 1 4
Al — [N {2 - Sa1 e — 2
As] = b — 4 (:({ P+l.)+'p+ jiw — 1}

4 4

&
=17 = Jaf -

pour k & L. est majore indépendatmment de n. Fensetble T éiant find.

A 1
et en particulier |og.,| » Chagne terme o Tk
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onon déduit que 37 g o8t borng, quand n varie. Cecl permet de

VS klEn "f'
2}

couclure que lim [S,] = +x.
n-s |
b. Nous allots wontrer que pour 2 == ¢~ lasérie converge, On reprend
irs uotations utilisées dans e premier cas. On a, pour tout b € N*,
AL T car e € Q. Ou en déduit, toujours en posant u = ¥, que,

nowr tout w2 1, o, < |—— 1l sagit de tronver un majorant de
i

1]
Pt La fornmle de Tayvlor-Lagrange a U'ordre & appliqude a la fonection
te —
cxponentiello entre O et 1 montre qu'il existe ¢ € |0, 1[ tel que

3 § [
1 i
e=3 _
it e
[ 1 o
On note g Pentier BUYT = cton pose 1y = kle —mp = —— Onoa
§=0 it k-1
1 2 . . .
ilome L s - , oo g monlre et particulior g lirg Tk = 0.
Epl =k A7 ! ! 4 ket
Oncn déduit gne oF = (ReR o (Fiminaie) o o2 ] e rdsulte
aie oyl m,ei---— = —2— Do la minoration sing 2 —T 31
' le2imre — 1| | sin e T
e [0, = [ on deéduil que, pour & asser grand (k = £y), on a, pour tout
_ B o T kE+1
neN . op,) £ — £ A+ 1 et done r”"n < .
. L k! k!

On note, d’autre parl, que pour tout k& > 1, o5, & une limite
quand 7 tend vers 400, En effet, en rc-prcnant la wéthode cmployéo
precadenimuent. on oblienl. pour tout & 2 1 et pour 1 5 n < e,

o TL£ il Bg - Bg,[
Thoan — Ohay — Z = Z —P‘*——
F=my-1-) E=rr0+1 i
o | B
Tﬂ.n ng
B S LI P
g Z ¢ (f €41 o+ 1

ol nn A posé g = (%) et g =B ( ?) On en déduit gque

2 2 4 k!

—
=1 mg+1 “Ju—1] =

igk.m Tk n‘

O en déduit gue. ponr Ltout & 2 L la saite (g, ),epne est de Canchy et

foo ki
dane eonvergente, On nole gy sa mite. Bn fait, on a o = Y - Il
= *

ne slagit plus que dlintervertic une limite ot une sommation. T résulio
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de ce qui précede, en faisant tendre n vers 40, que. pour & = ky, oy

: E+1 L1 2 oo
% I £ % - On en déduit gue 3 % converge. 3oif £ > 0 et by tod
foo g
que Y k—ﬁl £ & Oy a, por n 2k,
bt 1 k!
—+00 1 ky 1 7 1 400 1
S, - EOk SZﬁlakAgk,ni‘i‘ Z ]T':|o—}i:.'rl|+ Z F‘O’H
k=1 k=1 Fe=hy 1 =k 41

F
1
ke Z Z—[iﬂ'k. - O'k,ﬂ.i + 2e.

E=1

Pour n assez grand, cela sera inféricur & 32, On en dédnit que la suite
(5.), cest-a-dire que la séric Y e,a™, comverge. On a, de plus,

Ea, o) +o0 1 Ralee] Lkt
E Cpt™ = E — E Gl G
-1 - .
k! {
n—=1 k=1 £=1

Le lecteur sait gue lo convergence dune série entieve est uniforme sur
toul compact tnclus dans le disque de convergepee. Lo seconde question
de Uerervice qui suit donne un théaréme d Abel qui caractérise les cas o
lu série converge uniformcépent sur tout Ie disque de convergence. Dans
la premicre question on démontre le clussigne théoréme d’Abel- Dirichlet.
Lo résolution de ne type de questions repose sur des transformations
d’Abel.

3.6. Le théoréme d’Abel-Dirichlet

1. Soit 3 a,x™ nue série entiére de rayon de convergence égal
a4 R €]0, +ac[. On suppose que la séric 3, R couverge. Montrer
que la convergence de la série Y a,a" est puiforme sur le segment
[0,R].

En déduire que

+o¢ +oo
a B = i E dna’.
x—R
=0 n=0
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! 2. Soit } 2™ une série entiéve de ravon de convergence cgal
al.OoposeD={zcC, |z|]<1l}ectU={:€eC,
que les assertions suivantes sont égquivaletes :
(1) la série converge uniformément sur D ;
(i7) la série converge uniforinément sur D;
(#71) la séric converge uniformément. sur U.
(Ecole normale supérieure)

| - Solution.
+oo
1. Soite » 0. On note py = Z a, ™ pour tout N 2= (1 Nous allons
n=XN
majorer le reste doe la série enticre 4 'ajide dune transformation d’Abel ;

pour = € [O,R[, on a

Z apx”

+ > e ] “+o aN\"
Z anR (ﬁ) = Z (pn pn+i) (R)

=N =N ) n=N
+o8 2 n +o0 v 7
— Z P (E) - Z Pt (g)
n=N n=N

(ces séries convergent car (p,,) est bornée)

+2 n +o% pynd
= Z n (_) - Z i (I_{)

n=N n=N+1

(@ 5 (GG

Il existe un rang ng tel que si n = ng, ipn‘ < ¢. On obtient alors pour
N 2z ng la majoration

+oc + n—l AT P N
| s+ — 4) Lo+l =) <2
2 RN &) (%)) <=(®)

=N41

20

C'ette majoration qui est encore vraic pour = R tradwt la convergence
nniforme de la série entiere suy [0, R).
4o

Il en résulte que la fonction 2 —— 3 a,2™ est continue sur [0, R
e tant que limite wniforme de fonctionrst (g)ontinues. On obtient alors la
lhnite demandéce.

Ce théoréme peut s'avérer commmode pour caleuler les sommes de
weres enticoes qu point x égnl au rayon de converyence. Par exemiple,

s séries enticres S° ” " e f mEY
'8 86 st res _— i
. ant 1

n=]

convergent en w = 1
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par simple upplication du théoréme spéeial de convergence des séries al-

+0oC 1y
ternées. Il en résulte que 3 L% =— lim In(l+2) = —In2 et de
n=1 T—1
. T (=) . T
méme que ngﬂ il Ilg{)_ arctan & — I

2. e L'implication (i} = (i7) est triviale car D est contenu dans D.

e Montrons que (@) == (#4). Ou va utiliser le critére de Cauchy.
Joit £ > (. Par hypothése, il existe uu entier N tel que pour tout . = N,
tout p = 0 et tout z € D,

nip

S axe®
k=n

Par continiité du polynome et passage des inépalités larges & la limite,
cette majoration reste vraie pour tout point z de U. Le critére de Cauchy
uniforme assure alors que la série converge uniformément sur U.

e Montrons que (4i7) = (7). Introduisons naturellement pour N > 0,

L e

+oc
BeR pn(d) = 3 a,c™? le reste de la série sur U, dont on sait quil
converge unifurrﬁéglent vers () sur U.

Soit € > 0. Pour z € D, éerivons 2z = re*® avee 0 < r < L et § ¢ R.
Majorons le reste & ’aide d'une transformation 'Abel. Pour N = 0, on
ohtient,

420 400 ) 4 0G
S ez = 3 @™ = 3 (pa(8) — puia (B))r
n=N n=N n=N

Ao

o
- Z pn(B)r™ — Z P (@)™
=N n—N

oo +oc
=Y el — Y pa(Op

=N n=N+I
400
= Z prlB)(r™ — ?‘n_l) + pN (9)’!'N.
n=N41

QOn obtient, grace & I'inégalité triangnlaire,

+oc 4o
Yoanzm <Y [pal®IOTT -1+ on(8)]
n=N n=N41
oo
< sup lpa ()] Y0 " - ") +lon(B)] < 2 sup [pu(6)].
nzN n=N41 nzN
—:I"Nl-:l

Cette inépalité reste vraie si z € 1.
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Par hypothése. 11 existe un rang ng tel gque si n 2 ng, pour tout § € R,
— | too
| ()] < 2. Done, pour N 2 ng et pour tout z € D, | Y anz™| & 25
=N

La convergence cst done uniforme sur D. <
La derniére wmplication peut sc traiter bequcoup plus rapidement 4

l"aide du principe du mazimum (voir crercice 3.40) en utilisant le critére
nt+p

de Cauchy uniforme : en effet. si la tranche de Cauchy |3 ap2®| ¢st
k=n

mujorée pay £ > 0 pour tout z de U, le principe du mazinum permet de

dire gue cetle magjoration est réalisée sur tout le disgque D.

Les prochaing ceercices coneernent le calenl de la somme de quelques
seres entiéres,

3.7. Calcul de la somme d’une série entiére

& sin(na)r”
= L3

Calculer . ol a et x sont des nombres réels.

n=1

(Ecole polytechnique)

| - Solution,

Les coctlicients de la série proposée sont des fonctions impaires et
r-périodiques de @. On peut done supposer gque a € [0, 7]. Lorsque a
vaut 0 ou 7, la gérie cst clairement nulle. Dans la suite de la solution, on
supposera done que a €0, 7.
LT sin(na)n”
Yo

7

La séric a clairement un rayon e convergence
n=1

snpérieur on égal & 1. Pour x réel tel qne

Gala +Z qm(nah

Le n du dénominateur est génant. Pour s’en débarrasser, on dérive G,.
On obtient.

+x + oG
Ghizy =Y sinfnaja" P =Im [ > &™)
n=1 n=—1
o eia 1
=1Im|e™ Z(ewx)'” =Im|-——s— | =T (fﬂm-) .
1 - e —

n="0

¢‘omme Gy est de classe €' ot nulle en 0, on a

= i
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On va simplement. calenler cetle intégrale. T vient

- * 1 i sin o
Gulr) = f Im (—7 ) qt — / Csine a
0 Jn

cose —§ —isina (cosa - )%+ sin®a

cosa — "
= |—arctan | —————
8014

Q

T — 080
= arctan | ————— | -+ arctan(cotana).
sina

iy 3 i
Or, cotana = tan (; - (r,) et comme ¢ est dans Cintervalle [0 7], & — o
T o
cst dang } 53 [eb arctan(cotan a) =

]

3
— —a. On a done, pour 4 €]0, 7,
ot 2] < L.

i
— a4+ -
2
Les syméiries exposées au début de la solution parmoettent alors d'éerive
Gl ponr ront réel g of tond o de ) — 1, 1] «

. ‘r— cosa
G,{v) = arctan | —————

11 @

. . sin s
Une transformation d’Abel monlre gue la sére Y
ponr o=

{obtcnue
n

1) converge. Le théoréme d'Abel-Dirichlel (voir page 178)

montre wlors que Go(e) tend vers G,(1) lovsque w tend vers L. On en

diduil done que, powr U < o < 7,

oo
S T

b1

=1

1 —cosa T T —u
= arctan || ———- =
sl o

car l:ﬂ = tay Q - Ce résultal est clussique el se refroune focilement
@ l'u.'i.d.f.! Ia‘d'{‘un developpement on sére de Fourier.

I vy @ pas do calewls supplémentaives pour trouver G, (—1) - il suffit
de noter gue Go( 1) = Gagr (10,

3.8. Calcul de Ia somame de séries de fonctions

Déternuner le domaine de définition of calouler

) + o 1 > ™ Pt
1@ =3 (o (1)) ) e = 3 e (1.
n—1" b '

rp—1

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Le ealeul dde f(z) of g(a) se ramene i celui de la somme (de Ja

Y. - s ’
série entiere 3 --, dont le rayon de convergence cst 1. On pose, pour
T
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i

e {-100] () L 4 . Cette fonction est coutimte sur [~1,1] et
nel "
dérivable s ] - L1 Ow sl pour v € [=101] el 2 £ AL
=Xt In{l —a)
EES L e
n=1 r @

o1 de plus ' (0) = 1.
¢ Reclierchons le domaime de définition de f. Posons, pour # # 1 ot

=
) ! ( r:,+( —d N
U L= — £ .
tule nz \" 1 —1,) )

Pentr g il v ait cowvergence de lasérie définissant £, il est done nécessaire
o] £ letqne ‘!1— — | < 1. Clestl lecas si el sculement sl -1 < w < =
x

S1 esl pair, ou a

1 " T
Jit ()] = 7(\:4 |

) 1—ux

e

2

. 1
Réciproqnement, lorsque —1 < » Jeoma | % Lot Jug, (@] est

T
) aqui est le terme ginéral d'une série

' . . e 1
convergente. La fonetion [ est done définie sur {—1. s

Majore par i [ + ‘L
T n? bl —x

1 S }
Pour @ € [’1, Q}‘ o pent dcrire f(x) = @(x) + @ (IQ‘I) La
. 1 l . 1
bnetion f est done dérivable sar -5 { ot sa dérivée vant
o
P (1l — ) o (1 T L) In(l — 1)
£y = ——" - - i — = -
' @ (1 -1 T (1 a3
1—ux
apres sitmplifications, Come f(0) =0, i] vient

o-Jro-]

ette tormunle reste valable en —1 et E par continuité de o et douc de f,

e Powr que g(r) soit défiui it apparait vécessaire, en rogacdant les
termes diindices patr, qne 2] € 1 et |1 — 2] £ 1, autrement dit que
r e [0.1]. I est alors clair que lo segment {0, 1] est Pensemble de définition

de g,
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Pour v € (0,11 on a gle) = (@) + o1 - ). La fonetion g est doue
contime sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1], avee pour x € ]0.1],
lnf{l — &1 +1711q('. —(1-x) =) FMQ

o = - — ==
gx) T — @ b

et done g{r) = —Intz)inll -- ) + C oit © est une constante. Puisque.
pour x tendant vers 0, on a

In{x)In(l -r}~—xlna . 0,
L
on en déduit, par continuité de g, que C = g0} = % - O obtient

2
gy = " oty =) pour € 0.1[ et gl0) = g1 =

=

Llexercice swivant snidresse 4 lo fonction obfenuc a partir d’une
seric eplicre en ne gardant que les Lormes donl {Vindice déeril nme suile
arithindtique.

3.9. Somme d’une série entiére extraite

— ——

Soit 3 @, 2" wne séric enticre de rayon de convergence R > 0.

o

Ounpase f{z) = 5 a,z" pour [2] < R.Soit pe ™ ot b & Jo,p—1].
n—f)

1. Mantrer que le ragon de convergence de y (r,,,,+;<,z“f’+"“ ostoay

moins R.
2. Pour |z] < R, exprimer Y @m0 2R 5 Taide de f.
e}

{Ecole polytechnique)

k- Solution,

1. Pour tout |z < R. la suite (@, 2"),50 est bornde. Sait K > 0 tel
que ja, 2 < X pour toot » £ N, On a. cu particnlionr, ](;.7),p+k,z>bfi+#‘ <K
Douc le rayon de convergence de > @y, 52 i gst supdrienr au égal a R

2. Commengous par regarder 1o cas p = 2. Onow clairement

+ X +oc
FGY+ fl—2) =2 Zragr,zQ” et flz)y—f(—1=2 Zr:.g,ﬁm ZenEt

1) n=0

Cela done le résidiat ponr p = 2. 1 s7agit, de le géndraliser.
Puisgque —1 et § sont les racines vinvées de 1, on songe d calewder

i

dans le cas séndral f(wz) ot w? — 1, Posons w — ¢ ot Axons = € €.
> i



L a. SOMME IVUNE SERIE BENTIERL EXTR MTE 185

i< 1 Ona

+:
H:) a\-f(wZ)Jr""%f(wpilz} — Z(in(l +w" e +(wp--1)y-;.)2,1_
n=:0}

e sin2 N nous savons que
w4 (WP = 1w 4 (@™ e ()P
nl _ (u"n)p _ 1_;(&‘:

P 1 i

= 1 —w —

peiw’ =1

B [0 s1n g pN
N 11 sin g opidl

= 0sw™ £1

.
Mnst enobtiont flz) 4 flawad+ 4 S0P ) = Y P ol lador-
¥

n=0

e

+ o p1
N e (BT S DI B

n—u P—0
R =1

S S )
rp = =]

p-1
Sachant que 30 fwnF . an obtient

s Ip sipl{n- k) icon &+ k
lo

P 511101
roo ik Fle) 4w F flwe) 4o o ke ll.f‘(w'n 12)
Z ”])rl+k‘z = o - ° <]
=0 4

Lovrereice swivant esfown ens partienlier doe podeddont. mais nows
ciodanpons wne autie solution jondée sur Putilisation o une dqualion
différentiolle.
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3.10. Calcul d’une somme

salculer TEO m -

(Ecole polytechnique)

e= Solution.
Pour calculer cette somme, introduisous la fonction f définie par
+oo 5n
flzy =3 (i—n)' Ti s’agit de calculer S = f(1). Le rayon de convergence
n=0 :
de la série définissant f est infini, donc [ est définie et de classe C°° sur

R. D’apres les propriétés des séries entitres, on a, pour tout » € R,

) +0o0 1_541—5
Fo () = 2 5n(5n —1)(5n — 2)(5n — 3)(5n — 4) o
+oc mﬁnfﬁ
- 1; (Brn — 5)_1 = f(=).

La fonction f est donc solution de I'équation différentielle linéaire a
coeflicients constants (E) y® = 4. Le polynéme caractéristiue associé &

L, N K . r . o~ 4 .,
cette équation est X° —1. Ses racines sont les racines cinquigmes de I'unité

gue nous noterons Aj, Az, As, Ag, A5, Ces racines étant distinctes, toute
5
solution de (E) s’écrit de maniére unique sous la forme x —— 3 ape™®,
k=1
ol a1, ag, a3, a4, ag sont des constantes complexes. La fonction f vérifie

les conditions f(0) = 1 ct f/(0) = f7/(0) = fEN0) = FIU(0) = 0, Cest-i-
5 5 )
dire > apAp =1let 3 apAl = 0 pour 1 € ¢ < 4. Sachant qne la somme

k=1 k=1
des puissances i-iemes des racines cinquiemes de I'unité vaut 0 si ¢ n’est

pas multiple de 5 et 5 sinon, on en déduit qu'il faut prendre tous les ay
égaux i ; (ce systéme est de Cramer). On a done, pour tout = € R,
J

13 1
flz) = = 2 €M et en particulier S =
k=1
gue donne 'exercice précédent.
On pent préciser ce résultat en déterminant les racines cinquiémes
de I'unité. Si A est une telle racine, différente de 1, elle vérifie I'équation

M+ A A2+ A+ 1 = 0. Clest une équation réciproque. On divise

par A? et on prend comme inconnue auxiliaire g = A + % On obtient

~14eV5
2

5
3 e, (Pest bien le résultat
k=1

(S

(4 —1=0, soit g = ,ou e = £1. On détermine ensuite les

~14ev5 ii\/10+2€\/5
4 4

valeurs de A, On trouve A =

- En regroupant
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les racines conjuguées, on trouve finalement

/.

1 Caevr (/10=2V05 s Y 10+2v5

5= e+ 2”1 cos——— + 227 T o8 —mn—— <
5 4 1

: . R ud .
On a, plus généralement, pour p € N, 37 —5 = 3}, eM oh

=0 (pn)! =1

Niooooy Ay sont les racanes p-iémes de Dunité (cf. exercice 5.9).

Dans Uexercice suivant, les séries entiéres servent d’outil pour le cal-
cul de la somme de certaines séries alternées.

3.11. Calculs de sommes de séries alternées

+ ( 1)
1. Calculer 1a somme dc la série 3
nlp 2n+ ]
2. Etudicr la convergence ct calculer la somme de la série de
(71)11 i 1
n+ 1\, =2k +1

terme général

{Ecole polytechnique)

I Solution.
1. La série 3 (—1)"

L( ) 2n4-1 ]
de convergence des séries alternées. Nous allons donner deux solutions
poir calenler sa sornie.

. Une premif.lc idée consiste & introduire ia fonction f définie par
2n+1
(.o 1y
e = -1
<lvﬁmssant f est 1. La founction f est dong définie et dérivable sur |- 1,1
On a, pour tout = < |—1,1[,

converge, car elle vérilie le critére spécial

- Le rayon de convergence de la série entidre

HOEDIC i
fopar 1 2?

NMuigque de plus. f{0) = 0, on ¢n déduit que, ponr tout x € |—1,1],

fie) = arctan{r). On a viu que f est définie en 1 et uous cherchons

justement & calculer f(1). Montrons la continuité de f en 1. Pour tous

r € [0,1], 1a séric définissant f(r) vérifie le critére spéeial des séries
2k 41

alternées. On en déduit que le reste R, (r) = Z (—1)F ;k T

vérifie
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.2'n.+ 1 I
—

R,y <+ T

Bl S o4l T4

La sorie gui definit f converges done aniforméwent sur |0.1] of f qui est

lituite uniforme de fonctions coutinues sur {0.1] est. dong contiime gur

[ 1] et en particulier en . Ou concdnt doue gue

S
241 A

=0

Netons que 'on popvait appliqucr directement le théorgine d”Abel-
Dirichlot (voir page 178} ponr moutrer Ia continnisé de fen 1,

e La scconde solntion que nons proposons repose sar Je fait que
(-—1 0 ] o, - sooqes
- —=¥rde Oponoalors envie d'éerire (ne
2n 31 0 { ’ l

+

FO S o [ S
n+1 = g o1 ;fU

i /[u,u

Le senl point de co calenl gnil mérite justification gat Vinterversion de
la sommnasion et de Pudderation. Elle cst legitimée par le shéorema e

— [ t _
= [arctan ]} 1

convergence domninde, puisgue pour tout N, T foneiion l‘ g (—z)7| ext
majorde par 1 sar {0, 1] =
2. Posons, ponr tomt n € N, w, — ﬁ Ai Q?.?{T_T‘ On a
[RVASa | ] 1
Uppy = ;+§§% T ((n + L}hir, + 2?1—+;> .
On on dédoit que w,y — 1, = —l (—l— - u,,). Or w,, est la
42\ 2n4+ 3 ;

1
o Omoa done w, 2o ——
Zn+1 . T |
Cf thy 1 — Up S 00 1 smite (1, ) déeroit. De plus, on sait gque

moyenne de w4+ 1 fermes supérienry 4,

' 1 2n4 | 1
Lo e In(Zn 4 1) o~ Inn.
k-gu 2k4+1 E k m—oo (2n 41, 0
P lun o .
Ou en déduit que v = O — | el en particnlier hm r, = 0. La
1 1 +

sorie 3 (=1)"u, converge d'apres le eritere spécial des sérios alterndes.
Ponr caleuler T somumne S e cetie sénie, on pracéde conune daus 1o
o
premicre solibion de T gnestion 1 et ou pose g(r) = 3 (—1)%,a". Le
Fe =1
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ravon de convergowcs e la série dafinissant g ost supericur ou égal a 1,
car la suite (i, ) converge vers 0, La série couverge en | et on vérifie que
g estocontine sur [0, 1] e effet, powr € |00 1] la wirie définissant g
vorifie le aritere spécial dis séries albernées - L suite (i, %7 ) est A Lernes
positifs, décroissante (car produit de suites positives décroissanies) of.
converge vers 0. Le reste R () de la série vérifie, pour tout x € [0, 1],
[ (5}] <€ a2 <y, La série converge done wniformément, sur [0, 1] e
i implague la continnité de la fouction g.

Notons que 14 encore, le théortme d'Abel-Diriclilet. (voir page 173)
permet de démontver direclement la continuite de 4.

Déterminons  maintenant  la valenr  de g, L'expression

n
] . . i o
iyt y T fait penscr & un produit de Canehy. Bffoctivemend | on
r=0 =0 F
0, pour @ e |11
ey [l +ox
A )| = vy D (-2,
> CEN (S ) = X4 et
n= () n="0

Compta tenu de la premitre question, on obtiont pow 2 € =1, 1,

o= arctanf /)

2t T =~ T

=)

En tutégrant, il vient, ponr tout # < |- 1, 1§,

e T arctan( Vi)
vg() = (1)t r/ — -l
) “;] #(—1) VT

La continuit¢ de g en | conduit &
Uarctan( V1) y
i —— ¢

AR Ny

Lo changement e variable v = v/ donne

L2 aretan o Al T2
S = / — 5 du = {(arut‘an‘u)“J = ( —) )
o [ ) 0 1

O conclut que

i’f (=n” i‘ LR
n 41 26 41 16

(| =0

Le probleme ainverse du celewd de le sormne dune sdrie est e
devcloppement en sdvie entiere dune Jonchon donncs. Les fonelions
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les plus simples qu’on swit élve deéveloppables on série enticre sont les
Sructions rationnclles. Comme on le redémaontre dans Uerercice sulvant.
toute fraction rutionnelle dont O n'est pas un pdle vst développuble en
serie enliére au voisinage de 0, avee un rayon de convergence €gal au
lus petit module des poles de f.

3.12. Développement en série entiére des fractions rationnelles

L Soit P ot Q denx polynomes & coeflicients complexes. avec

Q) # 0. Pow z € € tel que Q(z) # 0, on pose f(z) = ggj

Montrer que £ est développable en série entiire an voisinape de 0
ct que les cocliicients de ce développement vérifient nne relation
de récurtence lincaire & coefficients constants. Préciser le rayon de
CONVErgence.

2. Réciprognement. si la suite de nombres complexes (u,,) vérifie
une relation de réonrrence lingaire & coefficients constants, montrer
gl la série enticre > 4w, 2™ a nn ravon de convergence R > 0 ot qu'il
existe denx polyndiues a coctficients complexes P et Q avee Q() £ 0

S PG)
tols que d 2" = 222
e Qi)

(Eeole polytechnigne)

> Solution.

1. SiQest constant, f est i polyndme. Elle est done dévelappable
eI UNe série entitre avec on rayon ipfind. Supposons  non constant. En
décomposant f en éléments simples sur €, on montre que f est somme
d'un polyndme correspordant & sa partie entidre ot de forctions de la
2 Lot 2 € oy #£ 0 (car ) west pas un pole de )

forwe © — -
(Z - ,’:[‘a)p

et p e N*. La fonetion z —

e3t développable cn série entiere au
Z = Zu

< zpllon a

r 11 li"’(z)’“
Z = I N a1 — _.Z, Z0 P 2 .

[t

voistnage de 0, car ponr

-

On en déduit que pour tout p = 1 la fonction z — PR o8t

développable cn seric entiere an volsinage de 0, comme produit de telles

tonctions el il ca est de méme de z — (77”77 Enlin [ et

z — Zu

développable ¢n séric entitre au voisinage de 1. comme sormne de telles
fe.)

tonctions. Notons +Z 3,2 o développement cn série enticre, R son
=0
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myon de convergence ot p e plus petit modude des poles de f. Ce quu

prdeede montre gque B3 p Fa fadt on pent noter guiil v oo foraimoent

copalisé. En effet, supposons R > p el soit 2 un pdle de f de moedule p.
+x

Pour fz] <2 pon pent éerive f(2) = Y 2", On prend z = by avee
n=0

t [0, 1] ot on fait wendre { vers 1. La gquantité | f{#z)] tend vers +o¢ ear

o est un pole, alors que la série adhnet une limite finie en zp puisque,

comme R > p. zp est dans son disque ouvert de convergence. L'hypotheése

t = poest absurde of on o bien R = p.

+
Pour iz] < R on peut donc éerire f(2) = Y. w,2™ Notons p et ¢ les
()
n 7
doprés respectifs de P et Q ot posons P = 3 apXF et Q = 3 X% On
k== k=0

<R,

‘Lopoar |z

tf 4>
Plz) = Q=) fiz) = Z bz* Z w, 2"

k=10 720}

Lo développament en série do (Qf oot donné par un praduit de Canchy
1 par unicité du développerment en série entivre, los terimes dlindice > p
~ont s, Ston a g > p. led tormes dindice 2 ¢ sont nuls. On a alors,

]
Fonr 1z q. S by, g = 00 ce gqui pent géerire, puisene by = Q(0) £ 0.
bre=()
T by
fpy = — ZT' (LTI
Loy ({]

Lavsnile (4, } vérifie done une relation de réeurrence lintaire d coclicients
, aal
comstants ordre ¢ Dans le eos oft g % p, il sulfit dderive Q —= 37 B XF
Lo=0
WG By L = 0 = bpgy =0 ponr se nunencr an cas precédent.
2. Supposons, réciproquement, que la suite (u,) vérific une re-
Verion lneatre o coellicicnts coustanes. I1 existe dote g @ WY ot

4
Vv, eran . ) € C9 tels que, pour a2 g, u, = ¥ Gt ke
)

On va montrer que >0, 2" a un rayou de convergence non nul.
Crordsultal est lmmddial S1oon conait ta lorme géocrale June siile
recurrente Hnéalre (clest une combinaison lindaire de suites de ln forme
&™) mais nous allans en donner une preuve n'ntilisast pas ce fait. On va

A
4
majorer |u,| par une suite géometriqne. Posons K — max ( 3 e 1
\hi )
b M= max Jug]s Onove nonbeer pay téQurmence Sur 2 qne, pont Lot
A g )
o= B g s WAL Clestovial pour e <5 g— Locar WY 5 1 par délinision,

Uil propriété est vrale jusguan rang no— 1, avee n 3 g, alors
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ki "

]
] <Dl [thn—r] < Y o MK F < MK? LS oy | < MEK™,

k=1 k=1 k=1

. fores 1
On on déduit que le rayon de convergence de 3w, 2™ virifie R =2 — > (.
3 g 2. K

4o
On pose, pour |z] < R, f(2) = 3 w,2". On derit alors la velation de
n=>0
q
récurrence sous la forme —u,, -t 3 aguy, = 0. Lo caleul de Ia proamidre
k=1
q
question nous conduit & poser Q = 5 apX* — 1 et a considérer la
k=1
fonction Qf. Elle est développable en série entidre de rayon = R et
+
son deéveloppement N g,z
n={

" st donid par un produit de Canchy, On
q
obtienl, pour n 2 ¢, ¢, = —t,+ Y. aptig_p = 0. On en déduit que, pour
k=1
q—1 )
[z] < R, Q{3 f(z) = > a, ™ et la fonclion Qf est done un polyndme
n—=0
PoOna Q) = =1 L0, done dans un velsinage de 8. Q(2) cst non nul
A P(z)
el on pent éerire 3 1,27 - -

n=0 - Q=)

Liwrercice suivant est { occasion de s'caercey 4 dorive le développesent
en série ontitre dlune fraction rationnclle, dans différents cas — poles
réels o o

3.13, Signe des cocflicients d’un développement en série entiére

Donuer une condition nécessaire ol suflisante sue le rael a pour
que les cocflicients do développement en =écie entiore en U de Ja

Iraction Fa) = T L soint tons positifs.
—uar 2 i

(Ecole polytechnigue)

> Selutiow.

Pudsgue 0 west pas pole de la fraction rationnelle 1)) celle-ci est
dévelappable en sévic entiore antowr de zéro. On a F(O) = | et F(O) = o
11 est nécessaire, pour que les coefficients =olent tous positifs. qne @ = 0,
condition quon suppose réalisée par la suite. On a

]
Fa) - (=)l (e - Nz {_‘.’.',‘2)‘

Nons allons décompaser Foen éléments simples. Regardous le trinome
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b— (@ — 1hr < 22, Son discriminant est A — (1 —@)? —d = a® — 20 -3
qui se factorise en A = (a4 1){a — 3).

e Etudions le ¢as oit a € [0, 3] Le trindme admet alors denx racines
complexes conjnguées dont le produit fait 1 @ elles sout de module 1.

moms B — Areros ot e i Ainsi
Posons # = arceos 5 e, e ingt,

I

- (e— 1+ 2 =1—2cosla +a7 = lpr— (f?g)(.’l.' — (-"""9)

= (1= 21 —ae).

I oxiste alors (A, B. C) € €% avee A réel ot B = C tel que
A B C

Flx) = o
(I) 1 —ux 1 e N | - re—i?

On pmltiplie par 1 —a et 'ou {ait 2 = 1 pour obtenir
1 L

BT e T

T,
4xin’
=111 3

2

On wnltiplie par 1 we® ot Pow cvalue en e = e ponr obtenir
P

[

46 aH
, 22 Rl
1 el et —

P . I
ST AYE L 2l i
(1 )1 — e 2 Qtﬁillg x 27sinf 4 HinF)sing

Pour || < L on peul derire

+ = +x e
f_\('!.) — A Z B F);;,f.’.]_,, + (' Z ¢ -w.lf)‘].u
ru—() n=0 ez}
+ o
= 3 (A +2Re(Be)) 2.
se=()
=i,

Pour tond 02 Mon o dong

! (77 gt ] 2eos[(n+ 3/2)8
fl,, :—2—07} Re —— | = 2_97 [Q /0) }
4dgin 5 451t # e 5 4 411 5 4 yin f sin 5

oo B 0 o
G 2uin gu.g[(?, +3/2)0)  @en g [cos 5 conl(n 4 3724

T - =

a8 L2 0
4sin® 5 it 0 dsin® 3 sin

(1) w2}

.8,
sin 5 sinfi
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i+ 2

Oxn passe de ( %1_) 6 i

On aura a, < 0 dés lors que ces deux réels sont de part et 'autre
strictement dun multiple de 7 (le sinus changeant de sigoe en tout point
de wZ).

. 2 . - .
Supposons que % ¢ M. Sionpose N=E{2x/h z 3, ona

= f T
) f en faisant un saut de 5 € ]U, E]'

27 i N¢ N+ 1)4
N(%<N+let”<?<ﬂ'<(;,i)‘2*<2ﬂ'
et donc .
sin [EQJ Sin{NJrlH}
2 2 .
aN .1 = < 0

8.
sin - sinf
2 . 2m -
Snpposons 7 € M et écrivons § = W avee N € N*. On a alors

N = 4 On considire les produits des sinus de deux terines consécntifs de

N
nuls (car los deux termes conséentifs sont dans un intervaile de la forme
U, (I + )] avec { € ). Dans co cas 1a. les a,, sont tous positifs.
s Etndions le cas @ == 3. Pour |2/ < 1. on a

. kO "k . . i
la suite ( —) = ( —ﬁ) . Ces produits sont tonjours pesitifs ou
2 Jene kel

0P Ty o

oy .
F(z) L ) 2+ 1)

=0

). Dans

(développement obtenn e dérivant deux fois colni dez v = ;

ca cus 14, les cocfficients sont tons positifs (strictement).
¢ Tiuitons enfin lo cas ¢ > 3. Le trinome 1 —~ (a — 1).r 4+ 2% admet
alors denx racines réelles distinctes dont le produit fait 1. ¢t la somme
. 1
a— | >0 ces deux racines sont donc de la forme A et T avec A 111
existe (A, B, C1 & B3 tel que
1 A B C
F(z) +

= T = + =
(ng)(u/\m)(lf%) L—z  1—Az 1_§

. l
Les réels A, B et C sont tous non nuls et pour |2} < T

=/ ST
Fiz) = A BN+ O e,
=2 | W)

On troive en multipliant snecessivement par (1—2), (1—Au) et (1—u/N)
ot cn substituaut regpoctivement a2 la valeur 1. 1/A et A :
A AP 1

Aoy YT aTEaa
{ { { )

(1—=3
Ainsi. on obtient
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1 =

ey o (A Rt A

n=0

F(z) =

Ftudions la fonction h : ¢ 2 0 — A3 4 At Elle est de classe 0%
ch pour + = 0, B{#) = AV = A= > 0 car A » 1. Done h est
croissante. Ainsl pour tout n € N,

CAMF D AT AT 2 AA L D h0) = AP - A2 - A1
=(A-1DN-1)>0.

Done tons les coctficients de la série entiére sont positifs (strictement).
Conclusion. Pour gue les coefficients de la série entiere de I soient,
lons positifs (ou nuls), i faut et 1l sulflit que a = 3 ou que a soit de la

¢

. 2
lorme 1+ 2cos (%) avec N > 3. «

3.14. Séries génératrices de deux suites récurrentes

SOit {1 )nen et (Un Juew deux suites de C vérifiant wp = un —uy,

Ct Uy 1 = Up — 2y, pour tout n € N. Douner le ravon de convergenee
ct 1a soinme des séries entigres Y w, 7" et Y tpz™.

(Ecole polytechnique)

- Selution.

Il est possible d’exprimer u,, et v, en fonction de n cn introduisant
. i 1 -1 . -
Ny = ()” ct A = (1 2). Ou a la velation X,,;; = AX,, et doue

U -

Xp = A"y, Comme A est diagonalisable, sa diagonalisation dorme Pex-
pression de A", puis de X,,. Les suites (1, )nem et (Un),en s'exprimant
cormue combinaion linéaire de deux suites géométriques (A posséde
doux valeurs propres distinctes), on peut calculer la somme des séries
enitigres correspondantes, Cependant, il s'avere plus rapide d’exprimer le

Lo0 +oc
systéme linéaire dont Y wn,z" el > v,z doivent étre solutions.
n=0 n=0
S o +oo
Posons f(z) = D waz™ et g(z) = 3 v,c™ et notons Ry et Ry
n=0 n=0

les rayons de eonvergence respectifs de ces deux sérics entitres, Sup-
pusons que ces ravols sont strictement pesitifs. On a alors, loraque
< min(Ry, Ry),

o +oo
J(z) = ug + Z 2" T = g 4 Z(u” — )2t
n=0 v =0

= up + 2(f(2) — g(2)),
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vlest-a-dire
U= aflz)+zgls) = u. (1)

On a de méme

o 400
g(z) = vy + E e = 0y + 5 {1y — 2u,) 2"
7 =]

=0

=wo + 2(fiz) — 24(z))

ct done
—zJ{z) + (1 + 22)g(z) = 0. (2)

Les équations (1) et {2) comstitucnt un systéme linéaire de
déterminant (1 — z)(1 +2z) D I P Ly R R
HP_,\/; et 172\/5- Par

Le polyndme X2 — X — 1 a deux racines réelles.

conscguent. si (2| < \/Ov_ 1 . e systéme est de Cramer et il donne
F) = 1 g z | z{2ug — )ty
T iy s—2P e 1427 7 142 — 22
. (7) _ 1 1~z Uy Z('U,n - 'Uo) =+ ’U().
A T N R | D s

2{2up — o) + up

14z—27 o

Consulérons maintenant les fonctions f @ 2 ——

o —vo) +vo
142 — 22

. h—
ze@,\:\<\/_

nest un pole ni de f.oui de g, f et g sout daveloppahles en série enticre

antour de zéro, avee wn rayon égal au plas petit module de leurs poles
VST I o x X

{(an woins ~v2—). Si on éerit f(z) = W, et glz) = 3 e, les
n=0 n=0

dquations (1) el (2) entrainent que, pour n € N, uy = 4, — v, et

Upy1 = Uy — 2Up. On retrouve les suites du départ.

G g & sont des fractions rationnelles défires pour

L qui veérifient les équations (1) et (2). Puisque 0

= ke
Conclusion. Les séries entidres f(z) = 3 w, <" et g{z) = 3 v,2"
) X =0 m=(]
aver {tyYne1 e {vg )y ep déiinies par Pénwneé ont nn rayon de conver-

Vo -

e N 1 . .
gence au moins égal & et 8'exprumen! amsi

2(2uy — vg) + o
142 =2

z{ug — vg) +

fle) = 1 +2— 22

et glz)=

Lo ce qui cancernc leur rayvon respectif By et Ry, on a
A4 Rf = Ry = 4+ s iy = ¥y = 0'1
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. 5—1 .
si 2up — vy # 0 et il = V5 {le facteur
2un — Vo 2

.Rf':

VI 41
2

s simplifie au numérateur ot an dénominateur) . dans ce cas,
t—+/5
2

clans Dexpression de ¢g(z) ct Ry = Ry ;

Vi L

o dans les atres cas, Ry =R, = —5 <]

2

lo facteur z— se simplifie aussi an mumérateur ct au dénominateur

On peut focilement en déduire les expressions de u,, et vy, en fonction

e, g et vo. Il suffit pour cela d'écrive le développement en série entiére
z

et -
14+ 2— 22 14222

des fractions

Les dewr exmercices suivants sont li€s @ des problémes de

denombrement. Dans les deur cas, pour dtudier une suife (u,), on
+0oo

considére sa série génératrice, défouie par f{z) = Y uyz
=0

d'uutres exemples d’utilisation de cetle notion, le lecteur se reportera
it notre tome 1 d'algehre (exercices 1.3, 1.5 et 5.26). Ici, l'idée fonda-
mentale qui permet de caleuler les sommes des séries géndratrices est la
suivante : si A et B sont deuz parties non vides de N on a, st |2 < 1,

3ot ¥ At = % i, oft ay est le wombre de fucons d éerire n
nEA nelB =t
comme somme dun €lément de A et d'un élément de B. En effet, ces

frois séries ont un rayon de convergence au moins dgal o 1 et Uégalité
vevient & faire le produit de Cauchy des séries entiéres.

k3

Pour

3.15. Partitions d’un entier en parts fixées

Solent ay, -...ax des entiers naturels non nuls promiers entre eux
cdans lenr ensemble. Pour n 2 1, on note 4, le nombre de k-uplets
(®1,...,7%) € N¥ tels que ay%; + - + apxp = n. Déterminer un

oo
équivalent de u, en +oc. On pourra considérer [ T
i=1 T

(Ecoie polytechnique)

r- Solution.
Les séries 3 z™% (pour 1 € ¢ £ k) ont toutes pour rayon de

xiEN
convergence 1. Considérons le produit de Cauchy de ces k séries entitres.
l.e coefficient de 2™ dans ce produit de Cauchy est by 1 =1u,.

(1. .. e VEHA
apEl b g gz

On a done, pour l2| < 1,
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40 k4o |
M =S e =TS ) =T
re=0 =1 \ r;=0 ;=1 1 —

La fonction f est la série génératrice de la suite (u,). Clest une frac-
tion rationnelle dont les poles sont les racines aj-idwes, . ... ap-iénes
de T'unité. Le pole 1 est de multiplicité & et tous les autres sont de
multiplicité < k. En effet, d’aprés le théoreine de Bezout, il cxiste des

entiers uy, ..., U tels que a;1; = 1. S8i w est une racine de Funité telle
(e}

2=1
que w = - = w% = 1. alors
K
N oagu, k EPRIN
T :H(wl) =1.
i=1
Si on note P = {wy,wy, .. wp} Uensemble des pales de f.avec w; = 1.

il existe des constantes complexes ¢y (T €4 p. 1 < jSp—1) et «
telles que. pour |z| < 1,

flay=—2 4 3 G

(1—2z)* 2, (wy—2)
reigp- 1
. 1 p
Pour w € P et j € N, la fonction z —— Gy est développable

en série entitre de rayon de convergence 1. Ses coefficients s’obtiennent
en dérivant ; — 1 fois le développement en série entiére de la fonction

z ! On a, pour 2] < 1 LIRS D B nis
w_z. 9I— - w—z_alfi Tg-owh+1-p Y

pour 7 <A —1,

(/ _ 1]$ f n! -+l
(w2 R A DU
1 + o0 Z:rz,
Y] = Z ’;i‘}-j—l n-}—"
(w — 2) = wnti

On déduit de ce qui précede, en prenant les coefficients de 2™ dans les
différents développements en série entiere, que
_ " n ]
= aCl o+ Z ci;Cny oW .

1
1y rgp—1

I
—— - Celut-ct
(1~ z)*
'fl,k -t
est équivalent, quand » tend vers 400, & (Tm- On remarque que
tous les autres termes de la somme sont négligeables devant n*~1, On

le premier terme correspondant au développement de
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,nis:—-l
iy

nmltiplie f12) par {1 — 2)¥ et < on fait z = 1s.. On obticent

a done w, <11 nous reste 4 caleuler . Classiquement, on
n—

k IS
1
1 —z z) =

{ st 1:] II](1+2+ R

ot donec @ = — ! . On conclut finalement que

ayfla ...k
1 nk-1
Uy r~ | ]
Ya—ne qrag .o (A — 1)

Dons un cas concret, le développeinent en série entiére de la
fonction f permet d’oblenir une expression erplicite de wu,,. Si par
voemple on cherche de combien de maniéres 1l est possible de foire

=4

noeuros owec deys pitces (ouw des billels?) de 1.2 ou 5 curos. il suf-
it de. déterminer le cogfficient w, de x™ dans le dévcloppement en
1

serte enticre de T Aprés quelgues calculs que

nows nvitons le lecteur 4 eﬁ‘prtuel an obiient pour cet eremple

13 1 +1 2 -1 &
””:40+n1- {nt )(TH-)—}—( ) + = avece, =1sin=0
[
oun =2 modulud, g, = =1 sin=3oun=1moedulnd et e, =0 s

tt =1 modulo 5.

Llexzercice suivant s’intéresse o lo géneralization noturelle de ce gui
précede en ftudiant lo série génératrice de lu suite p{n), ot p(n) est le
iomthee de partitions de n, c’est-d-dire le nombre de maniéres d éerire n
conme sommane dentiers non nuls (sons tenir compte de ordre),

3.16. Série génératrice du nowmbre de partitions de n

+ oo 1

Pour jt| < 1, on pose f{f) = [] T
i1

1. Montrer que f est hien définie.

+oe

2. Démontrer, pour || < 1, lidentité f(t) = 1+ 3 p{n)t®,
n=1

o p(n) est. Je nombre de suites y = (ygdpene dentiers naturels telles

+30
que Y kg =
k=1

{ (Ecole polytechuique)
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L Solution.

L. Posoms pourt € |—1, 1 ot n > 1, f.(f) =
k

fulf) = cxp ( i In{l — fk)) ‘
fe=1

Comme pour & tendaut vers Pinfini, m(1 — (*) ~ —#*_ et comuue la
séric géondtrigne de rajson ¢ converge. le thiéoriane de comparaison des
series A ternies positifs assure la convergeuce absolue de la sdrie de terme
géncral In{1 — t*), Par continnité de Pexponentielle,

- J{t) = exp ( if in{t — ik)) .
. k=1

n—fos

——

b —-0Omna
1=t

falt)
Done, f est bien definic sur | — 1.1

2. D’apris la regle du produit de Canchy des séries entidres, f,, est
développoble en série entibre sur | — 1, 1[. Ecrivous pony 1 € [—1, 1]

4o
.f?!.(f) = Z an(;)f{lw
=9

On a alors

1 1 " Lk . S+
Falt) = 1—7%:1—[ (Zt’“) =3 3 1)
A=I =1 \{=0 7 =0 \an +2u0 FoHniy. =1

A, e, (0 est le nombre de e-nplets (gq.000, ) lentiers 2 0 vérifiant
2y 4 Fny, = £ On remargue que pour # = £ 2 1 a.(6) = p(0),
puisque les termes g des suites qui interviennent dans la définition de
pl{} sont nécessaivement nuls ponr & > ¢ On pose p(0) = L

On a, pour t < [0, 1],

0 S pO = S, (B < fulh) < S0,
(=0 £=0Q

Done, la série a termes positifs 37 p(£)tf converge. Cette séric entidre est
de ravon de convergence 1.

1 o0
Pour ¢ dons | — 1, 1], notons 8, (#) = J_f,, (-3 p(k‘)fr . Clomune pouar
£=1)
tout et tout £, 0 < a, (£} < p(£), on a
| R 3}
Gty = [ D0 Conle) —pa) ) < 7 () —anti))lff
f=n4l I=n+1
Foo
< S ptt —— 0.

) =400
{=n-+1 *
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On conclut done que ponr £ € ]-1,1],

TN l e
=11 — = sy |
k=1 L -t Fa.=()

La formule démontrée dans la question 2 qui décomposc f comme
wnt produit infing est due @ Euler. Hardy et Ramaawgan ont démontrd en
1 I

1918 que pln) ~ ——¢"VT

n—00 4?’1\/3) ’

appelée ajourd hui méthode du cercle, qui ~'ext révélée Ires puissante
(0 thiorie analytigue des nombroes,

. introduisuat pour cely wne méthode

3.17. Signe des dérivées successives dune fonciion

Suit a > 0. On pose, pour « € |—a,af, flx) = Infu — ) Inle +al.
Détermmer, selon les valenrs de a et ponr tn assez prand, le signe
de £ On pourra utiliser le développement de fen séric entiéve.

(Ecole polytechnique)

I Solution.
Remarquons que f est paire. Si x € |—a, e}, on obticnt

flz)y = (1110.)2 4+ Inaln (1 4 }—) + Inaln (l - 1)
83

Y

4+ In (l + i)]n (1 — J—)
w u
' 2 .
= (lne)* 4 lnaln (1 - {—J +1in (L 1 [) In (l - E)
a i . a

too g 0 +o0 Al n +06 ¢ n
L™ (-1 e 1z
= {na)® ~lna E N E Mo E : +
( ) n=1 na’n n=I n a’ / w1 nan

pisgue || < 1 et que e fonction y — In{1 4 y) est diveloppable en 0

avee un rayon égal A 1 Le dernier terme est un produit de sérics entieres
de ravon . Ge produit est alors développable en séric entiére (de rayon
altolng o) et s’exprime A Paide dn produit de Cauchy des séries

L2 ()l)nle frths -’f 1t + > (_'l)u g oo 1 "
S (S (SEre) (S
ne1 T {a n—1 7L (X ne1 2] it n—1 i a

Il

+ow fm—1 (‘l }A: Tn
_NT U T
£ Z kin - 1.'))

L
=2 \l =) @

La fometion f est done développalile en série entitre en O avec un ravon
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e convergence égal a v of, f ctant paire, = cocfficients des puissances
frupaires sonl. uls -

o0 3n o0 fUdn-—1 ( U ‘I'Z”
flr) = (ina)? )luav— 4y (Z } )

n [ 2n
iona —- HZH u

2;1:1 (77])k

Arrangeois ) - On obtient

k=1 k‘(Q'rl - k)
2n—1 1k Qe —| I
T ( “ Z »}) (l+;_i )
o R2n - A‘) e In B 2n—k
B 1 — ( ) (_UQn—k‘
5_(; Tk
B 9 (’L’n_] (-l)k) B 1 (2nz_| l“I)k)
o\ — ok n\;=— k '
. . . 120 ()R
est un résultat classique que Y — = In(2}. Ponr le voir, 1l suflit
k-1

d'éerive gue
i A+1 g L
(— / / & dz
A x) “Lde = {(—rY¥de = / —— = n2
kg‘l - Z Jo V4o

L interversion de l’intégratiou et de la sounuation se justific par le
théoreme de convergence dominde puisgque pour tout v e M

T

V(—J')k t - (*.’L’)”+I < 2 '
e 11z 4z

Motons qu’il est aussi pagsible dutiliser 1o théoreme o’ Abel-Dirichlet
(voir page 178). On a done

211 - “+ N P
(—1)F (—1)*

k=1 k—=2n

Exprimons wlors f(x) ponr € [-a.af :

. Iy S LA T
fley = (Ina)* 4 z A(—lna—h]?— Z Py )aZn

n=t " k=2n
+00 1 ,1,.2“,
- 2 v 2a — N
= (lna)® + Z " In2a Z n
=1 k=2n E
=,
2;
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.

Siom 22 1, la dérivée d'ordre m de f s’écrit

+oo .,L,‘Z'n—?n
f(m)(:z-) = Z Co2n(2n—-1). .. 2n—m+ I)TST
n=E{m/2}+!
. . —1
Sia# %, G, = l(vln2a+o(l)) ~ ZluZe
Ti
il cxiste donc ny > 0 tel que pour 1 = mg, €, > 0 {resp. Gy, < 0) si

an voisinage de Uinfini el

1 I [ IR by ,
a = (respoa> ) Sia= 2 0, = -2 M (=1) < 0. En effet,
2 27 2 o\ g=2n k
. e (mnF
d'aprés le théortme spécial des séries alternées. lo reste S S esl,
k=2n

Jdu signe do premier terme de la séeie. Posons daunw ce cas g = 1.
On en tire le signe de f27 (@) et fE0 () pour m 2wy -

(JasaB% Casa<%
T —a 0 a | x —a ] u,—|
fBr) - - SO + 4
f(2m+l)(g) + 0 - f(2m+1)(_c)‘ - 0 4+

Dans les exercives swionnls, on déiermipr des dévcloppements en
~érie enticre. Llexistence de ces développements ne pose pas de probléme
en géndral. Mais pour ceus qui pésullend dun produit de Cauchy, les eo-
cflicients sont souvent walaisés & aoblenir et on préfére monlrer que ln
Jonction ¢ développer vérific une éguation différenticlle.

3.18. Développement en série entiere (1)

Déterminer le développement cu série entiore en 0 de la function
2 1 T
T et /Jf et 2
0

( Feole polytechnique)

| - Solution. e
Notons pour x réel, F(z) = e=* /2 /0 et /2d¢. Pour tout réel z,

i R SR Y- P~) i 4o 21
T2 3 =L" of (T2 N
Il . £ 2“’71'.‘
i ° 7 =0

. . . e 2 e
cooqui garantit que les fonctions © —— e /2 ot & — /2 sont
doveloppables en série enticre siur B tont entier. [} on va de 1oéme de lenrs

pritnitives et done comrme le produit de deux fonctions développables e
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sorie enpfiere s R ost encore développable on séric entigre snr R, F vérific
également cetbe propriéic.
, oo
Ecrivons pour @ € B, F(r) = ¥ a,2”. In dérivant I', on constate
=1

que Fovérifie Péguation différentiolle ¢ +wy = 1, ce qni donue pour tons
reel o

o +x

Z(n + Duype™ + Z tay_ " =1

n=A0 n=1

S . .- " fly, _
et par unicité du développeient on série entiore, ape) = — fil el
n

oy = L. Commme gy = F{0) = 0, tous les termes d'indice pair sont mmls

{¢était prévisible puisque F est impaire} ob por les antres,

N e VT

Srd 1T s Dion -1y 3
(D" (2n)(2n—2)...2

T (2 ) ’

ALy b1 = —

A -1 27 n!
soth flualoment, az, 4y = g(—ﬁ On conclut done qne, pour tout
el .

x e B,

F-o0 (_ 1):;211”!

=2 oy

=0

2l <]

3.19. Développement en série entibre (2)

Développer en séric cutiere la fonction .o —— arcsin, puis les
. , aresin.r s ,
fonctions o - = ¢t ¥ r— (‘,]r(,‘sm ;,L‘)é.

V1 - 72

{Ecole polytechnique)

B> Solution.
® Sait 10— arcsing, La lonetion [ est de classe €7 snr j—1, ] ot

sa, dérivde r ——

l . . N
iR ost développable en sévic entitre avec i rayon
-

égal & 1. Il en va done de méme de f. Le cours doune, powr @ € ]-1,1],

J = -3 . (2n—1) w2
e =1 STy ! = Y (1)
I+ N L"( ) 2.4...(2n) ! ”:”( ) 22 pl)? '

1=

+00 n

_ Z(fl)”_f%mn

ef. done
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1 FoC gy

Vi 2t

On abticnt siors le développement de arcsin en intégrant cehii de sa
dérivée terme A terme et, compte tenu de arcsin = 0,

4 e }TL
. . g b
arcsinx = 5_‘ —ﬁ;aﬁ”“ .
w==0) ( [i2ea )
1 e N L . seelonnablos
s Comme v —— arcsing et o - —=—— sont développables en

-
série entiére avece nn rayon égal a 1, leur produit Pest aussi avec un
rayon supérienr ou égal a 1. En fait, ce rayon est exactement T puiscue
lim T e,
r—1- /1 =z
On coustate vite ¢ue Pexpression du coellicient de +27%! abtemie par
la formule du produit de Caurchy ne se simplific pas facilemeni. On va

phrtdl tenter de tronver une équation différentielle vérifiée par 1a fonction

A1CH1 & SI e }_17 l[.

g:oel-1, 10— T

& aresin e

veraa

Done g vérific I'éqnation différenticlle Iméaire y/'(1—~x%) — oy = 1. Notons
| %

3 ane® le développement en série entiere de g. La relation vérifiée par
no0

1 8 éerit

+ o0 + oo
(1 - mz) z g et — Z a0 L—1,
n=\

Tr=>4}
+oe -+
naaz” = > (n4 Daga™ —ag =1,
n=1 n=1

1o +o0
—flp — 1+ m + z (?L + 2)[1),‘+2.'13'”'*1 _ Z(“ + 1)ahxn+] — U,

=] n=1
00 l
—ap—T4ar+ 3 [(n 4 Dap,z — (n+ Dagla" =0.
re==1

tioumme g est impaire, tous les ¢, pour n palr sout quls, Par unicité du
développement en série entigre, on obtient

4+ 1

O=—ay—t+a=a;—-1 e a,,9=——
0 + @1 1 74 2 nt 2

m,, szl
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Do on tire a7 = 1 ¢t pour n 2= (),

2n _ 2n 2n-2
2+ 1 Ty F1m 1
o (2n)(2n—2)...402
T {2n+1) 2n—1)...5-3
(2mny¥
2n + 1)1

I e 2,3 =

(23]

On a finalement, pour tout = € |1, 1],

arcsin . = Ay

aresing NS At
Via? = Bt U

24

diaresing)® Arcain I . .
e Comme { =2 . on obtient le développement en
dx V1 =2

série cutidre de & —— (arcsin.z)? en intégrant ternie & terme cclui de 2g.
Puisque (aresin 012 = (), on obtient, pour |2| < 1,
+o 47&(”1_)‘_‘ m2n+2 _ +0 4“’1((71 _ 1)[)2 2

e+ 12+ 2 (2n — 1)In

{aresine)? =2 n

n=

13 (22

R
(arcsin #)” = 5 3 prerll e
n=1"" T2

2 + o

| . T = .
En prenant v = S, ol vient = = 3. ——— On trouvera qusst ce
2 18z n2Cy,

ernier développeme ar wuLe re methode dans Uerercice 1.45.
dernier développement p aut thode dans I’ 1.45

Duns Uexercive suwivant. on développe en série entiére la composee
d'une fonction développable en séric entiére ef de la fonction exp. On
peut démontrer plus géndralement, mais ce théoréme n'est pas ou pro-
gramme. gue la composée de denr fonctions développables ew série enticre
est développable cn série entidre.

3.20. Développement en série entiere (3)

k=1

1. Démontrer que g est déveioppable en série entigre avec un
rayvon e convergence R > 1. Op note ¢, les coeflicients du
développement de G.

‘ 10 Ik
Soit g(r) =exp| 3 7 )
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!
2. Montrer que g, =0 (.%E )

{Ecole polytechnique)

- Solution.

fi

1. Lerayon de convergence de la série entiere y ;—2 est 1. La fonction
Foa T
frer— Y % est définie sur [—1, 1], Elle est dérivable sur | — 1. 1] et
=1
+Txi\’ ro—1 + o T
fla)y=73% = =3 . On ep déduit que g est définie sur [—1. 1],
[ Rl § o n=0 n+ 1

dérivable sur | — 1,1 et vérifie ¢'(z) = g(x) f'(z). On a de plus g(0) = 1.
La fonction £ étant contitme sur | —. 1[. Véquation différenticlie linéaire
¥ = 'y possbde nne solution maximale npique prenant en (§ la valeur |
ot qui est définie sur | — 1,11 tout enticr. Cette solution cst g.
Montrons que I'équation différentielle ¢ = yf’ posséde une solution
développable en série entiére G telle que G(0) = L. On auwra d’apreés

. o0

ve it précede G = g. Cherclions G sous la forme Glr) = 3 gas” et
n=>1

snpposons i cette série a un rayon de convergence non nul R. On a,

P

Ry i :
pour || < R, G'(z) = ¥ ngez™ ™t = ¥ (n4 1)gp12™. La fonction fG
=1 n=>0
st développable on séric cutitre avee un rayon €gal & R” 2 min(R. 1) 1c
iloveloppement s’obtenart par nn produit de Caucly. L'égalité G’ = fG
cst vérifide sioon a, pour tont n € N

T

Gk
+1 = —
('ﬂ )5’n+1 ;} I

L coeflicient go valayt 1, cette relation de récurrence définit une suite
unigue. On montre facilement que, pour tout n € H, on a2 0 < g < 1L
Iin effet gg = I ct si on suppose la propriété vraie jusqu'au rang n alors

1 T gk 1 n
0<¢ % : < o= L
dny1 FI+1;€Z=O?’?.—A'+1 = n+1.(;)gk

Ou en déduit que le rayon de convergence de la série 3 g, 2™ est supéricur
o égal & 1. L'équation différentielle posséde nne solution G telle gne
(1{0) = 1, développable en série enticre de rayon R 2 1. Cette forrcetion
el égale & g La fonction g est done développable en série entiere sur
| —1,1[".

2. Ona, pour tout n € N, 0 < g, < 1. On o déduit que, pour tout
n e N*

1. Notons que les résultats danalyse conplexe permettent d’obtenir sans caleul le
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0 ’z_:l 1 i lnr
( - = — -~ —
n < 7 n-k wn o ke

et done que gy = O ( ) Soit A tel que g, < A lun pour tout s = 2.
n n
On obtient alors, ponr n = 2,

133 g 1 doAlnk
0< g, < = S —
g 'rl%n~f. +z_;}.‘(‘ufk¢]

1

L -2+ Alnn
P Z k(n — k)
1 lnn %= /1 1 )

<-{24A00 -
n n ;2 (k’- + n—k
1 nn -1 (Inn)?

< {24282 0} ~ 2a 2.

7 ” r,}_‘l k) - n?
2
Cela montre que g, = Q (@;L) ot donc que g, = o0 (1_@) . <
il Prot 400 7
Résumaons la methode utilisée dans cot exercice pour montrer que g

esh dédveloppahle en séric enticve. On montre gue q est soluytion d'une
dguation différenticlle (E). puis que cette équalion posséde wne solubion
dévcloppable en série entiére h. En appliquant le théoréme de Cauchy-
Lipsehitz, on montre que h = ¢ et done gue g cst développable vn série
enticre au voisinage de 0.

3.21. Limite simple de polyndémes i coefficients positifs

Svit {P,).=0 une suite de polynomes a cocfficients dans R,y yui
converge simplement s [, 1] vers une fonction f. Montrer qi’il
existe une snite (b, ), de réels positifs telle gque

{7} le rayon de convergence R de la série Z bnx™ ost = 1
E8-9)
Gy vr e [01] fle) = Y o™

n=

(Ecole normale supérieure)

koo ,n
fait que la fonction z — exp X - esl développable en sivie entiere sur le disgque
w1 T

unité ouvert de s dlest la composée de deux fonctions heoloworphes.
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| - Solution.
40
On pose, pour tout n € N, Pp{a) = Y bz, olt by = 0 si k asses,
k=20

srand. Nous allous démontrer qu’il existe une application ¢ : N — R
sirictement croissante telle que, pour tout & € N, (b, x) converge. En
appelant by, la limite | on montrera qu'on obtient le résultat voulu.

Pour tout n € N, P, est & coeflicients positifs, done pour tout k € 4,
onal < b, <I(1). Lasnite (P, (1)) est convergente done majorée par
AL Aidnsi, pour tout {(n, k) € N?, on a 0 < b, , < M. Pour construire ¢,
on utilise le procédé diagonal de Cantor. La suite (b, ) est bornée donc,
d'opres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une
sons-sulte convergente. Soit done g une extraction felle que la sous-suite
(hon(n),0) 01t convergente vers un réel bg. La suite (by,my,1) est bornée et
on peut choisir nne extraction ¢, telle que 1a suite (b o, (ny,1} Converge
vers un réel by, On réitére ce procédé ponr construire par réeurrence
des exbractions . telles que (bya.op, m).4) converge vers by. On pose
y{) = g 0o o pn(n). Alors, pour tout & € N, (b )nzs St une
snite extraite de (b o op, (n) k)nzk, QU converge vers by. Eu effet, on a
=L <n<en), done

en - =wpo-op, (n—1)<ggo - op, 10p.n)=pn

btk = Bogorop (g, oo ) (m).k POU 2 K done (b k) converge
vers by pour tont £ € N,
Soit z € [L1]. Pour tout m e N, on a 0 € P (2) < P,(1) < Met o

4o

forliori 0 <Py (z) <M, e 3 b%o{n)k;r:;“’ < M. Spit N € N. On a pour
k=0

iout noe N, Z b

=0}

wln)k k < M et en faisant tendre n vers +oo, on obtient

N
S beat < M. Ainsi les sommes particlles de la série & termes positifs
i =0
N bzt sont majorées done cette série converge. Le myon de convergence

do 3 bpa® est supérieur ou égal & 1. Posons g{z Z Brz®. 1l reste
p—
montrer que g(x) = f(#) pour tout z € [0, 1[.
Soit 22 € [0, 1{ et N € N. On a pour tout (n. k) € N, 0 < b, win)k M

ol par passage A la limite 0 < by < M. On en déduit
M:r

fou
< 3 bt < St < P20
k=N

— ¥

oo
clode méme 0 < Y. bpaf € 5 On obtient ainsi
k=N x
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N--1 N

. 20

|P -, () — g(e)] < E sty — biclz™ + —
b=t ’

En faisant tendire o vers +0o0, on en dédhit

o , IV N
)~ gla) £ ———-
f) = ol < T
. 2M™ -
Quatid N tend vers + 0, ] tend vers (0 done f{x) = g(r). <1
. — .7
E'n revanche, an na pas neécessairement (1) = g{1). Prenons par
o T 1 %-. 10 o [ — gnt!
exemple, pour n € W, P, = e L:“.l .OnaP.(2) = LI
pour 2 € (L1 ef dovic f{z) = 0. Comme Po(1) = 1 pour tout n € N,
f() = 1. Pour (k,n) € N?, b, ). = T et denc by = O pour foul
1

k€ N. La fonetton g cst o fonction nalle et f{1) # g{1).

Sont regroupés mednlenant un ensomble dexerciees ab il s ugil de
trovver o lnrte ou un dquivalent June fonrtion développable en sére
enlicre, en un ppint du cercle de conperyence. Une premidre méthode,
mise en euwere duns Uerercice suivant, est lo comperaison sere-intégrale.

3.22. Recherche d’un équivalent

Trouver nn égquivalent. quand  tend vers 1 de f(r) = >
=0

(Ecole polytechnique)

> Solation.

Le rayon de convergence de la séric entiére > 2 est 1: la fonction
[ est done définie sur | — 110 Pour déterminer nn équivalent de f on 1,
o ntiliserons 1a nidthode de conmparaison série-intégralke.

Soit ¢ € (010 la fonction t — 27 = AT ey positive ef,
décroissante sur B, car lnzx € 0. On a done, pour tout & < N,

gkt . o 2k
T < a”dt <t
Jb

Pour n € N, en additionnant les indégalitcs obtennes en faisant varier k
de 0 & n. on obtient
1 -1 n

| ]
ZJ,—‘-“ <] rhdr g Z;ﬁ‘ « fla).
]

Aozl k=0
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. P TR a3 n -
On en déduit Uexistence do /E} 77 dt . En falsaut tendre n vers +o0, on
-+

ubticnt

e
Jlz) — o< j e Ffix).
0

o ost-a-dire

-+ i S+ -
/ 22l < firy < f % dt 4o ()
Q

4]

On va chercher w éguivalent de I'intégrale. Pour ce faire on va, en
atilisant le changernent de variahle « = —(Inaje" 2. placer lu variable
o dans les bornes. (Ju obtient

+ou Y +oo o EIn 1 +x Bﬁ’u
[ 2 dt = [ Pl ™ gy — — / .
Jo Jo ln 2 1t

- dner

. _ +oo @Y .
Il faut trouver nu équivalent e f | ~——du. Quand x tend vers 1,
e kI3
—L
ine tend vers 0. La fonction w —— — est Intégrable sur [1, +ocl,
u

a7

1 .
~ —. Ces fonctions étant de
i w—0 1

!
siene canstant of pas intégrables sue J0, 1], on en déduit que

-1 5= 1 1 1 ,—1
/ £ ~ [ —du = —Ina et[ Eodu o~ —In{—1u.)).
e o U .

. i
mais pas sur ]0.1]. De plus, on a

10 r—0 J, —luyr U w1
+ e—u
{1 obtient enfin / ——dn ~ —lu{—Inz) el done
J—tny U el
[er e In{—In.r)
rdt ~ =
Jo x—1 In2

. . hif—inm: L
Les mégalités (*) montrent alors que f(a} ~ BRUIGEEN En écrivant,
T

B 2
pour font x € 0. 1,

Ini—Inz) = lu(?ﬂ) + Iu{l — ).

ot en déduit que

Il — o)
z—1 In2

fiz)

Les exercices suivants fowrnissent une autre méthode pour oblenir des
Squivalents de lo somme d'une séeic cntiére. s affirment. sous cerfuines
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+ o + 00
conditions. que 38 a,, ~ by, alors 3 a,a" ~ Y boa". Uéguivalence
TL— 20
=0 n=—=0

ayant liew au bord du domaine de convcrgence. L'énoncé suivant regroupe
des questions provenant de plusieurs ornux.

3.23. Etude asymptotique au bord du disque de convergence

Soient {ay,) et (b, ) deux suites de nombres complexes. On note R
et R’ les rayons de convergence respectifs de 3 a,u™ et 3 b et,

toc + o

sous réserve de convergence, f(x) = > apa” et glz) = Y bya”.
n=0 n=0

On suppose que (b,) est & valeurs dans R* ot qu'il existe £ € C tel

. [
que lim = =¢
n—400 Op

1. Montrer que R = I,
2. Ou suppose que B’ = 1 et que 3 b, diverge. Montrer que

limn __f(:c) =¢.
r—1= g(I)
3. On suppose que R’ = +oo. Montrer que  lim flr) =¥
F b oo g(;[‘)

4. Soit p € N. Déterminer la, limite lorsque x tend vers 17 de

o
(1 —z)P+! Z nta™,

n=0

(Ecole polytechnigue)

&> Solution.

1. Lasuite %) couverge donce elle est bornée. Soit M tel que, pour
tout n € N, |9—’1t < M. Powr tout = € C, on a |an||z]® < Mib,[|x]™. Si

b
lrl < R, 1a série 3_b,2"™ converge. done ¥ a, 2" converge aussi et on A
R =R
2. Les deux séries ont, d’aprés la premiére question, un rayon de
convergence = 1. On remarqite, pour commencer, gue linll g(r) = +x.
s

T
En effet, pour tout A > 0, il existe ny € N tel que 3 b, = 2A, puisque

=0
i
3" b, diverge et est A terrnes positifs. Ou a donc  lim Z by = 2A et
OERY

=)
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523, LIVUDE ASYRIPTOTIRNE AU BORD DU DISQUE DE CONVERGENCE
g

il existe xg € 10,11 tel que, si z € [xg, 1], ona 3. b,z™ = A et a fortiori
n="0

GLe) = A {ear by > 0).
Soit ¢ > 0. Par hyvpothése, il existe ng € N tel que, pour n = ny,

rejltf,ona

gﬁ - EJ < ¢ ot doue {an — £by| € ebn. On en déduit que, pour

+00 4+~ o
) Z b <& Z box™ < egla),

E [¢Preei
TI="yy N=rnn

TE=rn

np—1
e, — £hy| + 26(2).

np -1

|Fla) — Lg(a)| < Z |G — £by |25™ + eg(x) < Z
n=I[

n=0

Infin. on obtient
'ﬂ,nfl
b,

(lomme

Z; ‘a"n -
= e

i:._f- =0
g{x)

g —J

S fan — fby)
lim 2= +z =g, il existe &y € 10, 1] tel que, si
ar - glx)
. f(-fl') /2 oy . 4 o+ o R
& € [ay, 1], alors ) £ < 2e, ce qui est le résubtat voulu.

gl
D'aprés la question 1. les deux séries entiéres ont un rayon

de convergence infini. On choisit ng comme daus la question 2. La

3.
deniopstration est la méme. On obtient, pour tout réel r = 1.

ne—1
S lag — €by ) @t
g + £.

g —1

5" gy — by |2
\M_I‘U%Q 8
TES I AT

n=0
+ =
glx}

= {), ¢ar g{x} 2 h,,2"°. Lo wmajorant

phu -1

On remarque que  lun
o ()
tend done vers ¢ lorsque @ — oo, d’oit Pon déduit Pexistence de ) > 0

el que % — £ € 2¢, pour & = 1.
4. On applique le résultat de la question 2. Le rayon de convergence

+ >0
de Y n¥r™ est 1. 81 le caleul de g{z) = Y nPa™ n’est pas siinple, on

n=(0

+oc
wait en revanche caleuler Y n(n —1) . .(n ~ p+ 1)z""P, somme dans

=0
Liquelle on reconmait la dérivée p-ieme de la série géométrique. En posant
2 1 .
hir) = 3 x = T o obtient done, pour p e Het x e ]-1,1],

71=0
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qeac !
flz) = nzz:un(n -1 (n—p+1a” = .'r;ph.(”)(:r:) =P (1—}1);T

Sion pose ap =n(n—1)...(n —p+ 1} et b,, = n#, la suite (b)) est &

. cpep . an - . s
termes strictement positifs, lim -— = let > b, diverge. On en déduit
n—

+ oo
x !
que u_]ins_ Z((ﬁ"; =1, ¢’est-a-dire que f(z) o~ g(z) o~ (!:UW el

finalement.

Tir

r—1-

+-oc
lim (1 - a)"*' 5" nPe = pt| <«
=0

Avec les hypothéses de Uénoncé, il résulle en particulier de cet exer-
cice que i a, ~ bn (resp. an = o(by) en +o0), on pblient en 1 ou en
e

A (T(T’S;%f = o{g))-

Le résultat de la question 4 peut étre obtenu également par comparai-

son 4 une midgrale, en opérant comme dans Pexercice 3.22. On trouve
+oc

fque E nPr® o~ j tPxtdt. On montre facilement, par récurrence
n=0 wol L | |
- 3 ! , .
SUT p, gue Prtdl = —————— ~ ————— cc qui conduit au
P ./]R, (i) o li- (1= et

résuliat.

La premiére question de Uexercice swivant a 646 résoluc d'une aulre
mantere dans 'exercice 1.16 de notre tome 1 d'algébre (i s'agissait de la
démonsiration méme de Gauss). Lo suite de Uezercice est une application
dn résultat de Uevercice 8.25.

3.24. Un théoréme de Gauss

On considére le plan B2 muni de sa norme euclidienne canonique
| 1. Pour « > 0, ou pose

q(x) = Card{a € 77, |lali <z} et qp(z) = Card{a € N7, flo] <),

173

1. Trowver un équivalent de ¢(a) el de g4 () lorsque 1 — +.

2
Joo
2. On pose pour { € |-1,1[, g(t) = ljit (Z t”z) . Relicr g

n=>0
et ¢4 puls donner un équivalent de g en 17.
{(Ecole normale supérieure)
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[> Solution.

1. Pour tout x = 0, ¢{x) représente le nombre de points & coor-
donndes cntivres dans le disque de centre O et de rayon x et g (2) le
nombre de points & coordoundes entitres = 0 dans ce méme disgre. De
maniere intuitive, 11y a environ 1 point a coordonnées entidres par ¢in®
(si on prend le centimétre comme unité de longuenr) el il st done assez
rajsomnable de penser que lorsque & Lend vors 420, ¢() va &tre Ggnivalent
aowx? (Paive du disque enclidien de rayon ).

On commence par chercher un dquivalent de g, (n) lorsque n € N
tend vers Tinfini. L’idée est de compter le nombre de points de Z* dans
o gquart. de disque de rayon n en les comptant colonne par colonne.

Soit n un entier naturel. Pour (k1) dans N?, I'inégalité W<n
i 8éerit K2 4 17 < n?, équivant A 0 < B < n (t 0 << vn?— k2% En
comptant le nombre de couples (k, ) \;euhant cette uléﬂ‘a]ité pour k fixé,
on obtient

i

¢4 () Z S =Y (R 1)

ke (o e ? hi ()

(O a done 'encadrement

T
S VAR < n) < VR nt
k=1 k 0

ce i donne en divisanl par n?

i Th {—}? ) . 1 n I_. _kl) L 1

3 S qpln) d = e
,Z\/lf .1é—jz—\:;2\/l.7m+y—l+m

Nous recatnaissons alors nne sormne de Ricmann relative a la subdivision

regulidre du gegment [(4 1] de pas = pour la fonction t— /| - 2. On
- 1

i1 déduit gne

n—l rii AAAAA

1 fT ] ilv

n—u,-oc

Cette iutégrale représente, comme préviy Vaire d an gquart de disaue
w - .
de rayon | et vany done e Par le caleul, cela se voib en posant £ = sin ) -

3l . 72 — T2
/ V12t — / V1sin” Geosfdd = / cos®
b

<0 4 |

w2 ~
_ / 1+ cos(26) dg =
0 2 4

iu vertn de Uinégalité établio of dn théorémo d'encadroment, on on
dédnit que
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‘n. T
litn 4sn) = —.
n—+oc 4
11 est facile de voir que cet équivalent reste vraj pour un réel positif
7 quelconque : en effet. si v est un réel positif et n = E{(x?). on «
g.{n) < gr{r) < gr{n+ 1) et done, en divisant par 2
ny ) ge(n+t . 1) iyla 1+ 1
Q+(2_) < ‘1+(2) < i+ ( : ),puls g+ '« i+(2) < g+l _ },
T x s {n+ 1) € n
. . s g (4t 7w
Or, d'aprés cc qui précéde. lim q_+(;) = lm &t—) = —-
n—too (4 1)° =t n? 4
c . . R P € w
Toujours <'apres le théoréme d'encadrement. on a  lim 1+.2 ) = —-
-k xooq 4

On conclhut que

On cateule g(a) & paztiv de g () en faisant attention aux points sur
les axes qui sont comptés devx fois et au point (U, 0) vornpté 4 fojs, On
obtient giv) = 4¢, (z) — 4Bz} — 3 ot

2. Comme la série Ztng est de rayon de convergernce 1, g est définie
sur | — 1. 1L On va caleuler ¢ en eflectuant, le produit de Canchy de
la séric entitre Zt"z par clleemémne, Nous savons alors gue Pon obtient
une série entivre de rayvon an moing 1. Plus préciséuient, si on posc. pour

nzla,= Y 1= ¥ 1l oalors,ona pourt€]-1,1
K+i—n ki4l?=n
K. L earrs Gk e
foo NE L d |t
(Z £ ) = Z (lui‘n et g(f} = m z (T-n({“‘.
n=0N 7= =0

Sin = 0,4, st alors le nowbre de couples (k1) € N? tols gue k2412 = n.
Toujours d’aprés les régles du produit de Caneliy, on a, ponr t € ]—1. 1],

+o0 +x ‘hoc
= ( [;”) (Z (I,,t”) = Z (ag 4 g 4 oo g B
n=0

L=l =1
2
= Z g4 (v/n)t".
i=(}

gt

Pour obtenir un équivalent de g(¢) en 17, on va remplacer g (/i) patr
som équivalent trouvé cu 1. Ceel est possible on vertu dun lemune snivant @
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Lemme. Soient (anlaen ¢F (bn )y on deua suites de Ry équivelentes. (On

Es
suppose que r(t) = 3 ant™ est de rayon 1 el que Y ay, diverge,
. =A(}
H-oc '
Alors Z bat™ = s(t) ~ (1)

r—1-
=0 -

Clo végnitat classigue fait Pobjet de Pexercice 3.23. On obtient done,
q J

400 +00 ~
3 e i d 1 7t
TR S UL A L
e T 4 4dtl—t (112
n=0 =1
On conclut que
() T 5|
r e
AP E AT Y
R Vi ¢ s
On en dedudt que >t ~ ——=_ Notons que cela anrast anssi

=0 t—1- 2\,] —

g Etre éfabli, comume dons Perercice 3.22, 6 Paide de o méthode de

. A . {00 2 +oo 2
comparaison séric-intégrale en rehunt Y % el j(; £ dv. On trouve

=0
wlors
f f"bz 1 ‘/*N —u? 7 ﬁ
e me— e dn o~
e e L =1 2/1 —¢

De cela on tive directenient Uéquipelent de g.

3.25. Série de Lambert

Soit a € N* et 2 < [0, 1],
1. Moutrer que la série 3~

’f’:”i’n ]
SORVETE.
el IVET Y

+ o0 o

. oout
2. Donner un éguivalent de sa somme (r) = > T
-l — &

lovsque o - 17 {on exprimera p{r) comme somme d'une séric
2lr) )
) [—
(Ecole polytechnique)

double et on considérera le développement en série enticre de

i Solution. .
1. Pour x € [0, 1. lo terme général ]” ol

e la série est cquivalent

. 1 P .
anfEt oo (—2 lorsque n tend vers Dinfini. done la série converge,
T

Jraprées 1o thidoréme de comparaison des séries i termes positifs.
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2. Oun pent éerire, pour n 2 1,

e +oc Foe
= a? Z(wn)k - Z mnk'
1 —an k=0 kel

Daprés les théorémes sur Ies familles sommables positives {le lecteur
pourTa st reporter A notre premier tome d'analyse p. 2013, la famille
(n?.2™),, 11 est sonunable et s somme est (). Le théordme d'asso-
ciativité permet de rassembler les termes selon o valenr p du produit
nk. On obtient

+ox0 +m0
@ =3 (S ) -3 [ o
p—1 \nlp p=1 \ n|p

Posos a, = 30" pour p = 1. Pour trouver i équivalent de @z, on

wlp
souhaiterait avoir un éguivalent de a,,, mais ceci n’apparalt pas facile,
Par exemple, pour a = 1. a, cst la samnme des divisenrs de p : clest

e suite g varie de maniere assez, ivrégnliere. Souvent, ces fonctions
arithinétiques preunent un comportement beavcoup plus régulicr lors
quon les étudie en moyenne (le Jecteur en tronvera un autre excmnplo
dans Fesercice 3,26 du tonie D d'anadyvse). (UVest ponr ecla qu'on va,

conune le préconise énonce, faire le produit de Canchy de @) avec
1 . .
——. Drapres la regle sur Je produit de Canchy, on obtient, pour

1 —x
x e [0, 14
‘1‘9(1) Fi Foo
. Slar 4+ +ayut = > bt
Toop= =)
AVeC

» o 7
b= tap =S - S Y = ZE(E)

kil nlk —t nk =1 n

La =uite by, cst heanconp phws [acile & estiner gque la suite a,. En effet,
b 1 & WA
pn+1 T oy i o

. L, . 1
est nne sommeo de Ricmann associde A la fonction r — I5 ( 2. Cotte

furetion admet en tout point de [0 1] une limite a gauche et & drojte
(rappelons gquo @ = 1), Elle est done réglée, ¢ est-a-dire Himite uniforme
de fonetions on escalier. La sommne de Riemann ci-dessis converge done
vers Pintégrale de cotte fonetion cutre 0 ot 1. Caleuloms cetoe intégrale .
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1 1 +o0 :| 1 .
/n E (;) rdr = T; ./"_1_ E (T) &l

1 i+
+ > 1
= n el
ri=I {uL_-i
1 +00 1 1
a+ 1= Anpttl o (n4 el
SiN = 1, on peut derive
N N
1 ] n+1-1
Z“(Tﬂ“ﬁ*Tm)iZ—n‘z Tya 1
ey 7i n+1) M oy n+ 1
N ,
1 1
=l Yy
(N+ 1)~ {g {7 4 Lyt
N1

S R S
ST (N

ol en faisant tendre N vers 4o, il vient finalement

a i =1 {la+ 1)
El~)+*dr = - =l L U,
./n (::') Ter=y +1 ,g notl 4

o+ 1

it dési;_;n(‘ In fonetion zéta de Riemann définie pour tout o > 1 par

e+ 1
(w) = ‘f . Ou obtient done b, ~ M‘p"“
T pooe a4t
qumvalent a

. ¢e qui est encore

(( :;l([)wquLl)(P%—n Ap+1).

apres un résultat classique sur les équivalenis de séries cntitres a co-
ellicients positifs (on ponrra se reporter 4 Vexercice £.23), on en dédnif
que
(p(r) + > C(UJ + 1)
11—z pl- 4+
Clo+ 1) (e 1Y
z=1- 4l (1 —xiot?
(a4 1)

so1m (1~ gyt

alf(or + 1)
@’) e (1 (f}) Tl A

Z (pro4Dip+a).. (p+ 1)
p=0

. 1 .
(oit dérive: a + 1 fois)
: T

O conclut
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Les théorémes taubériens qui swivent dnoncent des condilions sous
lesquelles une réeiprogue du thiéoréme d Abcl-Diviehlet (voir page 178)
est vntide, En eoffet. celle-ca rst fuusse en géndral. 51 on considire la suite
de terme générol a, = (-1)7. la série Y a0 o pour rayon de conver-

c

N N L I
genee 1, se spmme, gale d =31 a pour limite 5 gquand ¢ tend vers 1,
x

s que lo série 3 oy, converge. Nous nuwons regroupé ensemble plusieurs
arevcices posés o Uécole polytechnique, avec des hypothéses varides. No-
tons que la méme conclusion reste weérifide avec Uhypothése plus faible

1 . .
ap = 0 (;) {théoreme taubérien de Hardy-hittlewood).

3.26. Théorémes taubériens

+oa
Soit (), e nne suite de Cielle que f(2) = 37 o, x™ existe pour
ya2=0)
tout 7@ J=1.1[ et Ll fo) = £ € €. Démontrer gue la série 3 ay,
m— T

converge ot a pour somme £ dans les difftrents cas snivants -
1. «, = ( pour tout n € N;

. 1 e
2 @, o (—) larsque n tend vers Vinfing
i

b

+ oo
3. Y nlanl? converge (dans ce cas le résultat st din & Fejér),
n=0
.o+ 2a,+ -+ na
4. lim - "),
Th— 00 T

(Ecole polytechnique)

L~ Solution.
1. Dans ee eas, o fonetion fest eroissante sur [0, 1. On adone, pour

+00 N
toul x € (0,1, 37 aa™ < Let, e fortiorl, pour tont N € N, 3 a,07 « (.

n={} n=0

N
Eu falsnnt lendre o vers 1) on obtient > an < £ Alnst Y a,, converge
=0
4o
et sa somune est < 4 Mais, Tautre part, 3 ap, majore fosur [0,1], ce
=0

}

qui mplique £ £
> 0. 1l s’agit de proaver quion a, powr N assez grand,

+ 00
3 a, et U'égalite voulue.
r==(
2. Suit ¢ 0.
N
‘!? N danj € 2. Pour ce fuire, an effectue une déconpe taubérienne ;

=)
on introduit fir) en choisissant = convenablement (en fonclion de N)

pour controler clisgue terme. Soit douc o £ [0, 1f et

Iy =
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N
- \p’ — flmy+ fley - Y e \
n=0
+ I\
= fiey+ Z Uy + Z a,, {2"
n=N+1 n—0

[Yaprés Uindgalité triangulaire, la série enticre convergeant absolimnent
sur [0, 1], on peut éerirve

+oc
A< 0= flm)+ >0 lagld” +Z|~~|(1fr b
a=N+1 =0

”Mn )

<= fEr+ L 171)Z|r1n|1—f—r+ )

=N-1 n=0
L b N
< - fle)l+ —sup \reer,,| L el - m}Zn[ar,{
=N+ =0
.L'N+| N
L Fl) + snp [riz, | ——— + (1 — @) Z |
nzN I —x 0
1 S
<= J(r) + = q)p [rees | + {1 — )N (A Z n[an[) .
(]‘ T!) N =)
Mar hypothise. sup nja,| ——— 0 et, en vertu du théoréme de Cesaro,
naN N—sd o

i Z u[an{ —

=}

W oserait bon dlavoir (1 — @3N = L Rien ne wons en ciopeche ;11 suftit de

prenedre = 1 — % - Om a done

) ] 1 N
< i!f— f (I ~ T\)‘ + sup [nay| + N Z:: Wit

wzN

Comme ]im1 Flry =4£, on g, ponr N asgez grand, dy € e.
i
3. Nous allons remetrre cn place I méme idée, mais avee cos concli-
lions, la majoration est plus technique. Tout d'abord, pour ntiliser I'hy-
pothese daus nos majorations, nwous allons naturellement introcduire e
reste ce la série dont on sait quiil tend vers O ponr N < [, ou pose
+nc )
By = 3 nlanl? Un caleul wonédiat donne, pour n e 1,
n=N

R‘u, "7 R?’b
in”[ = \/T_{—]
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oV
b
B

En reprenant les notations de la question précédente, on a tonjours poir
NeNet ¢e |0 1]

+ N
In <6 - Flr) + L s 2" + L o (1 —2™).
n=N-+1 2.=0

Occupons-nous Jdu second terme. On derit, & Taide de Tinégalité de
Cauchy-Schwarz.,

2 2
+oc +_010 7
- ,n’ &

L {(2”'.1.' = L l(ln‘\/—ﬁ?

n=N+1 AN L
o 120 _on
o= L ﬂlanl L I

n=N41 n=N+41 T
=R+
On a clairement
= o 1T 1 1 1

> <= > ) = o - < -
i N = N(L—a¥)  N{1-xl-+zy " N1 -z

n=Ni41 [}
+ox 23 o
Z fa, ]2 & _MN4Y
N1 \i N{l —z)

Venons-en an troisieme terme. On a, comme dans la question précédente,

N N
D7 Jani(L - €y < (1= 2) Y nful.

n=_0 =1

n

On ohtient donc

On en déduit que
N

N
Z letn {1 — &™) < (1 — ) Z 1Ry, —nRay
=0 =1
N
e (Z(HR” - n.]2,n+1))

=1

1/2 1/2

zr)

toujowrs d'apres Uinégalité de Canchy-Schwarz, Un chiangement d'indice
donne

N N N1
L(HR” -nR,1) = L nR, — Z(n - IR,
n_=] n=1 n==2

N N
=3 R, -NRy,, < 3 R,

=1 [T EEX]
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IMivalerment, on obtient la majoration

N N 142
S jant{l —a™) < {1 —2) (Z Rn)

no Q0 =1

1 N 12
VN € (1-2)N (N ZR,&) .

=1}

. N 1 ..
|4 encore, tout nous pousse & prendre x = 1 — N (fe. N(1—ux)=1). 11
1

JNS"fff(lf%)lﬁ-mjL

(‘o5 trois termes tendent vers 0 lorsque N tend vers Uinfini) le premicr
nar hypothese et 1o troisiéme on vertu din théoreme de Cesaro. On a bien

vient alors

liin dy = 0.
M s oo
.. A
4, Cette fois-ci, i est naturel de poser pour n > 0, S, = - S kag
k=1

el 5g = 0, ce qui conduit, pour n = 1, &
nS, — (n—1)8,

Uy = ————————— =85,

n = vl 1-
n

-1
_(n )q
n

Om e déduit que, pour N e Net z € R,

N N n—1
—
E apx™ = ) (5,,;1:” S )
i1 n=I1
N N—-1 -
i \
_ S TI” _ -‘"“*S a,,rH-l
" L n+1 ™
n=1 n—l1
N—-1
. N — ({2 , n
=~ S\II + 2 1 - S
ks l 7;!’ + i

N N--1
, ~ o 1 \ .
Ponr 2 = 1, on oblieunt Uy = SN + ———8,,. En faisani tendre N
’ b 7+ 1
n=1 =l

vers Pinfini, z étant dans [0, 1], il vieot, puisque \Ilim Sy =0,
N— 400

= na
f(l') = up + HZ:JI (] — m) Sn.'l.'n.

, - ’ nr .
’owr simplifier, on pose, pour n € N, u,, = (L - 1‘) Sa- Avee les
n

wdnes notations qie précédemmnient, on a, poar « € [0, 1],
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N
< 8= flay + | fla) - Z i,
71==()
+ N
&« U — f('f’]! 1 letg + Z Uyl v gy — Z (2%
w1l n—1
0 N N
; . — -~
< |- fl)] + Z 1t |47+ L A L apl -
=N |1 =l n=I
Fro 1L
Dans le second terme gni ost égal & N (1 — fﬁ) S, on majore
Nl it
chague [S,, sup [S,] et on éerit
N4t
+oo o + J,YH 1
N | - — ) = N (1 —w)e™ +
ol n+ 1 o 41
=N g : =N+l :
.
Z (1 _ I}T" + N \ J.'HTI
N4 | n=NFI
SN2 )
N+1 4 g
<. + <1+ —
A N(1—uw} N(1 —x)’

co g coneluit &

|-oc 1
D < sup 80 (14 3 ).
n=N raNy| N (l — )
On expritie le troisicme teving en fonetion des S, On obtient

N ™ i N N1 |

1
S =y a,,’ =3 wpx” - Sy - 3 — 5§,

o= =1 =1 = A+ L

N N 1
Sy - v Ly
] nt"l i+ !

‘ ) AR | |
U, — - b‘ - A Q ( o
(_“ n+L ) +rf:1 ?1+JS i 1)’

N
(1 71)8,,L”+ L B

n+1 1 St l)J

=l

En remarquant, de nowvenn, gque (0" = 1)) 5 all — b on en déduit que

N
kS N
L Ukt L &

n =1 1

J4

: (l —:J‘) S,,|

n=I

Finalerueut, an a
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{ N
BTN £ — f +  sup b:r 1 + = Il —x Sn '
- sl s a1 g L XS]

O esb iuvité a prendre A nouvean N(1 —z) = 1, ie. 3 =1 — % et dans
ces conditions ’

<‘f‘ f(] 1) +2 sup |8 | ZS&S\

< |6 — N N ] i N + N ‘l_:dl 74

N

n|~

/ 1
<le e _') S,
l f( N l+‘j:¢}>lp| | Nu—,-l

S,| tend vers O puisque Sy tend

A\h

N
I'n vertu du théoreme de Cesiro, L

vers 0 et innlement dy tend vers {J (Je qu’on voulait, <2
On peut noter que les guestions 2 of 3 ne sont que des cas particuliors

. . "1 .
En cffet, sia, — o ( —) lu suile (_'rmn) tend vors 0 et
1

e o question 4. En of
Fo . : N T e R L
théoréme de Cesiro permet de dire yue im ——————" = 0. La
r— oG Tl
o
coneergence de Y. nlag | dmplique €galement oo vésullat. Pour le voir
T =1
ap = VAV kay,

v wtilise Uinégalitd de Covchy-Schuwurz, En éerionnd kay, =

v o la majoralion

Rap il
O en déduit gue pour p fie of 1oz p,
s + - Fman| e o - +pa,.
a2 < +
71
oo -
on R, = % klag|” est le reste de o série supposée convergenle,
k—prt1
Seoe = 4 est donné, on choisit p ode sorte que Ry < =0 Pour n
a4+ - Fna . .
nssez grand on o aloys o + -+ naw| = 2. Cela prouve bicn que
T
ay + -+ ne, 0

it —
RN 7

o
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3.27. Condition suffisante d’injectivité d’une série entidre

Solent Ty = {z & C,[:| < 1} et (ay)ner une suite complexe. On
suppose Is séric ¥ na, absoluient convergente.

Foo
1. Véritier que le rayon de convergence de Y ap2® ¢st supérisur
n=0
+ o
ou égal & 1. Pour » € D, on pose f(z) = ¥ a,2™
n—u
)
2. Ousuppose que a; # Oet Y nfay| <7 Jat]. Montrer que f est
n—=2
mjective.
(Ecole polytechnique)

> Solution.
L. Comme Lusérie Y i, ost absoliment convergente, on s en parti-

enlier lim na, = 0. Done, pour # assez grand, njop| < 1ie |o,| < -
Fa— 0 kel

C'omme la série entitre de coefficient kS est de rayon de comvergenee dgal
o "
a1, celul de N g,z est snpérienr ou égal a 1.
=
2, la for:'m‘l.ion S est bien définie d’aprés la question précédernte.
Montrons que f est, injective en raisonnant par Uabsurde, Supposons
aquil existe z ot 2 distinets dans D otel que f(z) = f(z'). Oua
Fou

0= f(zN) - f(z) = D ap(a — 2"

=0}

Enisolaut le ternre dindice n = 1 (celai correspondant 4 = 0 est nnl),
on oblient

+x + e n—1 .
ar{z —2') = N (2 — 2"y = (2 —z) E an | D PAAT St Sl I (*)
n—2 pn==2 =0

On peut supposer quun des @, pour 1 22 2 est non nul ear sinou,

J 1z w1z est injective, puisque aq = O Pour n 2 2 et a, £ 0, ona

n—L . n-1 T—|
i Z _;1 zn—lf.'« < |U>n| Z :r|k|z|n7]—-;,- - an[ Z 1= '?2-‘&n|‘
k=0 k=0 k=0

car fay,] > 0 et z et 2" sant dags . Fo passaut an modnde dans («},
vient done

| o

F |, .

n=2

77’?’

lay)|z — '] <
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el THEOREME DK BIEBERBACH DANS LE CAS RELL

I'inégalité ¢al bien justilide puisque la séric 3 na, ost absohwnent
convergente. Blle est bien stricte puisque |z —z'| > 0. Comme: |z — 2| > 1),

il vient

RRe
(]';1|< }_: .

iy, ce qui contredit I'livpothése.

r

1l
Conclusion. La fonction [ est injective. <
Legercice suivant éludie un peu le probléme inverse ; si une fonetion
dimeloppable en serie entiére sur le disque D est infeclioe, gue peut-vn

dire de la taille de ses coefficierts ¢

3.28. Théoréme de Bicberbach dans le cas réel

+00
Soit f(z) = 24 > @n2'" In somine dune série entiere de rayon
=2

de convergence 2 1. Ou suppose que Lous les a, sont réels ol que f
est injective sur D ={z € C, |z| <1}

1. Soit z € I Montrer que f{z) € K si et sculement st z € R.
En déduirve que si Imz > 0 alors Im f() =2 0.

T

2, Calenler, pour 0 < 3 < 1 et w € NY| /0 I f{re’®) sin rBd8.
En déduire gue |an| € n pour tout n > 1.

3. Montrer que la majoration obtemic est optirnale.

(Ecole polytechnique)

|- Solution.

1. Soit z & 1). Bien entendu, si z est réel, f(z) aussi car les coof-
iicients a,, sont tous réels. Supposons inversement que f(z) € R. On a
done f(z) = f(=). Or, f(2) = f(2). Linjectivité de f permet de conclure
gie z = 7 c'est-d-dive que 2 € R

Natons alors DT Pensemble dos éléments z de D tels que hirz > 0, La
lonction z — hm f(z) est contimie ¢ ne s'annule pas sur DT dapres cc
qu'on vient de voir, Comme DY ost un ensemble connexe, cette fonction
warde done un signe constant, Il ne reste plus qu’a déterminer ce sigie,
Pour cela, on prend des valeurs proches de 0. Lorsque £ > () tend vers 0.
F{78) st équivalent & it et on a donc Ini f(it) > 0 pour ¢ assez petit. Par
conségrient I f{z) > 0 pour tout z de DY, Cela montre bien que pour
fontt z de D te] que Tmz 2 0 on a Im f(z) = 0.

+oc
2. Soil » dans [0, 1] et n € K*, On w I f(re?®) = Y apr®sinkd, ou
k=1
Fon pose @y = L Cetle sévie converge uniformément poenr 8 < [0, 7). L'in-
rerversion de lintégration et de la sommation qui suit est, donce légititne ;
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+

&
I f(re®®) sin nfde =
Jo

™ —_—
. . . il 'S
agr / win kst nfdd = Eu,,r'
Jo ‘

k=1

car toutes les intégrales sont nulles sanf celle qui correspond a b = n.
On utilise cette expression intégrale de ¢, pour le majorer., Comme
la partie Mmagitiaire est towjours positive d'apres la question preécédente,
oll 4
T o -
L 7 KT
Ela,,ir < j{) L f(re™) s nd|de.

On va maintenant majorer le terme | sinné|. Une majoration brutale
par 1 n'est pas suffisante. De méme la majoration |sinn8| < n# ne
convieut pas. Eu fait. on a négalité |sinnd] < n|sind| pour tout + et
lout réel 4. Elle se démontre tris facilement, par récurrence sur n @ ¢lest
clair au rang n = 1, et polr passer au rang n + 1 il suffit o utiliser la
formule d'addition sin(n + 1)8 = cosfsinnd + cos nfsin d. Ou ohtlent
alors

m nooo iy m
i|an\'r o 71/ Im f{re™) sin 0d8 = ng .
Ja

Comme a; = L, on a apyes simplification |a, "™ € n. Cela vaut

pour tout réel » de ]0, 1[. En faisant tendre » vers 1 on obtient |e résultat.
+ 00

3. Cousidérons la séric entitre 37 nz”. Sou rayon de convergence
n=1

est fgal & 1 ot pour |z] < 1 sa sotnme vaut f(z) =

z .
. Pour voir
(1—2)?

que la tuajoration précédeute est optimale, il sutfit de vérifier que f est
injective sur D. Soient z et 2’ Jdeux points de D tels gne f{21 = f{2’). On
az(l— 2 = 2'(1 - 2)7 ce qui équivaut & (' —z)(zz' — 1) = 0. Canme
|zz'| < | on a forcément z = 2" et [ cst donc bien injective. <

En fait Bieberbach avait conjecturdé em 1916 que pour toule série
+
enficre complexe > w27 de rayon de convergence 2 1 dont la somme
n—1
est injective sur D, onou fu, | < njay] pour tout n 2 1. Ce résultaf n'o €46
prowre qu'en 1984 dans lc cas géndral. L 'étude du cas réel de Uerercice
est duc @ Dieudonné (1931).

Les deur exercices suivants sont des applications du principe des 2¢ros
isolés dont nous rappelons Uénoncé. Soit § la somme de lu =érie entiére
3 oa, 37, définie sur som disque de convergence. S ewiste une suite (i)
de nombres complercs non nuls tendant vers O tels que f(:,) =0, pour
fout . alors ap = 0, pouwr lout entier n.
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3.29. Série de Laurent a valeurs entiéres

Soit F(z) = bp2™ 4+ biz+by+ 3 b_iz7*, lasnite (b;) _oc<icm
[9-31
étant une suite de réels; on suppose qu'il existe A € B tel que F(z)
cxiste pour |z} = A.

1. On suppose que by ba, ... by appartiennent 4 Q et qu’il
existe N € N tel que pour p cutier, p 2= N implique F(p) € Z.
Maontrer que by € Q e, que, pour tout i 2 1, b_; = 0.

2. Méme guestion en ne supposant plus by ..., b, rationnels.

(Ecole normale supérieure)

.- Solution.

e
1. Pasons, pour z € C. P(z) = 3 b,2" et G(z) = > b_,2* quand
=1 121
velte série converge. Par hypotheése, G (£> existe pour |z| = A. Ouen
zZ
déduit que le rayon R de la série entitre définissart G(z) est supérieur

oy égal A ﬁ (et R = +ocsi A =0). On a, pour tout {z| = A, I'égalité

F(:) - P(2) + bo +C(1>

On suppose que bi....,b, sont dans . On considére un

dénominatenr commun g a by, ...b, Pour p € N, p 2 N

. 1 . N
qP(p) et gF(p)=qP(p) + bog +qG (}—7) appartienpent a7,

(n en déduit gue bog + qG(;—)) € Z. Maig nous savons que
1
1'121 bog + 4G (—) = bog + ¢G(0) = by (car G, somme d'une série
p— 2o i
1 1 . T
“ A A [) Une suite convergente d'entiers est
stationnaire. 1l existe donc un entier N’ tel que, pour p = N'.p € N,

on ait G (l) = 0. Ceci montre que byg € Z et done que by € . On
17

entiere est continue suar

. . 1
ohscerve par ailleurs que la suite (7) converge vers 0 et ¢ue. pour
PEN’
N 1 S . TR . .
p 2 N, G| =) =0 Dapres le principe des zéros isolés, la série entiere
7

qmi définit G a tous ses coeflicients nuls : pour tout ¢ 2 1, b_, = 0. Ceci
schéve la démonstration.

On a démontré qu'en fait, ¥ est un polyndme. II prend des vao-
Irurs entiéres sur Z 0 [p, +ocl. Nous avons démontrd dans notie tome
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I dlalgébne ferercice 5.24) qu’un Lol polyndrne est combinaison linéatre
a coefficienis cutiers des polyndmes de Hilbert.

2. Essuyous d’aboutiv & la méme conclusion sans supposer qile les b,
sant dans . Pour cela, nons montrerons que FPhypothese F(p) € Z pour
p 2z N uupligue que, pour tout 4 € {1, m| b; € Q. ce qui permetira de

conclure grace & la question 1.
. . 1
Posons. ponr simplificr, «, = G| =}, pour p ¢ Hop > A
} y # P I

Cousidérons le polyndme Q@ = P + by Nows alions exprimer ses coefli-
cients en fonetiow des o, Le polyutine Q est de degré infécienr on égal a
m et cst done déterine, pour p = N par ses valeurs on p, p+1,... . p+7m.
Il s’exprime en fouction des polyndmes Ly, Loy, o, Lpiw, Polvndmes
interpolateurs de base relatifs auw (m + 1-uplet oy + 1,....p + m}.
Pour tout = 2 £, on obtient

I X3

FIE it B pten
e

Q) = AZ; QMLe(z), on Ly (X) = ﬁ
AT

Pour commencer, inléressons-nous a b, le cosfficient de X' dans cette
expression. On tronve

nlm
Qlk
by, — N 72(1,

& 0 (k-

TPyt
17E
S TS
e Q-
=, (ke —p)l{(=1)rFm=F{p +m — k)l
G
a i=N m 7-})'
On cu daduit que
e
mlby = 3 Qlp + (-1 I,
3=0
b "
- Z E(p+5)(=1)" 1), — Z Gy (— 1)
4=0 j=U

m
Par hypothese, w, = 3 F(p+ §)(=1)" L, est daus Z pour p 2 N 1a
PR}
suite (nep)pen converge vers 0, donue (np)p>n converge vers mil by, . Clest
nne suite d'entiers: elle est done statiounaire, On obtient pour p = N’
m! by = uy, € Zo Nows avons démontrd gne by, € Q, et plus précisément
aue mlh,, € Z.



Ca0. CARACTERISATION DES FONCTIONS REELLRES ANALY TTQIES 241

Nous somunes malntenant cn mesiee de démontrer que les by (pour
P w0 = m) sont dans (B, par véenrrence sur m < N°.

St = 1. la démonstration qui précede montre qne by € @ ¢ost
ferieing, Supposons la propriété vérifide an rang m — Yo 2 20 Coe gquit
précsde moutre que ml by, est dans Q. Posons, ponr = 2 A,

m—1
F'(2) =m!F(z) — m!h, " = Z bym! 2" + Zb,—m! z
i—=D 2.2)

U a, par bapothése, powr p € Mp 2 N, Fip) € 2 done Fip) € Z.
La fonetion F7 vérifie Phypaothicse de récurrence. O en dédnit que, pour
e [lom — 1], bym! € Q et done b; € @ La réourrence est Lerminée.

On a done. pour tout 7 € [1,m], b € Q et on peut conclure comme
dans la question 1. <

Les trois exercices sutounds concernent les fonctions analytiques
véelles. Ruppelons qu'une fonction | de classe C™ sur un miervalle |
cst dite anafyfique s ponr Lot g < Ul eoriste nn vowstnage 'V de ay sur
fequel | oost égale @ la sonnne de sa série de Taylor ¢n rq.

3.30. Caractérisation des fonctions réelles analytiques

Soit [ nu intervalle ouvert ot f 2 T — R une fonction de classe
C Montier qu'il y a éoivalence entre :
(1) f est analytigue;
(i1} puur tont scgment J C [ il existe des constantes C,r
siricternont positives telles que

YneMN, vrel [ffn)] < Crinl

(Ecole polytechnique)

[ Solution.
» Montrons tout d'abord que (77) = (7). Soit 2 £ Tet 7 > 0 tel que
J = [y = yore+ ) C L Onixe des constautes C et r telles que

Vo N, Yreld, |f7(x)] < ™

On tilise la formule de Tavlor avec reste intégral pour évaluer Uécart
rntre flx) et Ia somme partielle de la séric de Taylor en xq, powr @
proche de 2. Ona, ponr x € J et nc M.

f k‘)
Z (x —20)" + R, ().
k=0

AU L
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o a—n
R,(x) = / L-%f“” “(_t)dt.
Jog D!
L'hiypothese permet de majorer le reste de {a maniére suivante © pouy
X = rg,

ol < [

]
Jrg T

o (.’E — t)nC’!'”-' 1{“. 4 ]!(“ _ Cr'""l |.II o TO\” »‘-ll

On obtient la 10éme majoration powr x < .
Ainsi, lorsque |z — xg] < 11111{1(%.17). R.{z) tend vers 0. Par
couséquent, [ ost somumne de sa série de Tavlor en rp autouwr de ay. Cela
vaiit pour tout point xy de I et f est done analvtique.
o Montrons maintenant que (§) = (i), Cherchons d’abord a majorer
les dérivees sneeessives de fau volsinage d'nn point g gnelcongnes de 1
ARG

Par hypothése il existe > 0 tel que flx) = > ~ (z — x0)"
m=0) .
: I~ < et ; R f(n)(:‘cu) n -
lorsque | — oo} < 7. En particulier, la snile ———=n" tend vers 0 et

n!

on pent done tranver C > 0 tel que |/ (1g)| < Calr™ pour tout #, ol
7 = —. 0n va en déduire nne inégalité din meéme type valable sr tout

i
un voisinage de xg en angmentant les constantes C ot 7. Les dérivées do
la fonction f sur Jzg — 17, 20 + 7] s'obtiennent en dérivant terme terme
le développement en série de f. On a dong, paur @ € |59 — 1,10 + 1| et
ne N

+30 gk
f(n)(:r') . Z / (rn)k‘(k o 1) T ])(.’I.' 7:’1:.0);1"—1!.

N
k=n !
On en déduit gque

oo
|ff~”’(;x-';{ S I U IO (T g P e A

k=n

-+ %z
=y Z L(kj — 1) L. (!{; — 1+ 1)(7.“ 7‘,1:0‘)1;——”.

k=n
1 7 L. . .
Prenons alors |z — x| < 3 = 3 La, série ci-clessus est niajorée
N A 1
par 3 k(k -1 (k- n+ l);—n Or, cette somme ge calenle fa-

k=1

cilement. Le développernent en série entiére de il) sur | — 1.1{ est
— .

Y
3t 81 on le dérive n fois on olitient,
k=0
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' T
—L~ = Z E(k—1). .. (k—n+1aF
k

. - . 1 .
et il suffit d’évaluer cela en 3 On obticnt. donc pour tout a tel que
|x — @g] < g et tout entier n,
‘f(”)(a:)‘ < Crnl2™H = 20(20) 0.

On peud alors prouver la proposition {4i). Soit .J un segent inciug
dans 1. Ce qui précede montre que pour chague peint y de J on peut
trouver 1), > 0, Cy > 0 et 7, > 0 tels gue pour tout n et tont = dans
{1y Y1) on alt {f'(”){r)‘ < Cyu{ry)mn!. Les intervalles [y — oy, -+, [
pour y variant dans J forment un veconvrement ouvert de J. Comme J est:
compact, on peut en extraire un song-recouvrement fini par la propriété
de Borel-Lebesgue. Sioon note gy, ..., 15 les contres dos intervalles retenus,
il guffit de poser C = max G, et r = max r,,. Ou a alors, pour tout

L S 1 td

de J et tout entier n, ‘f(")(:r;)r < Cr™nl, ce qui pronve (i), <1

Lezercice sutvant étudic & quelle condifion une fonction définie
comme somme dune sérics de fonctions cst analytique. Cela passe par
une estmation, assez dilicate, des dérivées successines de la fonetion.

3.31. Etude d’analycité

4o
Pour >0 et 2 € R on pose [(x) = Y sin{nz) exp(—n®).

1. Montrer que f est bicn définie et r:lv classe €™ sur R.
2. Pour quelles valcurs de ¢ la fonction f est-elle développable
en séric entiére au voisinage de tout point ?
(Ecole normale supérieure)
|

l> Solution.
1. On pose u,(z) = sin{nz)e™" pour tout n. > 1 ¢t tout z € R. La
fonction u, est e classe C™° et pour tout k € N,

. kn
u%m(g;) = nFsin (n.‘c + —2-) exp{—n").
On cn déduit que. pour tout # € B, [u,(f)(u;jl < nf exp(—n®). Pour tout

. 1 - - . (
ke Noonanfexp(—nY) = 0(—,2) done Ja série de fonctions Y ulf
I

converge normalement. sur B, On en déduil que f est définie sur R ef,
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en appliquant de maniére réitérée le théoréme de dérivation des séries do
+o0
. y . E) -
fonctions, que f est de classe > avec pour tout k € N, f& = ¥° ul ),
n=1
2. Soit xg un réel quelcongue. Daprés la premiére question on a,

pour tout k€ N,

) ()| < f‘nk exp(—n®).

n=1
Le majorant est d’autant plus petit que a est grand. Pour avoir une idée
de soh ordre de grandeur, commengons par regarder le cas particulier
a =1 & I'aide d'une comparaison série-intégrale. On a

+oo +00  apn+1 400
donfem(-n) <) f the= -1 de et / the " dt
n=1 n=1"" /1

+o0
et [ the At < e LkL
40

(%)
On a done iﬁ < e ! et on en déduit que la série de Taylor en g
F o) k
3 i (x—wo)" converge pour |z —x¢| < 1. Montrons que sa somme

est f (1) Pour |z — zg| < 1 et N € N, la formule de Taylor-Lagrange
donne l'existence d’un réel ¢ entre zp et z tel que

£ (o) AR

N
— 4NV L k o ZN4T
fz) 7}62:0 X (¢ —xa)* + N= 1) (x—ag) T
(N1}
D’aprés ce qui précede, on a i(Wl()CT) (@~ zo)NTH < et - ap)V L
FO )

On en déduit que lm (z — 20)N ' = 0 et done que

N—oo (N+ 1)

+00 p(k) [,
fa) =3 =)

J
k=0 Kt

Comme zp était quelcongue on en déduit que f est analytique sur R.
Tout cela reste a fortior: valable lorsque a = 1.

Supposons maintenant que ¢ < 1. On va voir dans ce cas que 1a série
de Taylor de f en 0 a un rayon de convergence ml. On a pour tout k € N,

0
f(4k+1)(0) — Z n4k+].€fnn.
n=1

De nouveau, on compare & une intégrale, mais cette fois en minorant.
On obtient
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4k+1 (0 ) > Z/ pHR - (t+1)* dt > foo t“*le’(””a de.

re==1 0

Iissayons & nouveau de faire apparaitre la fonction I d’Enler. Pour ¢ 22 0,
it existe ¢ € ¢, ¢+ 1] tel que (t + 1)* —t* = ac” . On en déduit gue
+D)*—t*gasitz], cara—1<0. Oua done

X Foo L a T g
FE () ;f R e"‘[ u e e du
1 J1
g
P e‘””j we e “du,
1

avec le changement de variable » = ¢*. Comme l'intégrande cst inférieure
alsur 0.1, ona

oo 4k
f(‘“”fl)(()) P e_“/ wre Udy — e ze T ( + l)
0
On a

4k 4k
£ o) F(E * 1) ! F(“ * 1)
ey — -

a1y = ° kot T @iy W™

Déterminons le rayon de convergence de la série entitre ¥ upz®. On
ntilise la formule de Stirling

Tz + 1) ™o Vomxe xrfe F.

T—

On en déduit, quand & tend vers +oo,

4k +4
4k + 4 4k +4 & aktd .
Uyl [k + Dty 2m ( @ ) © (4k +4) % (ae) 3
1k ~ 1k
g Ey ‘ kY 4k} e
(4k +5)14/2 J‘: (;) e S

Bty . .
~ k)t (= ) (ae)~% ~ o= (k)3

g1

4 .
Comme - —4 > 0, on a donc Rhm = +o0. Le rayon de conver-
Q

oo Uk
pence de la série entidre 3 ugz® est donc nul. Il en est de méme a for-

{4k 1) (k4 1) ('

tiori de la série entiere Y f—_l(%) a* et donc de T Hx‘k“.
(4k+1)

Pour tout = € R, la suite (Hm“k“) r’est pas bornée et a for-

{k} 0
tiort la suite (f—kl(i)- xk) n’est pas bornée. Le rayon de convergence de
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> MM
k!
cnn voisinage de 0. Done f nlest pas dévcloppable on sfvie entiere an

voisinage de (1.
Conclusion. La fonction f est développable en série entidre an voisi-
nage de tout point si et seuletuent si a 2 1. <

¥ est nul. La série de Taylor de f en 0 ne converge sur an-

Le résultat de U'erercice sutvant est trés classigue. Il donne une condi-
tHon suffisante. due ¢ Bernstein, pour qu'wne fonction de classe O™ soll
analytique.

3.32. Un théoréme de Bernstein

Soit @ < b deux récls el f @ a, b[— R nue fonction de classe 0.
On dit que f est absolument monotone sur Ja, b si f et toutes ses
dérivées sont positives sur |a, b

1. Donner des exemiples de fenctions absolinent imonotones,

2. Montrer qu'unc fonction absolument monvtone est analy-

tigue
(Ecole notrmale supérieure, école polytechnigue)

i> Solution,

1. Lafonction exponenticlle est positive et conune exp’ = oxp, tontes
ses dérivées ausst. Elle est done absolwnent meonotone sur n'importe guel
intervalle de R.

La fonction tangente est absolument monotone sur [ = [0, g [ En el

tet, on o tan’ = 14+ tan? > 0 et on montre alors facilensent. par récurrence
que toutes les dérivées de tan sont positives sur L Il suffit pour cela de
dériver n fois cette égalité en utilisant la formule de Leibpiz

n
tant™ 2 = 37 CF tant™) tant? 0

2. Soit f : |a, f[— R une fouction absolument monotonc et @g € Ja, b,
On va prouver que sur un volsinage de g, f est égale & la somme de sa
série de Tavlor en . Quitte A cffectuer une translation de la variable
{¢'esl-i-dire remplacer f par f{z+m2g)) on pent supposer 29 = ( et done
a <0etb>0. On pose alors, pour z € la, b

(k}
Rulz) = }fzf ©,

le reste d’ordre 4. La formule de Taylor avee reste intégral donne 1'ex-
pression suivante de ce reste :
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T (ZL‘ o t)ru It,’”+l 1

Ro(z) = f —-—~l—~f(”+1)(‘t)dt = [ (1 —w)" ) (2w du.
a ! ! Jo

Nolots que ce reste est positif pour » 2 0. Prenons n > 0 tel que

|—n.7] < Ja, bletz & [~y Comme f0T1) est croissante {car fO2) est

pasitive), ou pent majorer f7 ) rw) par fOH Y ) por tout « € [0, 1

¢l coutme ces termes sont positifs on a

Al I
/ (1—u)ﬂf“‘+l>(m)d-ugf (1 — )" £ (.
(] o

Il en résulte done que.

| et
(R, (7)| < T

R.(n).
Il suffit maintenant de majorer R.,{n). Comme pour tout n. Rain) 2 0,
“(0)

it
majorées par f{n). Ainsi. cette série converge ¢t a vue somme < f{i).

Par suite on a R,.(n) < f{5) pour tout n, L'inégalité
‘J'lnﬂ

les sommes partielles de 1a série a termes positifs > f n* sout toutes

IRa ()] < fin)

prt)

montre alors que Ry, (r) tend vers 0 pour tout x dans | — #.n[. Dol le
résnltat. <

Lexercice suivant démaonire le prncipe des zdros isolds pour les fone-
tions analytiques réelles,

3.33. Principe des zéros isolés

Soil a < b deux réels et [ @ ]a,b|— R nne fonction analytinue.
On suppose que la fonction f admet une infinité de zéros dans un
segment [o. d] de Ja. B[, Montrer que f est identiquement nulle,

(Eeole polytechnigue)

> Solution.

Par hvpothése on peut se donner wne suite (wy,),.za forimée de zéros
denx a denx distincts de f et quitte a la remplacer par une sous-suite,
otl peut trés bien supposer que cette sugte converge vers yn point xg
du segment [¢,d]. Par continuité de f on a f(zg) = 0. Mantrons que
nécessajrement toutes les dérivées de f sont nulles en xp. En effet si ce
n'vst pas le cas, en notant p le plus petit entier tel que f(:'?)(,tro) # 0, on
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(z — 2p)? +olx — 2p)P par un simple développement

f=)
(z — xa)¥
et le théoreme de localisation permet de dire gu’il existe un voisinage V
de zp tel gue f(x) # 0 pour x € V \ {zp}. Cela est absurde puisque les
ZET0S Uy, sont tous dans V pour n assez grand.

Posons alors E = {z € Ja,b[. Vn € N, f{")(z) = 0}. On vient de voir
que E n'est pag vide. Comme f et toutes ses dérivées sont coutinues, il est
clair que E est uy ensemble feriné (de Ja, b)), Enfin, f étant analytique, si
x € E, f est identiguenient nulle sur un voisinage de # et par conséguent
E est aussi ouvert. Comme Pintervalle Ja, b est eonnexe, on a forcément
E =la,b] et f cst done identiqueraent nulle. <

limité & Pordre p. Ainsi, tend vers une limite non nulle en xq

5i Y anz™ est une série entitre de rayom de convergence R > 0 ef
de somme f, pour tout r € ]0.1[, la série 3 a,r"e™, dont la somme
est f(re'®), converge uniformément par rapport & 8. Ceci permet de
Justifier l‘e’ﬁh'o,nge de lintégration et de la sommation qui conduit 4
Uy 7T = % _/0 o Flre®®ye=0de  Ce résultat trés important seva supposé
connu dans tous les everciees qud swwvent. (Uest un instrument puissant.
Il permet de tradumre une information sur f cn une informoation sur les
coefficients a, . Plus précisément, de la connaissance de | sur le cercle
de centre O et de rayon r, on en déduit les coefficients o, et done la
connatssance de la fonetion f sur tout le disque de convergence. On ob-
tient en particulier les inégalites de Cauchy @ 81 my,. est le maximum de
|F(=), pour |z| = 1. on a|a,|r" < m,.

Notons de plus que, pour r € [0,R[, la fonction f, : 8 — f(re®) est
continue et 2m-périodique. Ses coefficients de Fourier erponentiels sont
d’aprés ce qui précede les anr™ pour no 2 0 et 0 sinon. La formule de

oQ 3
Parseval appliquée @ f, donne dane +Z [P = iﬁ_ f(;rr | Flr)2de.
=0

Outre la formule donnant les coefficients an sous forme inidgrale,
Dezercice suivant utilise aussi le principe des zéros isolés.

3.34. Nullité sur un arc du cercle de convergence

Onpose D= {z€C, |z] <1}

1. Soit f: D — C continue sur D, dévelappable en série entitre
sur D ot nulle sur le cercle unité 8. Montrer que f est nulle.

2. Méme guestion en supposant senlement f nulle sur un arc du
cercle unité de longueur o > Q.

(Ecole normale supérieure)
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> Solution.

+o0
1. Posons f(z) = 3 an2™ pour |z| < 1. On a pour tout n € N et
=0
0l
1 27 .
anr™ = — [ fre®)e="do.
27 Jo

Comme (r.8) — fre®)e=* est continue sur [0,1] x K, Papplication
fry— f;w fre®)e=m9dg est continne sur [0, 1]. Ou fait tendre » vers 1
dans 'égalité précedente et on obticnt an, = 0. Il en régulte que f =0,

2. L'idée est de construire a partir de f une fonction g vérifiant
I'liypothése de la guestion 1 en faisant « tourner = 'atc de longueur o
pour recowsvrir tout le cercle St

TL
Posons g(z) = [] f(e**®2), ol n est choisi de sorte que na > 2w La
k=0
l[onction g est continue sur D, développable en série entiere snr D, car

chaque application f, : 2 = f{«%%2) Test, et s'annule snr §! (car si
i€ S il existe k tel que fr(n) = (). D'aprés la guestion 1, la fonction g

1 . . .
cst nulle. Pouar tout p e W, ona g p = 0 ct donc i] existe un entier

| S P
k€ [0, n—1] tel que f (76”‘ “) = 0 pour une infinité¢ de valeurs de p. Le
el

principe des zéros isolés permet d'affirmer que la fonction z —— f(ze%9%)

est nulle sur D, c’est-a-dire que f est ulle sr D, puisque ze** déerit
) quand z décrit D. Par continuité, f est nulle sur D. g

3.35. Série entiére i coeflicients entiers, bornée sur son disgue de
convergence

Soit. (a,) une suite de Z telle que la série > a, 2™ ait un rayon
+00
de convergence R = 1. Ou pose f(2) = Y. a,2™ pour [z] < 1 et on

n=0
suppasc que f est bornée sur le disque ouvert D= {z € C, |2| < 1}
Montrer que f est un polynodme.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
Soit © € |0, 1. L égalité de Parseval, appliquée a la fonction f, définie
par f.(6) = f(rcie), s'écrit

+ o0

In 1 2w 7.
I R IR

p=0
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Soit M un majorant de | f| sur le disque ouvert unité. On a la majoration

+oo N
Zb]n.plzrgp < M? et done, pour tout N € N, Zo|up|21'2p < M2, Ceci
p= p=
étant vrai pour tout r € 10, 1], on en déduit, en faisant tendre r vers 1,

N
que Y Ja,|? < M2, pour tout N € N. Ainsi la série ¥ )a,,|? converge et
p=0

dong la suite (a,) converge vers 0. Les a,, étant des entiers, ceci implique
que tous les 0, sont nuls & partir d'un certain rang. La fonction [ est
donc un polynéme. <

Soit [ une fonction entiére (¢'est-d-dire développable en série entiére
avec un rayon de convergence infini) et bornée sur C. Des formules de
Cauchy, on déduit que. pour tout n € N et tout » > 0,

2n
] f (rew)dé‘
0

27
Ia'nr ‘-<-. 'f‘—n

1

En faisant tendre r vers Uinfini, on obtient que o, = 0 pour n > 0
et donc que f est constante. On obtient le théoréme de Liouville : une
fonction entiére et bornée sur C est constante.

L’exerciee suivant montre guc cele reste vrai s on suppose seulement
la partie réelle de f bornde.

3.36. Fonctions entiéres de partie réelle bornée

]
=+ oa
Soit f(z) = 3 #,2" la somme d'une série entidre de rayon
n=0
de convergence +oc. On pose my{r) = sup|fiz)] et asp{r) =
zl=r

sup |Re f(z)} pour r > 0.
|

z|=r
1. Soit 0 < r; < 7z montrer que

2?"1 T2 + 71

miyg(ry) < asfrz) +

g — i 2 — 1y

HOIE

On pourra se ramener au cas f(0) = 0.
2. On suppose qu'il existe M tel que, pour tout =z £ C,
| Re( f(2))] < M. Montrer que f est constante.
(Ecole normale supérieure)

—

> Solution,

I. On va commencer par chercher une majoration des coefficients @y
en fonction de la quantité as(r). Pour cela, on va utiliser nne expression
intégrale de a, faisant intervenir la fonction Re f.
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) +oo )
Pour r >0 et # € R, on a f(re!?) = 3. aprte™ et done
n=0

, 1= . .
Re f(re') = 5 37T ane'™ 4+ aae ).
n=>0
On en déduit que, pour tout p € N,

. . 12 . .
€~1.p9 Ref(re"ﬂ) — 5 Z =g (anez(nﬁp)é + Enefa(n-bp)ﬂ)'

=0

La série 3" |an|r" converge, donc la série qui définit e~% Re f(re®)
converge uniformément par rapport a 6, ce qui justifie Iinterversion de
I'intégration et de la sommation dans ce qui suit. Pour p € N*. on a

2 ) ) +oe 2 . )
[ ¢ *° Re f(re'?)dd = % > oon / (ane P 1 g, e 1P gg
4o n—g 40

= mrPa,,

o
car fn " eikidg = 0, pour tout k € N*; il ¥ a donc un seul terme non nul
dans cette somme, celui qui correspond 4 n = p.

On en déduit, pour tout p € I¥*, la majoration suivante :

2 .
rPlay| < f | Re f(re®)|d6 < 2may(r),
0

2a(r)

P

Supposons maintenant que f(0) = 0, ¢’est-a-dire que ag = 0. Soit
0 < r; < ra. On applique les inégalités précédentes avec = ra. La série

¢'est-d-dire |ap| <

T
. . ™ P N
géométrique de terme général ——) converge, donc on peut écrire, si
T2

Iz} = r1,

+o0 +oa ' n
PR < 3 il <2500 3 (2)

n=1 n=1
1

2
if(z)| < 26f(r2)1j2?"_1 :a_f('r‘z)“ T
r2

Cela étant vrai pour tout z de module r;, on conclut que

. . 21"1
. < -
mg(r) € af(rg)rz —
Dans le cas général, oll on ne suppose plus f(0) = 0, on considére

la fonction g définie par g{z) = f{z) — f(0). Elle vérifie 'inégalité
précédente. De plus, on a, pour tout z de module r1, |f(2)] < |g{z)| +
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[J(®)] et done ms(r)
|| = 72, Re(g(z)) =
|2 ¢(r2)[ 4+ Re(f(0))] < |a

différentes inégalités

() + [ F(0}). On obticnt de méme, pour
(f(z)) + Re{f(0)), d'ont Ton tire lay(ra)| <
Y

S
Re
la z)l +|£(0)]. O obtient alors, & partir de ces

mp(r ) <my(ry) + | f(0)] aglra) + [ f(0)
.2 Ty 4y

rrop(r) < () +

m‘f(”) = T2 — 1 "l a2 —

ce qui est Pinégalité demandde.

2. On se ramene & unc fonction nulle en 0, en considérant, & nouveau
la fonction g définie par g(z) = f ‘) = J{0). On &, pour tout z € C,
| Re(g(z))] < M, ol M/ = M +| Re "(0))] et pour tout r > O, ag(r) < M.
Si0 < r) < 79, on a, d'aprés la que.stlon précédente,

() < 2
el T -
glf1) = ra "

M.

Eu faisant tendre vz vers +oc, on obiient, pour tout v > 0, m,(r) < 0
et donc my(r1) = 0. La fonctiou ¢ cst nulle sur tous les cercles de la
torme 2] = 1y ob clle est nulle en 0. Clest 1a fouction mulle. La fonction
[ est done constante. <

o)
St f est une fonclion entiére, f(z) = 3 a2, un contrdle des co-
r=H)

efficients an implique wssez focilement wn contréle de f. Par exemple
k3

()| < = pour tout

z. Llerercice swivant aborde lc probléme inverse : comment déduire une

estimation des coefficients ar, & partir d'une information sur |f(z)| ¢

. K .
St || < == pour tout n, on a foul de suiie
n

3.37. Fonction entiére dominée par une exponentielle

Soit f @ C — C développable eu série entiere sur C, f(z) =
4o
57 epz™ On suppose quiil existe K > 0 tel qne pour tout Ky > K,
n=0q
il existe Ay, 2 0, vériftant, pour tout = € C,

o] > Ax, = |ftz)] < 0%

Soit Ko > K. Montrer qu'il existe ny, € N tel que, pour tout
n e N K

nzng — |0, < —f
n!

(Eco[e polytechnique)




In | f(z)] »
=] '

4.38. RELATION ENTRE ¥/]an| BT

> Solution.
Ona, pourr>0etn e N ¢,r" = o ]0 ) "rc Je~ 4,

Soit Ko > K et K7 € JK, Ka[ Par hypothése, si r 2 A, on a pour
tout 8, | flre??)| < 7. On en déduit que

1 2 1 27 -~ ]
ealr® < ﬂf Flre®)ldo < [ K179 < K17
U 40

Ik
= FE o
. 1 : .. i) ..
La fonction » —— — &7 est minimale pour r = — et ce minjimnum
P K
T2 i r ) 1
est égal A L. Oun peut prendre la valeur r = K dans Uinégalite
1
. . T .
précédente si T = Ax,, soit n 2 KAk, Posons ny = E(K Ag,) + L.
L T
€ K1
Pour n > ny, on a done leg, | < ——-
T K‘n i
11 faut comparer cette derniere expression & —= . Etudions le quotient
P n!
i’l JL l TIKTI -
€ N . « A
des deux / ' = T”l D’aprés la formule de Stirling, on sait
ri! T K3

n nlen i Kiny" .
que il o~ (—) V2rn et done ——F  ~ (f) v 2. Puisque
2

n—oc \ e nty onee
K . nle™ KT
—L ~ 1, onendéduit que lim —— = 0. 1] existe un entier 1y 2 7q
Ky n—+too pitKY
e KT lvn
e 1 .
tel que < 1 pour n > ng. On a alors, pour 2 ng, |en]| <

nr K} T

In z
3.38. Relation entre /| et If )I

2]

Soit (¢, )nen tne suite de nonmibres complexes. On note R le rayon
R . a .
de convergence de la série entiere 3 —’:z" et f(z) sa somme. Soit !
U
un réel strictement positif. Montrer 'équivalence entre :

[3

] < U pour

(1) pour tout 1" > 1, il existe 1y € N* tel que
nzEong;
(i} R = 4+ et pour tout &' > [, i existe rg > O tel que
]B_\i(é)‘ ll
|2l

= O-

Ecole olytechnique)
p q

[> Solution.

¢ Supposons que (1) est vérifiée. La suite (7/]a,|) est majorée par M.




244 CHAPITRE 3. SERIES ENTIERES
£ [£2
;i A S done Z =t

converge absoluwent. Le rayon de COHVBIgEIlCC de 1a séric est donc +:>o
Etant donné I’ > I, choisissons " € |1, I'[. Soit ng tel que (/|| <
pour n = ny. On a alors, pour tout z € C,

Il\l

On a, pour tout z € C et tout n € N,

T —

+00
yy |an], . tzm
< 3 el < bl 5 L

Fr==() ’ =0 n="pn ’nl
fep—1 My

— Z [an‘ _ L_ ‘Z‘ 1!:|,;| — P(sz) X eln‘z\
=\ n! ! ’

ol P est un polynome, On en déduit, que pour tout 2 € C, on a
| f(2)] <t (P{lz]) + )
<UJz] + 1 (14 P(|z))e )
In |£( z)| o In (1 + P(|z])e " |z|)

2| 21

{14 P(x)e """
( ) =" < U, il existe rg > 0 tel

Sachant que lim ' +
r— 400

x
In]f(z) <1
o
* Supposons que (#4) est vérifiée. On prrimc classiquement les cocf-
ficients a,, sous forme intégrale, On a, pour r > O0et n € M,

nlyp—m 27 :
< g i )
5 /0 |f{re*)|dé

que T'on ait, pour |z| = ro,

_f(’r619)671716d9

nlr—m

27

|am | =

Soit ! > {. Considérons I € |1, I'[. Il existe rg > 0 tel que, si |2 > ro,
1 H S  qos
alors In|f(2)] < 1" et done |f(2) < ' ¥l De ce qui précede, on dédnit

||

que, pour v 2 ry, ol 4, pour tout n € ¥,

e "
¥ .
[an| < - fﬂ e "dé < nlr et T,

- . LI It
Le minimum de la fonction # —— "¢l est obtenn pour r = — . 11

IU
I n Ve 7 '
vaut (E) e™. On a donc, pour n = rpl”, |a,| < n! (?) et donc
n I"e o .
Han) € ¥Vnl| — ) Cherchons un équivalent du memibre de droite. La
'

. n\"
formule de Stirling nous donne n! o (—) v 2. On en déduit que
- €

T T, L no
Vnl ~ =(2mn)=  ~ — puis que
n—os g n—o ¢



339 PRINCIPE DU MAXIMUM POUR UNF, FRACTION RATIONNELLE 245

. - Ve
lim n! (—) =" <.
o0 1

" T . . A lle
Iin particulier, il existe un entier ng tel que ¥Vnl— < I pour n = nyp.
T

On en déduit que ¢ |a,| < ¥ pouwr n 2 ng. <

Dans Vexercice 3.12 on a vu qu’une fraction roationnelle complexe
dont O n'est pas pole est développable en série enliére en 0 avec un rayon
de convergence égal au plus petsl module des pdles de f. H est aisé d'en
déduire la premidre guestion de Uénoncéd suivant, ¢ savoir qu'une frac-
tion rationnelle f est analytique sur son ouvert de définition, c’est-d-dire
déneloppable en série entiere au voisinage de tout point qui n’est pas un
pale. La suite de Uexercice démontre le principe du rnazdmum pour une
telle fonclion.

3.39. Principe du maximuin pour une fraction rationnelle

Soit f une fouction rationnelle qui n’a pas de pole dans le disque
fermié D{c, R) de centre ¢ et de rayon R et 25 € D{e, R).

1. Moutrer que f est développable en série entiére au voisinage
de zy; quel est son rayon de convergence 7

2. Soit (a,)nen les coefficients du développement en séric
entiere ; caleuler en fonction des a,,, pour r assez petit,

1 2 ) ; .
EA | Flzo + ret?)]2do.

3. Prouver que |f
de la fronticre.

atteint son maximunm sur D{e, R) en un point

(Ecole polytechnique)

i~ Solution.

1. Comme z5 € D{c, R), il n'est pas pole de f. Considérons la fone-
tion ¢ définie par g(z) = f(z + zo). Clest encore une fraction rationnelle
of () wen st pas pole. On sail alors que g est développable en série
entiere en ) avec un rayon de convergence égal an plus petit module de
ses pdles. Cela revieut exactement A dire que f est développable en série
entiére en z, avec un rayon de convergence R égal & min |z — e] ol o
parconrt les pdles de f.
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+00
2. Onéerit, pour |z2— %] < R/, flz) = ¥ a,lz—20)" Sir € |0,R'],
=0

. too . .
on obticnt f{z + ey = 3 g™ La fonction 8 — f(z + et}
n=0 .
est contimie et 27-périodique. Ses coeflicicits de Fourier sont obtenus,

pour n € Z par

‘ o
. 1 o e iy —ing 18 o ] a Y‘ k *i(kfn)ﬂ dH
Cn = 3 f(Zn +rete v = 97 2 aErte
sho 0 Nk
+o0  L2g
= L Z fz aprreE Q0 = g 7
271' - 0 ) :

Vinterversion de l'intégration et e la sommation étant justifiée par la
convergenee normale de la série. La forruule de Parseval donne alors

I . o ‘
[ |£(z0 +rc®)[?d0 = Z MRS
Jo

2 =L}

3. Le disque fermé D(c;, R) étant compact, la fonction continne |f|
y atteint son maximum. Supposons que ¢g maximmaim est attelnt en yn
point du disque ouvert D(¢, R}. On prend pour zg un tel point et on
applique ce qui préctde. Pour » > 0 assez petit, on a done,

Lo 82 | LU 2 2
et < = =
2 L |f{z0 +re}]"d8 < er/l_-] |f(z0){7d0 = [ f(20)] fagl”.

On obtient donc

+00 .
ST an]? < Jagl?,
=0

ce qni implique a,, = ¢ pour 7 = 1. Ou a done f(z) = ag, pour tout = tel
que |z — 2] < R’ La fraction ratiomelle f, qui prend une infinité de fois
la valeur ag, est done constante. Mais alors | f| atteint son maximum en
tout point et donc en particulier sur la frontitre de D{ec, R). «

Le lecteur notera que le méme raisonmernent s’appliguerait 4 loute
fonction [ continue sur D et analytique sur D. Le maxinum, de | f] sur
Ie bord de D est €gef au maximumn de |f] sur . Ce yésultal est une des
formulations possibles du principe du mazimum.

Lierercice swivant. qui €tudie diverses normes sur espace des fone-
ttons développables en série entiére aree un tayon de convergence R,
démentre le principe du marimum dans le cas géndral par une méthode
differente,
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3.40, Principe du maximum

o
Soit f{:) = 3 o, une série entivre de rayon de convergence
=l
+00
R > 0. Pour p € |0.R], on pose N1 ,{f) = 3 |anlp",
=0
o 172
M“ﬂ(iﬂmﬁ@) et Now £} = sup {201
D} [5]==p

1. Montrer les inégalités suivantes :
Noo,p(f) & Nl,p(f): N?.p(.f} < fo:,p(f):

)
el, pour 0<b< R*p, N]_,.,(f) g N23p+(§—"‘“{)+—-'

WO (2p + 9)

X Lin
2. On fixe p € [0.R] et on pose u, = (Ntlﬂ(f”)) ainsi que

1/n . L. ,
v, = (_4\12'9(]"”)) . Déterminer les lmites des suites (wg i, €1

(¥n)pyr - Montrer que Ne ,{f) est une fonction croissante de p.
(Ecole polytechnique)

[

I> Solution.

1. Lasdrie détinissant f converge normalement sur le cercle de centre
0 et de rayon p, ce qui entraine Vexistence de Ny ,(f) et o fortiori celle
de Ny ,(f), puisque o, [2p°" = o(ja,|p™). Llexistence de N, ,(f) résulte
de la contimuité de f ot de la compacité du cercle {2 € C, lz] = pl.

.}
Pour tout = tel que 2| = p, on a jf{2) £ 3 o, p” € Ny (), ce
1=y
qui moutre que N ,(f) < Ny, (f).
La louction # — f(,oe“;) est 2a-périodique et continue, La série
. . . 1 ; . . .
défimissant fpe™) (Cest-adire 3 agp"e™?) étant uniformérent
1=l
convergente par rapport a #, on en dédnit que les cocfiicients de Foirter
de cette fonction sont les a,, 0%, pour n = 0, et sout nuls powr n -2 (. La
forrmle de Parseval permet d’éevire

. = R =
Noy 1) = X JonalPo™ = o [ 11030

=1}
< o [ NP0 — N )

vl done
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o) < Now o (f)-

ki3

+
Enfi 0<3§<R- it N : 5yn L
nfin, pour pyon écrit Ny o (f) = Py 3 Jan|(p+8) (p+5)”

et on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On obtient

400 % 400 3
Nuolf) < (Z |an|9(f.)+5)?”)) (Z (pi—é)z)
n=0

n=0
1
< Nopyslf) =
S {pt a2
, p+o
< Noyrs(f) =
6+ 2p)

2. Montrons gue la suite (u,) converge vers Ny ,{(f}. On va utili-
ser les trois inégalités d(ﬁmontrées dans la question 1. On a d’une part
Now o(f) = (N ”))n g, et d’autre part, pour § € |0, R — pl,

uy < N NANIL I 'L‘& N sty b 2t "
(Neuestr™) (\m) (N s () (fdmpm

pto )

S Noo,pm(f)(m’

Montrons que Ia fonction p — Ng ,(f) est continue sur J0, R,
Fixous d € ]0,R — p[. La fouction f est uniformément conlimic sur
fe digque formé D de centre 0 ¢l de rayon p + 4. Pour tout = > 0, i}

existe 7 ]0 dal, tel quo pour tout (z,2') € D?, |z — 2| < n implique
| (=) ( | L e 8 g ]U P+ duf est tel que |p — p| < 1. alors. pour
tout # € R.on a |f(p'e Y - Fpe'™ € 2 ot dong

1flp l-"”u SIfpe ) +e € N () + 2.

Ceei étant vrai pour tout 8, on en déduit que gue Noo 0 (f) < Noe (F)+e.
Pour des raisons de symétrics, on 8 Noo o(f) € Noo o (f} + € ot done
N, (3 — o ()] <€ &, ce qui démontre le résultat voulu.

Ona donc hm Noo. s (f) = Nee o f). Soit £ > 0. On choisit un récl

Fe]0, R — g toi que NOO,,,M(f) Koo s (f) + &, si bien que

Uy S (Noop(.fJ + 5) {ng 3
v’ﬁ(?p—o— d)
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pour tout n € M. Le manbre de droite de cette mégalité tend vers
News(£) + 2, quand o tend vers +oc. 1l existe done ng € N tel que, ponr
"oz .

p+9
(Nocolf) +8) | ——m—=
+/0(2p 4 6)
On a alors N o (f) €ty € N p(f) + 20 st n 2 ng. Ceel démontrs que

It wy = Noo ul f)

77—+

€ Noe o(f) + 26

Moutrons gque (v,,) converge vers la meme limite. La méthode est In
neme gue pour {uy b En remplagant p par p—06 dans la derniere inégalité
de la guestion 1. on obticnt

N p=6(f7) 5 Nup-(f7) € Naplf™) —stes

Nl 2D Ny () € N ),

"‘- = 6tf} (M) < [ l-‘: Noo,',,--

n

Solt € > 0et 3 € 10.R — pl tel que N ,os(f) 2 Noo ,(f) — £, Sachant
1

S—.
(he lil}r] (M

iy
) = |, on amra
Y

'NOO-,.D—O'(.” (J@> g = Nﬁo.p(f) -2

vl done N (f) = 26 € v, € N f), pour n assez grand, ce qui
deémontre gue (u,) converge vers N (f).
Dapres la question 1, on a, pour 4 € J0.R — g,

n f]+(§
NLp{f } N2;+a(f )mr:
V"()(.'S + 2,())

el done

(NLp ()™ € (Napys(f7)7 ( )
V(8 + 2p)

[Vapres ce gui vient d'élre démontrd, Ie membre de giuniche de Iindgalile,
it est Ggal Ay, tend vers Ny (f ) gqnand 7 tond vers +oc. Llexpression
. R
(N s UMV qui est la valeur de v, obtemte quand ou remplace p par
e atd
o b tend vers N, s(f). Enfin, (ﬁ

VA1 20

I
) terd vers 1. QOn en
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déduit, cn faisant tendre n vors +00, que Ny ,(f) < Noo ppa(f) @ la
fonction p— Ne o) est crolssarte. <

De lo crodssance de la fonction p—— Noo o), decoule directement
le principe du marimum  pour p € J0.R].

pax | f(z)] = max | f(=)].
lz|<p |z|=p
On retronve notaniment le résullat de Uexerrive précédent.

Voici encore wu exercice sur le méme theme.

3.41. Extrema d’vne fonction entiere

1. Que peut-on dire d'un polyndme P € CiX] tel que |P] adieite
un exltaum local en un pomt de €7
2. Méme question ponar une fonction somnme dune série enticre
de rayon de convergence infini.
(Eco!e normale supérieure)

> Solution.

1. Soit P e C[X]. Supposons que |P| posséde un extremun local
e zp. S Plzg) = 0, c'esb-indive & 2y est une racine de P oalors (P
posstde nn minimum global en 2y, On suppose désormais que Pzg) # 0
el on va mountrer qu’alors le polvondéme P est constant. En considérant

le polyndme ¢ = Plzo + X) on se ramdne an cas o 7y = 1), On a
il

P =3 o;X, avec ag #£ 0. Supposons que P e s6it pas un polynéime
=0

conpstant, Cest-a-dire qu'il existe 7 2 1 tel que a; £ 0. Ou uote & le plus
petit dice supirienr ou egal a 1 tel gue ag # U ef on pose Z—; =5l
existe un polyndme R icl que R(0) = 0 et P = ay(1 + bX* 4 XFRR), puis
p > 0 tel que |z| 2 p implique [R(z)| 5\5& Ou éerit, ponr tout » < C,
[P(z)

=1+ ba* 4 sz(z]\. On va choisir z 1el que b2* soit réel. Soit ¢

]t?n()|
nn argument de b Pour toul O < v < pot 2 = et on obtiont
Pz ) ! ﬂ .
T Lot + o Re| e e < 3t
0

(’onn Ton déduit i !
Pl Lt 1
lexa| 2
On a des : aussi proches que T'on veut de ¢ pour lesquels [Pz} > lag|.

La fonctirm |P| ne présente pas de maximim local en 0. Mais si on prond
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O<r-pectz= rr”'iﬂ-ﬁ%", on abtient,
Pz o 1
IPCA = \1 — 1hpF 4 z"‘R,(;)W et 2P« =t
110

’ot Pon deduit _
POy Dot < 1.
o 2
On a des 2 aussi proches que Pan veut de ) pour lesquels [P(21] < |ag).
la fonction |P| ne présente pas de winimum local en 0.

On obtient donc une contradiction et on conclut. Si P posséde un
extremum local en =z et si Plzp) # 0. le polvnome [P est constaut,
(e gui precede fourn une démonstrolion du théoréme de &’ Alembert
Gouss. St P un polyndme non constant. On pose m = inf |P}. Comme
‘ ‘lin+1 IP{z)| = +oc, il existe v > 0 tel que |2 2 v impliqgue |P(z)] >
M il el

inA-1. On o done me = inl |P{z)] of romme le disque fermé de centre ()
EIEy

et de rayen ¢ est compact, | existe zg tel gue

P(zg)| = m. La Jonction

Pl possdde done wn minimum en zn ot cornme P onlest pos constand. on

[¥] P(Zu) = 0.

2. Soit f ia somme d'une séric enticre de rayon de convergence in-

—+0o

(ini. On a. pour tout z € C, fiz) = 3 a,2". Montrons que f est
re=t)

dévelappable en série entiére au vaoisinage de (out point avec un rayon

de convergence infinl. Soit zg € C. On a pour tout z € C,

1o a0 g e
n
B y b ‘f‘: 7k
Foy= Z a,{z— 4 )" = Z the, Z I;)(Z — )yt
n=f () k=02 K

Paur tout (n,k) € N?, on posc

an(Mz—20) 20" st k<n

Uy b = .
0 S1HOT.

On &, pour taut n € N,

—+ o0 n n
D waal = 37 Jad {1z = 20l [zl = faal (]~ 2l 4 zal)"
E—0 k=0

|4 série entitre 3 |a,]2™ aun rayon de convergence infini comme Y a, 2™,
car pour tout z € O la suite (|a,]z") est hornde. Qu cn déduit que
Slant(Jr — 2| + o)™ converge. Ainsi la séric double 3wy, ;. est abso-
huncnt convergente et sa somine est

B s

Z Z oy = Z ”‘rlzn - f["')

n=0 k=0 n=0
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Or, en échangeant 1'ordre de sommation on a

e SR [ R e L,
ZZ’Jln.AA:ZZ i (3120) ZS =Z(z—:0)'z (k) ZOL 3

k=0 n=0 k=D n=k k=0 n=k \

+-o0 feo
En posant by = 3 (1) 207", ona done f(z) = ¥ bi(z —20)" pour toul

n=k k=
z e €. r ‘

Supposons que |f| posséde un extremum local en zy. On montre
comme dans la prenmére question que si f(z0) # 0, i.e. by # 0, la fonction
S est constante. Si f n'est pas constante, il existe j = 1 tel que b; # 0.
On note k le plus petit indice supéricur ou égal & 1 tel que by # 0 ot

£

on pose b = — , 1l existe une fonction g développable on série cntiére an
P bo 4 I

voiginage de zg telle que g(zg) =0 ot
HEEED (1 + bz — zo)k + (z— z{))kg(z)) .

. | B . . A . .
oft g(z) = ™ 37 bt —za)™ . Par continuité de g. il existe p > 0 tal
0 k1

1 . :
que |g(z)] < 5 |b|- Tn notant @ un argument de b, on obtient [P{z)| < |by]

sil<r<petz— re % of [P(2)| > |byl 10 <7 < petz =re "%, On
trouve dans tout voisinage de 2z, des points oll |P(2)| < |bg| et dautres
ot |P{z)] > o, ce qui contredit Ihypotlhiese.

Conclusion. Si | f{ posséde un extrennun local en zg et si f(z0) # 0,
la fonction f est constante. <

Les deut exercices suivants traitent de la convergence des suites de
forictions développables en série entiére sur le disque de centre O ef dv
rayon 1. Le prevaer montre que si les coefficients des diffirontes fone-
tions sont bornés uniformément, la convergence simple d’une sutte (fn)
vers [ équivant 4 la convergence, pour toui k, des suiles (ar{fu))nen
vers ag(f) ot ap{f) désigne le coefficient de z* dans le développement
de f.

3.42. Critére de convergence simple d’une sunite de séries entiéres

Soit M > 00 et Sy Tensewble des fouctions g de la variable réelle

a valeurs dans C, développables cn série cutiére sur ] — 1, 1] et telles
+x

que si. pour tout & € =101 gle) = 3 ap{g)r®, on ait, pour tout
E=0

keN, jar(g)| <M.
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On considére g & Sy et une suite {g, )yen de fonctions apparte-
nant, & Sp. Montrer que chaque suite g (7o) )nen (2 € N) converge
vers ax(g) si et seulement si la suite (gn)new converge simplement
vers g. Y a-t-il alors convergence uniforme ?

{Ecole normale supérieure)

.- Solution.
¢ Supposons que, pour tout k € N, a suite (ag(gn ))nen converge vers
apig). Alorg sl z e -1, 1{etn e I,

lg(x) ~ gnlx Ziak(gn ) — axlg)||z*

K
< Y lanlgn) — o)l + Y 2M|alF
E=0 EzKil
& ) M| K+1
= Z b {gn) — ar(g) + TT’"
k=0 *
JKE3L
Suit £ > . Fixons un entier K tel que %_ . Comme on a
—
lim Z |k (g) —ar(g)| = 0, 1l existe un entier ny tel que, pour tout

i %+00

K
P20, 3 larlgn) — axlg)] < ¢ et done g, () —go)] < 26 Colamontre
E=0
e la suite (gn)new converge simplement vers g.
On remarque, de plus, que la convergence est uniforine sur [—e, a,
panr tous ¢ € [0, 1. En effet. on & pour tout x € [—a,a}, la majoration

281N +1
1-a

?

\gu () — glz)] Zlak (gn) — ar(g)| +
k=0

ve ¢l permet de trouver un np indépendant de .
En revanche, la convergence n'est pas nécessairement uniformc sur

lntervalle | — 1,1, Eun effet si on prend g{z) = T Z wk
F=0
b

—+t~1 «*, alors, pour tout
o
). Mais pour tont n € N*,

i

pour tout » € N, g.(x) = i gle) =
— 1 — g,

w41
I < N, a;c(gn) = p—— ——

tn (1*:) q( 1)‘ — L Tetl n'y a donc pas

n n+1  a—oo
convergence uniforme de (g, )ner vers g sur ] —1,1].

k=
{s
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e Supposons réciproguenment que la suite {gy, Jnen cohverge simple-
ment vers g. I1 n’est pas possible d'utiliser ici I'expression intégrale dos

1 2T . " . .

GorE ]U gn (re?)e 040 ot de passer & la limite
e

a 'aide du théortgme de convergence dominde, car on sait seuleinent que

la suite (g, )nem converge simpleinent vers g siw intervalle | — 1, 1].

On va prouver que ux(g,) converge vers ay(y) par récurrence sur k.
Pour k& = 0 c’est facile, car ao(yn) = gn(0) converge par hypothese vers
g(0) = aglg). Pour passer au rang 1, on a envic de considérer la suite
g (@) — aolgn) o

coeflicients ay(g,) =

des fonctions & +—
g{z) — aolg)

ette suite converge simplement vers

mais a priori seulement pour z # 0. On ne pent done pas

utilisérr la valeur 0 comme avant pour obtenir que a)(gr) converge vers
a1{g). En fait. on va montrer que dans le cas k = 1}, la convergence sitnple
sur l'intervalle ouvert, 0, 1] suffit amplement. En effet, soit £ > 0. On a,
powr tout z €]0, 1],

+oo
laa(gn) = a6(g)] = (ga(®) — g(=) + > (antg) — algn))z’
k=1

2Ma:.
1—x

< |gn(7) — g(=)| +

On choisit d'abord = €)0, 1] tel que le sccond terme soit majoré par
€. Pour cette valeur de z, il existe un rang N tel que pour n = N,
lan(2) — g{z}] < € et done |ag(g.) — ao{g)] < 2¢. Cela monire que ag(gy,)
converge vers ag(g).

A partir de ce résultat la récurrence se déroule sans probléme. Sup-
POSONS que @, (gn) converge vers a;(y) pour tout ¢ =< k. On considere les
fonctions

gn(T) = aolg,) — ai(gn)z — - — 0g(gn)2®
1,!.-+1 ’

&=

Il est clair gque cette suite de fonctions converge simplement. sur ]0, 1]

g{z) —aolg) — au{glz — - ~ an(g)=*
]
toujours dans Sy. Le résultat qu'on vient de prouver montre alors que

k41 (gn) cCOnvVErge vers apy(g) ce qui tormine la véeurrence. <

vers la fonction x — , et qu'elles sont

Si on nofe comme d’habitude D le disque ouwvert de centre 0 et de
rayon 1, Uensemble des fonctions continues sur D et développables en
séries entiere sur D est complet pour la norme || oo, La preuve de ve
résultat fait objet de Uerercice suivant.
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3.43. Complétude de Vespace des fonetions continues sur D,
développables en série entitre sur D

Soit D = {z € C.|z| < 1} et E I'ensemble des fonctions continues
sur D et développables en série entiere dans D. Pour f e Eet 2z € D,

+oc
on écrit f(z) = Y an(f)z"™
n=()
-2 . .
1. Montrer que a,(f) = 2L A " Fei®)e 948 ponr tout f € E
o

et tout n € R
2. Montrer que si une suite de E converge uniformément sur D,
sa Hmite est encare dang E.
3. Montrer que E est camplet pour la norme de la convergence
nniforme.
4. Montrer que le sous-espace des polynomes est dense dans E.
(Ecole polytechnique)

1+ Solution.
+too
1. Soit 0 < r < 1. La série entiétve 3 a,(f)2" converge norma-
re=()

lement sur le cercle de rayon r centré en 0, si bien que pour 7 entier
naturel

2 o 2r o0 .
f f(’.'"e‘?o)e_m"gdﬁ _ / Z G’p(f)?,,pez(pfn)&de

0 /I —

p
> 2w .
= Z ap(f]?'p/ e P40 = Ora, (F)r.
p=0 0
La fouction (r,8) — f(rei®)e=" est continmue sur [0, 1] x [0, 2], ce qui
27 . .

assire la continuité de Uintégrale 4 paramétre y —— fﬂ flreie—m9d4
v [0, 1]. En faisant tendre » vers 1, il vient

2w . .
anlf) = % fo S04 |

2. Soit (fi)eso une suite de E qui converge uniformément sur D
vers une fonction f. Les fi étant contimies, f est continue sur D. Il
reste & prouver que f est développable en série entiere dans D. On pose

2w . L
trpureliement o, = o f() f(c“?)e"”‘adﬁ et on va montrer que pout
m
oo

wnt 2 € D, flz) = ¥ wu2™ Soit done 2 un point fixé de D. On a
n=0

Fo0
|, ] < ||f]|ee pour tout 7, donce la série 3 2™ converge. On a pour
n=0
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tout entier &,
B +0G
F2) =" a2 < UF(2) — ful + |3 (an(fi) = o) 2"
n=tl n—0

Or, d'apres 1a question 1 on a. pour tout . |, () — o] < 1 F — fello-
Il vieni finalement, pour tout k,

+oo 1
F2 =D ez <~ Jille (1 + 1—;7) :

n=0 ”

Il suffit de faire tendre & vers Uinfini pour conclure.

Conclusion. f cst bien développable en siérie entiere sur D et continue
sur D : f st dans I

3. Considérows (fo)rzo wne suite de E de Cauchy pour la norme de Ta.
convergenee unifore. Lespace C(D, €) des fonetioms continmues sur D esl,
conplet powr la norme || ||.. U existe done f continuoe sur D telle que la
suite {(f) converge nuiformément vers f. D’apres la question précddente,
J est dans E. Ainsi la suite {(fi) convarge vers f dans (B, || J]o)-

Conclusion. L'espace Emuni de la norine de la convergence uniforme
il et complet.

4. Soit f ¢ E I s'agit dexliber une suite de polyndmes qui converge
uniformément vers f sur DL N w'est pas question de prendre les sommes
particlles du Jdéveloppement e séric entiere de f @ la convergence cst
cerles nuiforme sur towd compact inclus dans D, mags cela ost loin d*étre
sutfisane (celte série peul wéme ne pas converger en un point, du bord
de ), L'idée est d'introduire wime awtre fonction g, développuable en série
entiere avee un rayon > 1, et telle que | f(z) — g(2)] < £ en tout point.
z, piis de prendre une somine partiells de la série entiére de g pour
approcher g nnifornément i 2 pres sur 3. Pour constrnive g, on utilise
fe fait que f est nniformément continue sur e compact D, Seit £ (0
fixé oty > 0 un c-module duuiforme continnité de f sur 1. Posons alors

glz) = f (1—_7_0) pour [z] < 147 Pour tont zde Dona | f(z)—g{z)l <
e :L” | < 1. De plis. il est clair que g ost développable en série
entiére sur lo diggue de ceutre 0 et de yavon 1 4. Comme D egt un
compact inclus dans ¢o disque oavert, la siérie entiere de g converge
uniformément vers g sur D, En prenant une somune particlle, on peut.
dome trouver wn polyndme P el que |P(2) - g(2)| € £ powr tout z € D,
Par inégalité trismgulaire, on a [f(:) = P{z)| £ 22 pour tout 2 de D. Cela
Inpligpie In densité de Pespace des polymdines dans B

Le lecteur pourra noler gue Uespace des polyndmes 1'est pas densc
dans Uespoce de toutes les fonctions continues sur 1Y ¢ par crample lu
fonetion 7 — 2 w'est pos lispste uniforme snr D dounc suile de polynémes

acar
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Iae 2

{ruisonner par Pabsurde en supposant Uvcstence dunc lelle swite (P,)
. AR ; > e

el regarder les iniegrales ﬁ) P (e dy). 1l y o done une différenee

sensible avee le théoréme de Weidersbrass véel éludid en cours.

Les crercices qui terminend ce chapitre sont teés difficies of at-
lelgnent les lnodtes de ce qu'on peut fatie sans se lancer dans wvoe
weritable élude de Uanalyse complere. Donnons donc, en preambule,
quelques résuliats swr lo dérioabilite aw sens complexe.

Les fonctions deéfinies par des sérics epticves sonl dérivables por rap-
porl 4 la vaviable complere sur leur disque de convergenee, ¢’est-a-dece

Sz) = i)

que, pour towt zy € D, le rapport —"—"22L g une limpite quend z € C
z

0
tend vers zo. Chi obiient f/, comme dans R, en dértpant terme a terme
lo série enticre definissant f. Démontrons ce résultat.

+
Posons f(2) = 3 an2". pour 2] < R, rayen de convergence de la
we ()
série. Le rayon de convergence de la séric dérivée est encore égaf a R
| o0
On pose, pour |:] < R, glz} = 3 nap,z""t Soit zy € D ef v tel que

n=1
fzn] e < R Onoa, powr 2] < v, 2 7 2o,

. F o n—1
2y - f(z .
f( ,), Af( (?_), — Z ay Z Z{fiznfl—k
=70 n=1 k=0
rlfl
I la magoration | S 2827 7F et on dédudl gue, pour N € N7,
k=0
N--1 wi—1
flz) - flz0) el _
—3 = = glm)| < Z |, | Zzéz“ P
v n=l k=)
+
+2 Z ‘u,,lnfl"n_L.
n=N41]

Chi chotsit N tel que que le dewiiéme terme soit < e (¢ est possible cor la

sérwe coneerge) puis, le premicr torme fendant vers O guond 2 fend vers

Iiz) = fx)
P

- £ 2e pour |z — zo| % 1.
zy

. on chotsil o - QO tel gue — glz)

Cest e rdsultat voulw.

Notons que la condition de dérivabilite par vapport @ la varioble
complese ost trés forle. On pent démontrer que sioune fonction [ oext
contintiment deécivable sur D = {2 € C 2| < R}, alors | est développable
cn série entiere sur 1D,
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3.44. Logarithme d’une fonction entiére qui ne s’anmule pas

Soit {e,)n2o une suite de nombres complexes telle que Y a,2"
PR

ait un rayon ¢e convergence infini. On pose f(z) = 3 a,2™ et on
rn={

suppose que, pour tout z € €, f{z} # 0. Existe-t-il nne suite (b,),50

telle que,
+ o0
VzeC, exp (Z bnz”) = f(=) 7

=)

(Ecole polytechnigue}

r> Solution.
La réponse cst positive. L’application exp : C — C* est surjective.
Soit by telle que
explbg) = F(0) = ap.

On cherche une fonction g développable en série entigre sur C, telle que
g(0) = by ct, pour tout z € C, ed(2) = F(z).

o Analyse. Comme f cst développuble en série entitro avec un rayon
de convergence inlini, clle est dérivable par rapport & la variable complexe
aur €L 81 g est une fouction développable en série entiéro telle que ¢f = f

alors f' =g'e? = ¢'f et donc ¢’ = if -
’ /
e Synthése. Supposons que l'on ait démontré que h = £ est

développable en séric entieére avec un tayon de convergence infini, Soit g

00
la primitive de h telle que g(0) = by, ¢est-a-dire que st A{z) = 3 dp2",
n=0

= - - .
alors g(z) = bo+ Y. F_E%T_l 2™+, La série qui définit g a aussi un rayon de
n=0
convergence infinl. On w alors (fe™0) = (f'—¢' fle=9 = (f'—hfle™ = 0.
Montrons que la fonction & = fe ™7 cst constante. On se ramene 4 la va-
riable réelle. Soit z € C. Pour ¢ € [0,1], on pose k. (£} = k(zt). Pour tout
tef0,1], KL(¢) = =k (zt) = 0 donc

k(z) = ko(1) = k- (0) = k(0) = F(0)e 9D = uge " =1,
par le choix de by, On en déduit que f = % Ainsi on a déterminé unc
fonction g développable en séric entiere sur C telle que e? = £,

Pour finir il reste done a démontrer que I— est développable en gérie
7

entiere sur €. Pour cela il suffit de montrer que la fonction ¢ = —

f

lest puisaqu’on sait déja que f cst développable cu série entiere avec



3.44. LOCARITHAFE D'UNE FONCUION ENTIERE QUL NE S*ANNULE DAS 250

un rayon de convergence wfini. On cherche une suite (d,,),30 telle que

N d, 2™ ail un rayon de convergence infini, et lelle que pour tont z ¢ C.
—+0o0

wlz) = ¥ d,z". En écrivant que le produit de Cauchy fy est égal
n=0

a Ia fonction constante 1 on obtient agdy = 1 ot pour tout n = 1,

Tl

3 apdn i = 0, dest-a-dire
=0

1
dy=— e VYnxl d,=— Z(ud,L_

&0 %

Ces relations définissent une suite (dp)nzo vmique (car ap = f(0) # 0).
Montrous déja que le rayon de convergence de la série entiére » " d,, 2"
n'est pas nul. Le rayon de convergence de la série entiere ¥ |a,|2™ est

L
infini comme celni de 3 a,:7. Soit R > 0 telle que 3 |a,/B* <€ jao)
=1
[e]

(un tel IR existe car lirrg)
Z—

2" =0). Montrous qu'il existe K > 0 tel

que |dn] < pour tout n € N. Ou choisit K > |do|. Supposons que la

K
o o
propriété soit vérifice jusqu’au rang 1 — 1. On a alors

< oy 2 il sl Sl

K K
L o— Rk
Jag|R™ Z ok B < g

Le rayon de convergence de la série 3 d,, 2™ est done supérieur on égal a
oo
ﬁ =yiz) = nz—-:(.l dy, 2" pour |z] < R.

On va maiuteyant moentrer que cette égalité reste valable pour tout
> € C. Pour v = 0, considérons la fonction ¢, : £ — p{re). La fonction
o, est 2m-périvdique et de classe C! {(car f ne s’annule pas et car il cst
clair que # — f(re) est de classe C1). Elle est donc développable en
série de Fourier et

R et, par construction, on o

. % ,
Plre®) =gty = 37 enlpr )™

n=—=00

Or, lorsque 0 v < R, on a
wr(l) = ;e' de? etFt

Conime la série est uniformément convergente par rapport a {, on peut
fchanger somune el intégrale. On obtient, pour 0 < v < R et n e Z,
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o (r) = 1 g/% dyrFel =t gy
nl¥'r I o k -

k=0

et donc
’ dyr™ sinzl

0 siuon,

Cnlipr) =

On va tnonirer que cos valeurs des coelficients de Fonrier vestent valides

L 2 . .
pour r > R. Posons pour » > 0, ¢(r) = v " 5 AJ pre)e™ ™ d.
Comme ¢ cst continiment ddrivable. la fonction (r,£) —— @{re' e dt
est de classe C1 sur B2 [0, 27]. et on déduit du théoreme de dérivation
des intégrales & parametre que ¥ est de classe C! sur R . On a pour tout
7 > 0,

i 2 ) i ] 2m " .
W' r) = —mr P [ p(rett)e T M A 497" —/ ot (et e T dt
Al

2r s 27
po—l 2w . . ) . )
= fo (—np(re™)e™ ™ prey (re)e ) di
_ f% 1 s Y BT S
2ir  Jo dt 24 VT 0 ’

La fonction ¥ est done constante, Compte tenn de Ia vaieur de 9p{r) ponr
r < R, on obtient, pour tout v 2 0,
byt sz 0

C n}. :‘r“”'i’ Ty =
n(pr) W ) 0 Sinon.

Pinalemerd, pour tout » > 0 ot tont { € B,

. +C _ + o ) +0oo
99(7"6“) =r(t) = Z (:'n((i:'r)emt = Z drtiet™ = Z dn(?'e“)n
n=—0a n=0 n=0

1 . - .
et p = — est développable en série entiere avec un ravon de convergence

mfini. Do le résnitat. <

3.45. Un théoréme dc Fejér.

Soient D — {z € C, |z| < 1}, f: D — C continne. On supposc

+2a

[ développable en sirie entitre sur D @ wi 2 € DL fiz) = 3 a,.2".
=0

On suppose de plus [ injective.
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1. Oun pose P = Re(f) ¢t Q = Tru(f). On identifie T 4 B? et D

4 un ouvert de R?. Montrer que les fonctions P et  sont de classe
C! et vérifient los conditions de Cauchy : pour tout (z,y) € D.

arP aQ) op

_ - 9
—(F"U)_ ()y ay("(’\y)_ alv(ivy)'

e (w.u) et

2. On note, pour tout v € [0,1[, D, = {z € C, |2| < r} et A,
laire de f(D;) et A l'aire de f(D}. Montrer que, powr tout ~ € [0, 1],

A, = ][ (@ + i) Pdedy.
h (z:y)er)’f‘

+oo . A
En dédnire que Y. nla,|* converge et que 3 nju, )% < =-
=0 ™

3. MO]].t!'UI‘ que i, 2" Converge uniformément sur D
(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

1. Nous allong montrer que P et Q sont de classe (! et exprimer leurs
dérivées partielles en fonction de f7. Soit (zy,yg) € B2, &y = 29+ go- On
A, POUL T # &g, e0 posant 2 = & + fyy,

f(z) - f(ZO) - P(;r:, yo) + ’:Q(% vo) — P(mn,yu) - iQ(ZL’U! Yo

z— 2 T — X
_ Plr.yo) ~Plro.yo) N 1.Q(-'E\ yo) —Qzo.10)
- r —.Ip ' — &n
f(z} ~ fz)

Sachant que a pour limite f'{zp) quand = tend vers ., on

Z o Z . .
P(.’L’, yo) _ P(.’,Ug,y()) ot Q(I '(.lo) - Q(io yl.)
a — g : €L — g

en déduit gque ont des limites

P
quand z tend vers zy. Autremert g—x (xa,yo) cb %Q (ros o) existent et
i

vérifient, de plus
ar K7,
7y (%0 o) + Z—a%(ﬂ?o: yo) = f'(z0).-

En écrivant de méme, pour y # o et 2 = xg + iy,
F(2) = flzo)  Plro,y) + 1 Q@o,y) — Pla, yo) — iQo, yo)

zZ— 2 N Z(U - yO)
_ Q(ro,y) — Qlro, o) Z.P(Gb‘m?;) — Plzg, 50)

a Y-y Y=Y

n

on prouve l'existence de dérivées partielles par rapport & y vérifiant
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P 0P .
Hﬁ'clg(-l’u;’:'ln} —1%(%\1-’9’0' = f’(zﬂ]'

On en déduit les conditions de Cauchy

opP .8 JP i
E(-’Iuayo) = 55(-’50«'!)0) ct @(Q’:U:yﬂ) = f—(f’g(wo,!ﬂ))-

On note de plus que, ces dérivées partielles sont continues, prisque f’
est continue (elle est développable en série entigre en (0 avec un rayon de
convergence 2 1 ot dane en particulier continue sur 1J),

2. Pour tout v € {0, 1], ou note D, = {z £ C, |z] < v}, K, = (D)
et K = f(D). Les ensemnbles K, et K sont compacts en tant qu'images de
compact par une fonction coutinue, ce qui justific existence de A et A,

Nous allons caleuler A, = f [k oK dn dv par changement de variables.
FIRTR r

La fonction [ est continue et injective sur D et établit donc wne
bijection de D sur K. Cette bijection est wéme un homéomorphismue,
puisque D est compact {(tout [ormé F de D est compact, done f(F) est
compact et cn partienlier fermé dans K : Vimage réciproque dun fermé
par f~! ¢tant un feriné, f~1 est continue). Elle est de classe C' sur I et
son jacobien ¢n (x,y) est

L IPNY(0Qy
deen = | 5o 5 1w =(G5) +(52) =1t
r By

en veriu des conditions de Cancly.
Le changement de variables (z,y) v— (u,v) = f(z, y) dans Iintégrale
double nous donne dove, pour r € [0, 1],

A= [ 15 Pandy.
S ey)eD,

On va calculer cette intégrale en passant en coordonndes pelaires et
en appliquant le théoréme de Fubini. On obtient

A = /f | (s s dsdd = / (/_ lf’(scwjlzdﬁ) s ds.
[l Jo Jo

050 2m
L’intégrale sur 6 va s'exprimer en fonction des coefficients a,, & 'aide de
la. formule de Parseval (voir page 238). Pour z € D, on a
+oo

—+oo
(=)= Z i, 2t = Z(n + Dy 2™
=1

n=={)

Prenons s € [0. 1] et considérons la fonetion 8 — go(0) = f'(s¢'?). Elle
est continue et 2r-périodique et veérifie, pour tout € {0, 27,
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+oo
g8 = Z(n + 1)«1,,4,,,5”9”’”.
=0
l.cs coeflicients de Fourier e, (g) de ¢ sont dounés pour n 2> 0 par o,(g) =
(14 1)ay, 15" pulsque fa convergence de la série ost normale. Le thenreme
ile Parseval donme done

1 27 R el 400

2 0 .r .}
2—/ | £ (se'™)|2d8 = Z{n+ L)%y [*570 = Zn“|a,‘|252” -
/o n=>0 n=1

(n obtient done

5 i o+

2 —2 y —_

A, = / an (: n3an #5777 | sds :er/ E n)[(z,, 22—l gy,
S0 n=1 nJl

=0

D’aprés le théoréme de convergence monotone, on peut intervertir som-
wation et intégration puisgue les fonctions sont positives, ce qui donne

+ "
A, =27 Z |a,,,,|2n2/ 2" 1ds = 27 Z |a =7 Z nfan\z .
0 gt

n=1 n=1

Zn

H.

Comme D, C DyonaK, ¢ Ketdonc A, < A, Aiusi pour tout » € {0, 1],
l ~ N
Z ”l%lzfm =S et cn particulier E ﬂlanw P <
w
n=1 oyt

| 3=

T

N
pour tout N € N*, En faixant tendre r vers 1, on obticnt 3 nja,,
=1

La série A termes positifs 3" nla,|* converge donc ¢t sa somme es| ma-

\zg.i
=

2| -

jurde par

En fait. on a l’égatite — Z nlan |, En effet. on pent écrire, pour
w =1
o0 o A, )
toul w011, Y‘ nla,|? 2 Y njag|?r® 2z —- On remarque que
n=1 n=1
o] 2 . -1 2w 7

A, = / Flseydo ) ds ———s Flse®)ap ) ds = A,
o \Jo

r—1 1] 0

+00
. . . A o
En faisant lendre rovers 1, on obfient Y nla,|~ 2 = et done Uégulite
n=1 ?T
annonceéc.

3. Envertu d'un théoreme d"Abel dont on trouvera la démonstration
dans Uexercice 3.6, il suffit de prouver ln convergenge uniforine de laa série
catitre s U = {2 € € |2] = 1} ve. de prouver que la série Z ane’™

=0
converge uniformiment pour # € . Fixons £ > 0.
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o

Soient NEN, # ¢ Ret r g [0,1[. Posons Rw = Y nla,f?. Ona
n=N+1

N N
Py = 32 ane™® S IHE%) = flre®)] | 3 uae™ (1 —r”)]

n=>0 re=0

4o

ind
+ Z a7 et
n=N+1
On majore chaque terme,
s D’aprés 'inégalité de Canchiy-Schwarz, on a
4 + o 4+ g
0
Z G'ﬂ,'r”dn < Z Jan',r,n = Z ’6~"".r2|\/"rﬁ

T

n=N+1 n=N+1 n=N4|1

» Pour le second terme, on remarque que

N N
Nl e < ST a1 = )3 et )
n=0 n=0
N
<{(1—r) Z 7).

=9

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d'éerire

N N N
A NN+1
ananli{ (Z nla..lz) (Z”‘) <4 %L) S K(N + 1)
=0 =0 =0 i =~
. A N )
ot K = \/j Il en résulte | 3 a, f‘mo(l — ™
2 =0

e La fonction f étant continue sur le compact D, y est nmiformément
condinue d'aprés le théoreme de Heine, Soit done £ > 0 et 7 un module
d’uniforme continuité de f pour £. Si |1 —7| < n, on a | —re?| < net
Lfe®) = flre®)| < e

¢ Posons ry =1 — R(NE—-f-l) (et donc K(N 4+ 1)(1 — rn) = €). Pour N

assez grand. rn € [0, 1] et méme A partir d’un certain rang ng, 1 — 1 <
rn € 1. On a done pour N 2 ng et 8 dans B.

< K(N + 11 — 7).
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N
. R RnK
lf(c;”g)— E wae™ et *L—+6§E+ -N——I—Eg&?
’ =0 €

(N+ 131 —ry)

0.

pour N asser gramd puisgie Ry
N—+nc

La convergence est donc uniforme sur U ot par conséquent sur D. <t

La démonstration faite dans cette derniére question reprend ezacte-
ment la démarche utilisde dans la question 3 de Pezercice 3.26. On va,
donner mamtenant un avtre éclairage de ce résullat d Uaide du théorime
de Fejér sur les séries de Fourier gue le lecleur trouvere & Dezercice
4.31. Posons g(8) — f(eie). La fonction g est conlinue, 2r-périodique,
ot comme celo, est fait dans la question I de Uexercice 3.43, on montre
ygue ses cocfficients de Fourier ¢,(g) sont donnds par ¢, (g) = ayn sin 2 0
ot en(g) = 0 sinon. Le probléme est done de démontrer que la série de

n

Fourter de gy converge uniformément vers g. Notons 8,,(8) = 3. ape™?

k=0
e somme partrelle de cette série de Fourier. Le théeréme de Fejér prouvé

dans Vezercice 4.81 affirme que la moyenne de Cesdro des sommies pur-

lielles, & savoir F,, = Sa+Sit- +5.

possede cette prapriété ; elle
n
converge uniformément vers g sur K. Un petit caleul mondre que

T

F, {8} = Z (1 — %) ape®.

k=0

. 1 2 : - .
(I Corit T (8) = S,.(8) — - 5o kaxe™0. I suffit de voir que le second
E=0

terme converge uniformdment vers 0 pour conclure. Or,

& ” ai| + 2|as| + - + njonl

LIS gto] < Ll 21 o

T E—0 T
el cetie derniére suife tend vers O car la série ¥ nla,|* converge (comme
cola est démontre dans la remarque gul swit Uezercice 3.26),

Le dernier exercice de ce chapitre recherche une fonction développable
e série entidre sur C ef prenant des wvaleurs données pour z = 2
(n € M} Létude de Uunieite est Uoccasion de se poser la question de
Pevistence d'une fonction s’annulont en des points donnds. Signalons
que si (zn) est une suite de nombres compleges non nuls telle que (|z,|)
lende vers Uinfind, il existe une fonction développable ¢n série entiére sur
€, s'annulant en z,, pour tout n et v'ayant pos d’autres zéros sur C.
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3.46. Fonction cntiere telle que f(27) = (—1)"

1. Démontrer gn’il existe une snite (@, }nen de nombres réels
telle que, pour tout n € N,
ol

Z 2”";(],& = (—1)n

k=0

2. Y a-t-il unicité de la suite {(u,)7
(Ecole normale supérieure, école polytechnique)

> Solution.
1. 11 g’agit de déterminer une suite réelle (ay) telle que, si on posoe
“+oc
F(z) = Y axz®, on ait, pour tout n € N, f(2") = (~1)". Ceci impligue
k=0
entre autres que la série Y azz¥ ait un rayon de convergence infini. On
peut voir le caleul des ap comme la résolwtion dimn systéme de taille
infinje d’équations linéaires :

an + oy + o+ 0 @y 4+ - 1
ag + 2a1 + 2az - 4 2Man 4o = -1
ap + 2%y 4 2%ag 4 f My 4o = (—1)7

Do 1idée de se ramener & 1un systeme fini, en cherchant d’abord,
pour n € N*, & résondre lo systeme de n 4 1 équations & n + 1 inconmes
aO,n, (23 R R an‘n. :

ao, +yntdzy +- 0+ Qpn = 1

ag,, + 204],71. + 22(12‘11 + 2nan‘n = -1
, ;

aov. + 2na'1<?’l + 22““2&1 + T + 2” an‘n = (71)”

On. remargue gue le déterminant de ce systeme est le déterminant de
Vandermonde V(1,2,... 2"). Les entiers 1,2....,2" étant distinets, on
en dédnit que ce délerminant n’est pas nul. Le systéme possade donc une
solution unigue. Si on remplace une des colonnes de ce déterminant par
le deuxitme membre de I'équation, on obtient encore un Jdéterminant de
Vandcermonde. En appliguant les formules de Cramer, on tronve done
aprés simplification, pour 0 < k < n,
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, (27 41
— V(]-‘-"'/Qk_la*l:Qk—Ha--"2’”') _ jl-‘f-:Ik )
Ak = V(L...,Qk'_l,zk,QkJr],....?ﬂ) - H(?J—zﬁ")
i#k
L-1 . s
IMo+2) 1 (1+2)
_ j 0 =kl .
e 1@
i=0 j=k+3

En mettant 27 cn facteur dans chaque terme au numérateur el au
dénominateur, on obtient

ke [ ) k-1 )
M(te27) 11 29 T(1+27) T (1+279)
- =0 i=k-+1 j=0 J=k41
ak’ﬂ B . | 71 ) - k m—F )
M -2o) 11 (-29)  [a-20T (2
=0 1=k+1 i=1 =1
Th
I (1 +277)
= . — .
(1 42-% H(l H 1—-2-1)
(On fait maintenant tendre n vers l'infini. Les suites de terme général
g — [1(1 427" et v, = J]{1 — 277) copvergent vers des limites non
i=0 F=I

T .
z 1, Inu, = ¥ In(l +277) ¢t Inv, =
3=0

Yo In{l — 277) et leg séries M1 4+ 27) et 3 In(1 - 274 convergent.
=1

nulles, En effet, on a, pour n

+oc i +20
On note [] (1 4-2-7) et H (1 — 277) les limites de ces suites et on

7=0 =

+ >
[Ir+27)

pose K = %__{ On trouve alors que, pour tout & € N, la suite
[H1—2-1
1=1

IK
(@ m)men- CONVErge VOTS @y = .

(L+2-%) T (1 — 27)
)

=1
Il est tentant de peuser que la suite (ay) répond au probleme posé.
Remarguons, pour coinmencer, que pour fout & € N, on a
N (L +27k7]')(2k+1 — 1) ko 2E+1 k—-loc

0.

ajy.



268 CHAPITRE 3. SEHIES ENTIERES

On en dédnit gue la série entitre 3 apz® a un rayon de convergence

infini. Il faut maintenant démontrer que, pour tout p € N, on a f(27) =
it

(—1)*. Ou a, par construction, pour n 2 p, 3 ap.2P* = (=1)7. 1l
k=0
s'agit. d'un probléme d’interversion d™ne limite et d’une somme. On
remarque que, k étant fixé, la suite (|ag n))nens crolt car, pour passer
‘ . 3 14 27tnth
d’un terme an suivant, on multiplie par [Ty > 1. On a donc,
pour n 2 k, |arn| < |ax|, c’est-i-dire e majoration indépendante de
n, qui va conduire au résultat.
Fixons donc p. On a alors, pour n 2 p,

+oxz i
FOP) ~ (~1P) = 13 ag2PE 3 gy, 20
k=0 k=0

n Es ]
< Z lax — ak,n|2kp + Z |a,k|2pk.
k=0 k=n+1

La série Y |ag|2%* est convergente, Pour tout £ > 0, il existe ng € N* tel

400
que Y. |ax/2PF < e. On obtient alors, pour n > max(ng, p),
krng4-1
0 7 e
F(2°) = (=17 < Z |ar — ax.n]2% + 2 Z lag |27 + Z |ax |2PF
k=0 k=ng+1 a1
nn 00
<Y jan —aa27 12 S a2

k=0 k=rp+1

o
< Z |ak - ak,nIQkp + 2e.
k=0

En faisant tendre r vers +20, on obtient | f(27) — (—1)?] € 22, Cecl étang
vral powr tout £ > (1, on a done f(2P) = (—1)7.

oo
2. 8i (ba) est une suite telle g(z) = 3 b, 2™ soit définie sur C, (by)
n=0
est solution du probléme posé si f et ¢ prennent les mémes valeurs en
2P, pour tout p € N, c’'est-d-dire 51 f — g s’annule pour toutes ces valeurs.
On est done ramené & chercher 5'il existe des fouctions développables en

séries eutieres, non nulles, s’annulant en 2¥ pour tout p. On pense as-
+oe

sez naturellement a la fonction définie par 2(z) = T[] (1 - 2%), qui
n=>0

visiblement s'anmule o il convient. Il faudrait démontrer que cctte
fonction est définie sur C et développable en série eatiére de rayon
de convergeuce infini. Ou peut remarquer que, pour tout z € €, on
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h(z) = (1 —2) +]"[ (1 - ) = (1- z)h (E) et chercher une fonction
développable ennserle entlere vérifiant cette propriété. On la cherche sous
la forme @(z) = Z cn2™. On a alors, sous réserve de convergence, polr
ze, =

ot

w(z)(lz)w(“g):?% ch :+ch on

il

Py Cnln
:Z('"(1727n>z+22nl .

n=1

D’apres unicité du développement en série entiére, la condition p(2) =
(1 —2)p (%) = 0 s’écrit : pour tout n € N*, ¢, = T g Cn1: Si on se
donne ¢y # 0, cette relation définit ¢, pour n = 1. Op remarque qu’on

. Cn .
a alors lim = limn
N 0G Cn—1 n—4go0 ] —

série entiere Y cpz™ est donc infini, La fonction @ cst définie sur C ot

— = (. Le rayon de convergence de la

par construction, vérifie ¢{z) = (1— z)tp( ) Une récurrence immédiate
montre qie, pour 2 € Cet n € Nyon a

o fL(s 3) #()

k=0

Quand n tend vers +0o, ¢ ( ) tend vers p(0) = ¢y # 0. On en déduit

z
2‘n,+1

i1( )

k=0

que le prodnit

@lz)

converge vers —— . On a donc, pour tout z € C,
&

=y H (1 - —) = cgh(z).

T1—

Pour ¢g = 1, on obtient ¢ = h. La fonction A est donc développable en
série entigre et vérifie A(2F) = 0 pour tout p € N. Elle n’est pas nnlle
(R(0) = 1). Elle possede toutes les propriétés vonlues. On peut conclure
que la siite {an) cherchée west pas unigue. <

On peut noter que toute fonction de la forme M, ouv ¥ est
developpable en série entiére, avec un rayon de convergence infini, o les
mémes propriétés que h.



Chapitre 4

Séries de Fourier

CPest autonr de Udquation des cordes wvibrantes que nail Pidée de
la représentation des fonctions pevicdiques sous forme de séries trigo-
nométriques : 31t représente le temps, y Voscillation de lu corde ¢ Dabs-
visse T, Pégquation est de la forme

3y
r?’

Sy .
EZE Y]

ot ov est une constante, homogéne ¢ une vitesse. (Uest d’Alembert (1749)
qui introdutt celle équation, et gui montre gue la solution générale est de
la. forme

flaz+at) + glz — af).

Reprenant les travauz de d’Alembert, Euler est conduit pour lo premiére
fois & considérer des fonctions définies par des expressions différentes
sur des inlervolles différents, qu'd appelle < discontinucs >, notamment
pour représenter la forme triangulaire dune corde pincée.

Une intustion géniale revient d Dardel Bernoulli (1755) qui observe
qu’une corde peut donner 4 entendre non seulement le son fondamental et
les harmoniques de celui-ci, de fréguence double, triple, elc., mais qussi
la superposition de ces sons. Il en tive lidée gue toutes les solutions pour
fesquelles on oy = 0 auz points d’atlache de la corde, x =0 etz =L, et
dui correspondent & une corde au repos 4 £ = 0, doivent s 'éerire comme
somme d 'une série trigonoméirigue i.c. une combinawson linéaire infinie
des fonctions

8in nwr cos nwat,
T
(MUEC (J = — .

Cela impligue gqu’une fonction arbitraire pour 0 < z < L ef nulle
pour £ = 0 et r = L doit pouvoir s'éerire comme combinaison lincaire
infinie des fonctions sin nwz. Euler, en particulier, n'est pas convaincu.
It comme Bernoulli ne fait avcun effort pour provwver ce qu'il nvance, ni
pour calewler les coeffictents, les objections finissent par Uemportee ef pay
décourager foute étude sérieuse de lu question. Ces vbjections, d propes
de la périodicité, de la parité, ont en gros le méme fond : on n'imagine
pas 4 cetle €pogue qu'iune expression (fut-elle infinie) puisse élre égale d
utie aufre expression sur wn intervalle sans lui étre égale pour loutes les
seleurs de la variable,

271
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A purtir de 1805, Fourier s'implique dans Uétude de 'éguation de
la chaleur selon une méthode déja éprowvée pour Uéquation des cordes
vibrantes (Lagrange) ou Ugquation de la « chainette » (Huygens) @ on
éerit les dquations pour un systéme composé d’un nombre fiat de corps
et on obtient l'équation pour le systéme continu en faisant tendre lo
dimension de ces corps vers () et leur nombre vers linfini. Fourier résoul
le probleme discret, mais n'effectue pas le passage @ la limite. En faisant
t = () dans la solulion obtenue pour ['équation de la chalenr, il aurgit
obtenu Uécriture d'une fonction arbitraire (de période 2m) sous la forme
dune série trigomométrique sous la forme

1 2m
fz) = 5:,;/0 f2)dr
1 2 1 2
+ (~— flx) cosmdr) cosw + (— f(x) cos 22 dm) cosZgp 4 .-
I ; T Jn

1 2n 1 27
+ (f— f(z) sinmd;r:) sinx + (— JS{z)sin Qrd,’w) sin2x + -
T Jo mJG

Il imagine pour prouver {'existence du deéveloppenment trigonoméirique
d’une fonction arbitraire une toute gutre méthode. Voici, par exemple,
comemnent il procéde dans le cos particulier de lo fonction f{zx) qui vout 1
sur | — x/2,7/2], =1 sur |7/2,37 /2], ot on cherche un dévcloppement
de la forme

f(xy=ajcosz +agcosdz + ascoshr + - -

fles fonctions cosr. cosdz, cosbx, ... ont les mémaes symélries gue
la fonction donnée). En écrivant que ce développement, ainsi gue les
développements obtenus par dérivations successives, sont valables pour
x =0, i obtient le systéme d’équations lindaires infini

l=ay+as+as+ay+---

0 = a1 + 3%as + 5%as + TPay + - -+
0=a, +3%; +5%s + Tar +---
0=a; + 3%y + 5% + TOar 4+ - -

Fourier résout d’uhord ce systéme par élimination en ne conservant gue
les m premiéres équations, et dans chague ¢quation gue les m premiéres
nconnues, puis passe & la limite m — o0 en ufilisant la formule de
Weallis

2 13 35 57 7 a3 52 72

T 22 14 66 232—1 B2_—1 T°-1

Ii obtient ainsi, aprés contréle de la convergence,



4 1 1
) — s P TBE —
flx) = ((,os:t 5 o8 3 + 5 cos 5o )

Ce n'est que plus tard qu il redécouvre lu méthode = expéditive > pour
calculer les coefficients de écriture d'une fonction périodigque comme
série trigonomdéivique, & supposer gque cette écriture soit possible ;. mul-
Hiplier par cosnx ou sinnx et intégrer la série terme a terme, Mais
dans sa Thdéorie analytique de la chaleur, achevée en 1876 et publiée en
1822, o i conserve la methode des systémes linéuires infinis, en méme
temps qu’il met au point lo méthode de discrétisation, il précise : sa-
voir calculer les coefficients ay eof b, d'un développenent hypothétigue
fl&) =3 ayp cosnz + 3 b, sinnx ne prouve en aucune fagon Uexistence
de ce développement, ou, si on préfére, la convergence de la série du
second miembre vers la fonction f.

Entre temps, Deflers (1819) et Poisson [1820) auront denné des
preuves de la convergence de la < série de Fourier » vers la fonction,
valables sous des hypothéses non explicitées (mais C* suffit). Dirichlet.
dans un travail dont on dire plus tard qu'il €tablit un nouvean standard
de rigueur en anelyse, donunera en 1829 des conditions dc convergence
adaptées anx fonctions continues par morceany qui toient devenues de-
puis Euler un objet de prénccupation pour les mathématiciens,

Voici guelgues rappels du cours qui permetient de fiver les notations.
Pour une fonction [, 2w-périodique, continue par morceaux, les cocffi-
cients de Fourier trigonomdétriques de f sont définis par

s

anlf) = % [_"’ f(tycosntdt et bo(f) = %/_ F(t) sin ntdt,

n dtant dans N et {a série de Fourier associée est

ay

s

+
+ Z (an cosnt + b, smnt).

n=1

Les coefficients de Fourier exponentiels sont définis par

1 m
enl(f) =52 JOT™dl pour n € 2
) .
00 _
ot lo série de Fourier correspondante cst Y. cp(f)e™™.
n=—oa

Nous commengons par whe série d’exercices sur les polyndmes trigo-
nométriques. Un polyndme trigonométrigue est une combinaison linéaire
& voefficients compleves de fonctioms de lo forme # —— ™ ayec

Tt
e L Si f est difinie par f(1) = Y e, avec (¢, e0n) # (0,0),
k=—n
on dit que [ est de degré n. On peut encore éerive f sous la forme



27 CHAPITRY 4. SERIES DU FOURIEH

n
J) = 3 apcoski 4+ besinkt. Lo fonction [ est & valeur réelles si ol
k=0
scrlement si les coefficients ay, et by, sont réels.

Les dewr premiers exercices utilisent simplement les velations d'oy-
thogonalité entre les fonclions e, 1 f — e

1 /. - 1lsin—m
— [ Fm,i,e—fmntdf — .
2m J g 0 sin # m.

Elles sont qualifices ainst car, si B désigne Uespace vectoriel complexe
préhilbertien des fonctions 2m-périodigues continues de R dans € munid

du produil hermitien défini par

(flg) =

™

oL [ T@atyd pour £ et g dans E,

la famille (€.)nez est une famdle orthonormale. On gardere egaletnend.
i Uesprit que cp(f) = (en|f).

4.1. Calcul d’intégrales

Soit (m,n) € N2, Justifier 'existence de Vintégrale

t
2 ¢

1 ¢~ sin(2m 4+ 1) 4 sin(2n + 1)
o/

.1 .t
- St - sin 5

ct la calculer.

(Ecole polytechnique)

&> Solution. .
sin(2n + 1) =

Pour tout enticr naturel n la fonction f, : t — - _7t2 pro-
sin —
2

longée par fr(0) = (2n + 1) est contmue sur [—w, 7], ce qui justific

. 1 g ;
lexistence de I, , = o f_ﬂ S (8 fu (2) dt.
Trangformons l'expression de f, & Paide des formules d’Euler. On
obtient, pour ¢ # 0 dans [-w, 7,
gilntg)f _ g—ilnt i)t il i2n+Nt

.fn(t) - T = L

- -
el — g7tz ez et -1
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résultat gui reste encore vrai si ¢ = (0. En transformant de la méme fagon
[fin, on obtient

-

_ 1 ikt ft dz

L ; Tn- e ..
—r

[k|gm,|8gn =7 7

Compte tenu des relations d'orthogonalité entre les fonctions ¢ —— ™,
les seuls termes non nuls sont obtenus pour & + ¢ = 0 et valeut 1. Lo
choix de & fixe la valeur de £ et on peut prendre pour k tous les entiers
citre — min(n, ) et min(n, m). D'olt il résulte que

L.n=2wmin(m,n) + 11. <

Lespace T, des polyniomes lrigonomélriques de degré inférieur ou
fgal a n est stable par dércvation. Comme il s’agit d’un espace de di-
mension fiaie, Uopérateur linduire de dérivntion D : P —— P est continu
et on peut stintéresser au ealeul de sa norme triple lorsque gu’on mu-
wil T, de la norme de la convergence uniforme. Cela consiste done a
déterminer la plus petite constante ¢ > 0 telle que | P'l|oe < ¢||P |l pour
tout P € T,.

Le premier énvoncé ci-apris montre que la constante ¢ = 2n convient
en utilisant le noyau de Fejér. L'énoncé sujvant démontrera ['indgalité de
Bernstem qui montre gue ¢ = n convient, cette constante étant optimale.

4.2, Majoration de la norme de la dérivation

Soit P(x) = Y ape™® i polyudme trigonométrique de degré
k=-n
inférieur ou dgal & n, ol les ax sont des nombres complexes. Trouver
une constante ¢ ve dépendant gue de n telle que |P/]l0 < ¢||Plloo.
, - IR L1
On powra poser F,(r) = 3 (1 - Lni )e““ et considérer
k=—n ;
P . 27 r .
l'intégrale I, (x) :fo Pz — y)F, (y) sin(ny)dy.

{Ecole normale supérieure)
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&> Solution.
Suivons les indications de 'énoncé et caleculons [, (x). En écrivant

‘ . 1 . _
Plr -y} = ace'® e ot ginny — — (Y — oYY,
(r—yl= > as v =5 ):

l'intégrale 1, (x) vaut, par linéarité,

l Z afeifﬂ’ (1 _ Hﬂ) /2‘” 81;(7£+A‘+n)ydy _ /21r ei(ﬁ‘f-ﬁ-k«--n)ydy )
% R A ;

—nTRGn
—nTéEn
. In . .
Pour tout entier &, Pintégrale /0 e est nulle 85 k # 0 et vaul,

27 sinon. Dans la somme délinissant 1,{x), les seuls termes non nals
correspondent donc soit A€ = k+n (avee —n <k <0), soital=Fk—n
{avec 0 < k < n). On en déduit que

2 o k H{hktnix . k ik —7ia
1= £ e (1= B (o))
k=0

k=-n

4] ]
nt+E banir k—n jip o0
( E kg : gilftmle o > @k n—— o'tk ”T)

km-mn b =q

|

r Te i ‘ U] k " - to L
== Y an=c™T+ 3 a—eT) = — 3 kage™.
noon o2 n n <
- [ T kw—mn
n
En remarqnant alors que P/(x) = Y ikaie™, on obtient finalement,
k=—n

pour tout réel 2,

7 1_, T
IL.{z} = EZTP (v) = —EP'(m}.

A laide de cette égalité, on va majorer [|P’

ce 0N a, poir tout © € R,

F 2T
[P'(z}] = E|I,1(-L.')| < E/ |P(x — y)F,{y)sittny|dy
T T Jo
1 Cul
< 2Pl [ IFatwldy et done,
n -2 i
T Jo

Pour avoir un majorant explicite. on va calculer cotte detuiere intégrale,
et poir cela caleuler Fy,. Pour 2 € R et n € N, on a en regroupant I'mdiee
—k avec {'indice k,

. 1—1 \ ) o 2 n—1}
F.lo)= -1+Z (1 — f_?)(ﬁﬂcm + e_””) = _14 - Re(Z(n _ k}e"‘"")_
F=0 .

k=
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[~
~]
~T

Siet™ =1, alors

A 2nin +1
Folz) =14+ =3 (n—k)) = 1+ —E—j—) = 7.
Lt 2n
Siet® £ 1, alors
(n— k)™ =) e | = ————
o k=0 \i=0 k=0 1—en
_ n (Ji:z:(] _c‘m,:r) _ nc—--i% 1~ einr
- {1~ ew)? _2isin = —4gin” %
On en déduit que
22 N
L 2({n 1l—cosnz s 5
l‘u(-r):_1+a 7+ . o I - . 9 &
2 d4in 3 7 sin 5

On a done F,,(y) 2 0, pour tout y. En revenant 4 notre intégrale. cela
permet d'enlever la valeur absolue pour obtenir

2w 20 n - DLk
/ o (3r)|dy :f Fo(y)y = ) (1 - M) / ey = 2
Ji 0 J0

k=—u "o

ri, done finalement [ [P ) < 20|l 5 ‘ <

Lo polyndme trigonométrigue T, est appeld noyou de Fejér d'ordee
1. Son caractére postlsf (qui iniervient déjo fortemnent dans la solution.
ci-lessus) est la clé du théoréme de convergence uniforme de Fejér que
I lecteur trouwvera dans Uexercice 4.51.

Nofons qu’on peul montrer quc ‘[u% Fo(y)|sinny|dy = 4, ce qui par-
met d'améliorer un peu la majoration précédente puisqu'on obiient alors
I 47? - En fait. lo meilleure constante, qui est done lo norme de
Paperateur de dérivation, est ¢ = n. Cela va découler de Vexereice suivant
qud Stablit Vinégalité de Bernstein (dans le cas véel). Notons que cettc
derniére est démontrée d'une autre maniére dans le tome 1 d'algllye
feercice 5.37). La méthode mise en ceuire 2ci n'utilise que les théorémea
wsicls de Vanalyse réelle (théoreme des valeury intermédiaires, théoréme

e Rolle,... ).
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4.3. Inégalité de Bernstein (1912)

Soit n € N* et f un polynéme trigonométrique réel de degré
inférieur & n, ¢’est-d-dirc unc fonction pour laguelle il existe des
réels ag.ay, ..., 0m, b1, ..., by tels que, pour tout z € R,

T
flxy=ayp + Z(ak cos kx + by sinkx).
k=1

1. Montrer que s1 f admet au moins 2n + 1 racines distinctes
sur [0, 27, alors f est nul.
2. On suppose que f'{0) = || f'lic > 1| f]loo. On pose pour tout

T €R, gla) = || fsesinnz) — fiz).
Montrer que g admet an moins 2n racines distinctes sur [0, 27[.
Montrer que g' admet au moins 2n + 1 racines distinctes sur [0, 27].
Montrer que ¢” admet an moins 2n + 1 racines distinctes sur [0, 2u[.
Que peut-on en déduire 7
3. Montrer que || f'||sc € n|flleo. C'est lVinégalité de Bernstein.
(Ecole polytechnique)

> Solution. |
1. A I'aide des deux formules d'Euler cos ke = E(em + e~y ot

i 1., . .
sinkx = — (% — ¢~ on voit que

?;

L\JIH

Z l:(@k tbk zi’m: + (ak _‘_,ibk)efikm] — eméﬂxp(eix)

oll P(X) = % 3 (o + i) X7 E L goX™ 4+ = Z {ap ~— ibk)X"J“'“ esl
k=1

un polynéme de degré inférieur a 2n. Par hypothese P possede 2n + 1
racines distinctes 3 savoir les images par @ —— €' des racines distinctes
dans [0, 27] de f. 1] s’agit done du polyndme nul. On en déduit que ley
coefficients ay et by sont tous nuls ct par suite que f est nul. On peul
évidemment remplacer Uintervalle [0, 27| par n'importe quel intervalle
semi-ouvert de longueur 2.

2. Lridée est de regarder g aux points on le sinus est maximal on

.. k
minimal. Posons, ¢ = % + ?W pour k € [0, 2r]. On ani; = g + ket

~DP[if oo = nf (ts)

T

g(te) =

Comme || f'|oc > 7| f|loos g{tx) est strictement positif pour & pair et
strictement négatif pour k impair. Le théoréme des valeurs intermédiaires
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carantit donc lexistence d'un zéro x de g dans chaque intervalle ou-
vert Jtx, teril, £ € 0,20 — 1]. Ces racines sont deux & deux distinctes.
tilles sont toutes dans {0, 27 sauf éventuellement o, qui appartient
a [fgh#l,tgn[: [QTT — %2?4» 2?;

il suffit de la remplacer par ze,_1 — 2% qui est encore racine par 27-
périedicite de g et qui appartient & Iintervalle [0, ¢g]. Donc g admet au
moins 2n racines distinctes dans [0, 2x],

On a déja g'(D) = ¢'{2m) = 0 et le théorame de Rolle appliqué entre
denx racines consécutives de g donne au moins 2n — 1 racines deux a
deux distinctes de ¢ dans |0, 2. Ainsi, ¢ admet au moins 2n 41 racines
distinctes dans [0, 2n]. Teujours par le théoreme de Rolle, ¢ admet an
moins 2n racines dans |0, 2] Mais comme [ présente un maximum en 0,
J7(0} = 0 et par suite g”(0) = 0. Donc g’ admet au moins 2n +1 racines
dans {0, 27[. La question précédente permet d’affirmer que g = 0. Donc
g ost affine, done constante (car bornée) et finalement nulle puisqu’elle
=annule.

[. Mais dans le cas ol xo,—1 = 2,

On a alors f(z) = %Hf’”m sin(nx} et cela contredit Uhypothse ini-
Liale car || flloo = 2| £ oc-
3. Il est clair qu'il cxiste zo € B tel que [f'{xo)] = || f']|ec. Quitte

4 prendre —J on peut supposer que f'(xg) > 0. On considére alors
f(z) = f(z + mg). CPest encore un polyndme trigonométrigue de degré
inférieur & n auquel il est loisible d’appliquer la question 2. Comine
[ Hf”oo et de méme pour les dérivées, on a || f/||cc < 7| [l <
Liinégalité de Bernstein s'étend aux polyndmes trigonométriques de
degré < n & coefficients complezes. En effet, soit P un tel polynéme.

it existe un réel zo tel que |P'(zq)| = ||Pfx cor P’ cst continu et
In-périodique done attcint ses bornes. Il existe alors un réel o tel que
P o) = ||P)|eo. Considérons le polynome trigonométrique réel

defini par Q(z) = Re(c**P(x)). [l est de degré < n donc, daprés le
résultat de Dexercice, ||Q]|oc < 1| Qlloe. On a |Q(a)] < |P(x)} pour tout
réel @, done Qoo € [|P|lee. Par ailleurs, Q'(zo) = %P/ (2q) = ||P!||oo
de sorte que |Q'oc 2 1P |loo- I en résulic done que [P oo < n||Plloc -
«est Uindgalité de Bernstein pour P. Comme i y a égalité pour le po-
Lmdme trigonometrique sinne, on a finalement démontré que la norme
iriple de Dopérateur de dérivation sur ['espace des polyndmes trigo-
nométriques de degré < n est égale d n.

Dans Pexercice suivant, on se raméne encore @ des raisonnements
sur les pelyndmes,
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4.4. Fonction 2m-périodique orthogonale aux polyndémes
trigonométriques de degré << n

Soit f: B — R, continue 27-périodique et n € N*. Ou suppose
que ax(f) = bp(f) = 0 pour tout & & [0.n — 1]. Montrer que f
adtnet au moins 2¢ zéras dans [0, 27,

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
On a, par hypothese, pour tout k € [Don — 1]

2n 2

fla)ecoskxde = flYsinkxndr =0
qa Ja

ou encore, pour tot k € Z, tel que

5
k| < n, —}{Lﬁf(m)e"rk“”dw = 0.1
faut en déduire que f s'annule au moins 2n fois sur [0, 27

Cela nous rappelie P'exercice classique 1.17. Seit. f ¢ [0, 1] — R, conti-
nue, telle que, pour 0 < k < n — 1, ‘[0] FOEEdL = 0. Alors f s’annla
au moins n fois sur [0, 1. La meéthode consiste & remarquer qu’on
/{j fF)P(Hdt = 0, penr tout polyndme P de degré inférienr ou égal a
n— 1, et que. 1 f change moeing de n fois de signe sur 10, 1], oun pent
trouver P € R, _1[X] tel que P garde ur signe constant.

On va faire la méme chose en remplacant les polyndmes par les po-
lynomes trigonométrigues. Par lin¢arité, on a /0 o S g(z)de = 0 pour
toute fonction g de la forme g(z) = Y0 dge™™, Cest-adire tout po-

fklein 1
lynorne trigonométrique de degré < n — 1

On raigonne par Pabsurde ot on suppose que f s’annule moing de
2n fois sur [0.2x[. On considére les r valeurs oy, au, ... 0, de [0, 27|
en lesquelles [ gannule ot change de signe. Nécessairement r est pair
puisque. par périodicité, lo signe de f est le méme sur Ja,. — 2, o] ol
sur oy, ooy + 27 et entre les deux, il y a r clangements de signe. On posce
7 = 25 0n a donce, par liypothese, v < Zn— 2 et 5 < n — 1. Considérons

™

le polynome P(X) = C ] (X = &'*%), on ' est une constante complexe
L=t
a choisir, ot g la fonstion définie par g(z) = (37i‘“"P(c’i“). La forction g
est un polynome tr.igonométriquc de degré g et, d'aprés les remargies
précédentes, on a ./027( Jlx)glz)de = 0.
Montrons ¢ue T'on peut choigiv C pour que g soit a vadenrs réelles.
On #, pour tont & € R,
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k=1
_ i rsw 2 N E A 10 : or Ty
=Ce [T (—e e ) Tl (e - ¢'¥)
k=1 k=1

L)Zcu

_ éﬁ—isr H ((21T _ za;.

R N - = Z My
Om o gfa) = g(z) powr tont véel 7 si C = Te +=1 7. On peut prendre
-5 % ux
par exemple C — ¢ “ &1 |
La fonction ¢ est alors a valeurs réelles. En ay, ..., v, clle s'annule,

niais pas sa dévivie car g' () = ie?tT 2 TUOP (e} 2 (), les Tacines de
P étant simples. Elle change donc de signe en ces poiuts. La fonction
fy garde donc un signe mmt:m[ s [0, 27]. Comme elle est continue et
non dentiquement nulke. on a / Fladg{z)de £ 0, co qui nous donne la
coniradiction cherchée. <

4.5. Une inégalité

Pour tout n € N, on nwote T,, le R-espace vecloriel engendré par
les applications @ — cos(2hme) of 2 — sin(2krr) de [0, 1] dans R,
powr 0 < k € n, et V, Tenszemnble des dléments P de T,, qui vérifient.
pour tout & € (0.1 P(z) 2« — =

1. Moutrer que, ponr tout P2 7T, ona

.LIP(az)d:n, Zn: (”+ L)

k=0
1 .
2. Montrer que, pour taut ' € V,, on a L P{rdz =

1
2n+ 1)
\ {Ecole uormale supérieure)

: G

' Solution.

1. En utilisant les fornules ’Euler, on pent écrire P sons Ja forme
n

Plae) = % ere™ 2 on des o sonl des nonubres complexes, Sachant

k— -7

bk . . . s N . P
e /] oS et Coal A 0 si ok nlest pay nud of A | sinon. on en Jéduit,

8
par Hnéarité, que /0 Plr)de = ey
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T i i U 3
On calcule ensnite > P (——k——) = 3 (E e"'zf”ﬁf), On ob-

k=0 {=—n k=0
tient, pour £ € [ — n,n,

" . n . E -+ 1 st ¢ = )
1281 g ! Ty
e Wyl = (e «u+1) — ezu‘ﬁ -
——— =0 s ££0
o — 2.€'n - -
k=0 k=0 R ]

On a donc ZP(n+i):(-r?+l)cu: n+ / P(z)de.

2. On appligue la relation démontrée dans la premiere question. 11

k ke 1
résulte de la définition de V,, que 'on a P ( -y i) = 13 pour
0 £ k& € n. Pour £ = 0, on peut améliorer cette minoration. En effet,

par l-périodicité de P, on obtient P{0} = P(1) 2 1 - ; = % On a

finalement
1 n .
1 k 1)
P(x)d = L.
‘ﬂ (z)dz = (2+ZW#+1 2)
5 1 1 (n+])_nl :;'4
4112 2(

2(n + 1) 2 n+1)
Les dews exercices suivants sont consacrés a Uinégalité de Hilhert. Le
premier, dans le cas réel, utilise la formule de Parseval. Il faut garder

& lesprit que si un polyndme trigonométrigue P 8'dorit Z creBT ) les
k=—n
coefficients de Fourter de P sont les ¢y, ef qu'on peut lui appliguer tous

les théarémes de Uanolyse de Fourier,

4.6. Inégalité de Hilbert (1)

r Soit P = Y~ apX* € R[X].

k=D
1 w .
1. Montrer que Ll P?(r)dz = fiﬁ) P*(e*)e’?dg.
2. En déduire I'inégalité de Hilbert,

{adya
> s

0%k, £<n

(Ecole polytechnique}
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>~ Solution.

1. Démontrons, plus généralement que Pon a, pour tout Q € R[X]

/jl Qx)de = —ifow Q(e™e*df. Par lingarité de Pintégrale, il suffit de
le démontrer pour Q = X™. On trouve

73/—” Q(eg(i)e":edf) = —1 / eq;(n-l-l)ﬂdg — i—_?’(()l)n-f—l . 1}
0 i

1 n _ 1
= (1= (1) _/_1 Qx)de

2. Le premier membre de Uindgalité & démontrer est égal A

t 1
3 aka;zf rfafas z[ Z apae ¥zt | dz = | P(x)de.
0Lk, d<n 0 0

Lk bgn

De la guestion I, on tire la majoration

1 1
f P?(x)dx g/ p2(a:)dg:={ P2(e') "gde‘ \P(e”’}l ds.
¢ -1 0

Le polyndme P étant & coeflicients réels, on a |P(e®)|?

= Pe®)P(e).
La fonction qu'on intégre étant paire, on a done

s n n
g2 )12 2
f|(* 3246 = 2[ el \dﬂ—ilﬂan.:'n'Zak,
J'apres la formude de Parseval, ce qui donne Uinégalité voulue. <
On peut noter que Uinégelité est stricte si les coeffiments ay, ne sond
) I _,
pras tous nuls puisque si P nlest pas nulfo P?(x2)dr < [ ) P-(x)dx. Cette
preuve de Uinégalité de Hilbert est due ¢ Fejér et Ries:.

Liénoncé mvant donne un résultat plus gendral.

4.7. Inégalité de Hilberi (2)

On note, pour n dans 2, e, : £ € B — ™t € C.
1. Calculer los coefficients de Fourier de la fouction 27
périodique b telle que h(t) = 7 — ¢ pour  dans [0, 27{.
T n
2. Soient P = ) are_pet Q= Z bee _p ol les gy, et les by sont
k=0
211'
des nomhres complexes, Calculer — f

h{t)e. (#)di.




284 CHAPIIRLE 4. SERIEYS DE FOURIER

3. Iméynlir dv Hilbert. Trouver une coustante C (indépendante
des ag, by et de u) telle que

2
G}kbf . T ) ¥ 5
> privy| SOl bl

0Lk Ign £=0

7

4, Onpose, pour 0 < hE <m0 = Y % Montrer que
jonJtk+1
23 Tr
2 2 2
> lenf® <7y a1
k=0 =0

{Ecole normale supérieure)

L.

> Solution.
L. Les coefficients de Fourier de b sont ¢, (h) =

1 an
Q"r];J (m—t)e™""dL,
pour n dans Z. Si n #£ U, ou trouve, en intégrant par parties

_ —ind 2 Aw o —rnd 1
Calh) = = {¢} S =
' 0

2 —1n Ju ir i)
et )
o1 g 1 217
co(h) = ;é—ﬂ_* A (m — )t = Y j:ﬂ”f - E‘jl ) =0.

2. On notera que pout tous entiers n et m, o A €,¢n = 4, Cela
donne, en développant,

T mn
PQ€_| = (Z u;w(,’},n) (Z b;‘('up) F_y = Z akh{f‘_(k+,c.f_”.
k=0 =) UK k.fs n

On en déduit que

1 Zar ) 1 -3
2— P(éhrﬁfl = Z ak’)g X —j €,,tk+g+1)’?
7 Jo dehicn 2 Jo
1 Gpby
T2 b= 2L FTET
Ok £ 0 vk £<n -+
3. D’apreés la question précédente, on « I'Cgalité
2

] " PQhe
O

rL}Lb; 1
e kyir1l T \oxm

0k s
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ce qu'on peut majorer ainsi ;

25

1w A 2w
Jpanes )< [ PIQUMe < e [ wlen < [ il

D’apres Vinégalité de Cauchy-Schwaryz, on en deduit que :

Z 2
3 anby 1 (/'2" L 2
Faitl 1 PIQI) <3 / |P| [ Q2] .
ohien MO 1\ Jo 4 \Jo :

. g i .
En  wvertn de  I'ézalité  de Parseval, / P2 =27 % [ael? ot
0 k=0

o

Dt n N ] N
/0 [Q2 =27 3 |h|*. On obtient finalement
£=D

2

G.kbg , n 5 n 5
2 reqa| ST Il 2 I

0Lk n F=0)

ce qui est Vinégalité demandée avee C = w2,
k2]
. a . . .
4. En posant o = 87 —— | Pindgulité précddente »'éeril,
R kv P

b

2 "

k=0

24
N
i bFCE

€=

n
2 Z |b£|2,
£-=0

inégalité valable pour tout {bg, b1, ..., 4,) de C**'. En particulier, si on
preud by = & pour () & £ < n, on obtient

1" 2 T A
. 0 2
(E Jqlz) < 72 E \ctk;\z E o]
k=t

[ ) £=0)

n
S el #£ 0,16 reste en divisant
f:n

n

n
e’ <73 Jaw)?,
k=0

=0

rn
indgalité triviale lorsque Y Jeg]? = 0. <
(=0
La derniére guestion de Uexercice signific que si A esf la matrice de
] 1
Hailbert (-—'— )
I W
i norme hermitienne canonique de C°) on n

el W lu la norme triple de M, (C) assecece 4

’;{\HQ -./- T.
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Commence ict une seric dlepercices ou i s'agit d'écrire e
développement en série de Fourwer de diverses fonctions — i s’agil
en général de fonetions de classe C1 par morceaus pour lesquelles le
théoréme de Dirichlet s’upplique — et d’utiliser ces développements pour
le caleul de sommes de séries numériques, d’intégrales, ou de séries do
fonctions.

Nous commencons por des exemples {rés classigues. On notera que
dans la premigre question de Uerercice suivant les fonctions considérées
sont de période 2. On rappelle gque pour une fonction de période T, les
eovflicients de Fourier sont définis par

T
en(f) = 1 [ f(t)f"hi”"/Tdt n €L,

anlf T/f cos($nt) di | bu(f) — /f(l‘ Sln(sz‘)d

(n € N), et la série de Fourier de [ est

+

Z e (f)GZW?T'nt/T

n=—-2

Ot

(IO + Z (”n

sin nt|.
. T’)

8. Calcul de sommes de séries

1. Soit fy (resp. f2, fs) la fonction 2-périodique définie par
F) = =1 (vesp. —¢, —t*) sur ] — 1,0[ et fi(t) = 1 {resp. ¢, %)
sur [0.1]. Développer ces fonctlons en série de Fourier. Calculer

S o
s ( Zp +1
2. Calculer les coefticients de TFourier de la fonction 2n-
périodigne qui vaut = pour z € [—=, 7|
20 1
En dédnire la valeur de } —
=]

(Ecole polytechnique)
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I~ Solution.

L. Les fonctions fy, fa, f3 sout C! par morceaux sur R. La reslriction
de fi (vesp. fo, resp. faz) a ] —1,0[U]0, 1] est ipaire, {resp. paire. resp.
inpaire).

11 14

On en déduil que an(f1) = enlfs) = bu(fa) = 0 pour tout » € L
Caleulons les autres coefficients. Pour n € N*,

1 . 1 2 ,
bulfi) = []fl () sin{mntidt = 2 /0 sin(nt)dt = E(t - {=1").

- - ) 1
Les cocfficients d'indice pair sont mils et ba,41(f1) = m On
Y

1 I
cadente a,(fy) = [ | f2(t) cos(mntydi = 2[, teasiant)de en intcgrant
par parties. On obtient ag( f2) = | ¢t pour n € N¥,

.s'in('.'rnt)]l 2

2
— = siu(ant)dl =0+ ——=((—1)" — ).
. mlﬂmmmw +ﬂﬂ« ) )

“n(f‘!) = {21‘

ny
Les coefficients d'indice pair (non nul) sont tous nuls et pour tout n € I,
v2nia{fad = - PRt 1)

1 . 1, . .
Paur n & N¥, b,{f3) = f . Fo(t) sin(med)di = Zﬁ) £ sin{mnt)dt Lahtient
o1 intégrant deux fols par parties. On trouve

(a1
5 — cos(mnt 4 !
bo(fa) = {Q?JMJ} + [ tcas(mutidf
T I an Jo
- = (71)"@%-1 + _Jﬁﬂ ¢ win(ﬂ‘nl‘”l - L /l sin{mrnd)de
= pind o T g fy '
2 4
= (="t - {1 — ()™
7r-n.( ) ?r"ﬂ:’( (=1)")
1iu distinguant selon fa parité de n, on éorit
1 2 &8

b‘n 3= - ) }'n' = —_——
2n(fs) m +ilfs) A2n+1) 2+ 103
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Les fonctions f1, fo, fa étant C! par morceaux, leur série de Fourjer
. 1,. .
couverge n tout point & vers - (f(z +0)+ f(x —0)) ct donc vers f(z)
six ¢ Z. On adonc

Jeo 4 -1 sixze]-1,0],
- 009 2 1) = si

Zo @m0 sin{n{2n + 1)x) 0 siue 7

= 1 sixeld 1]
— 4 —z siz=e]-1,0],
- e cog{m(2n + Dz} = {0  sizcZ
2 nZ_U w2 (2n +1)? os{r(2n + 1)) ‘ L’l T’ ©

r o osiael0]]

&1 = 2 8 .
2 (%) sin(2mna)+ 2, (Tr(Qn i) et 1)3) sin{m(2n+1)z)

n—1 =0
—? siae]-1,0]
=<0 size?
¢ stz e]o, 1L

c . 1 .y . .
En particulier, si on prend z = 5 dans la deruiere formule, on obtient

= 2 = 8 1

2w+ VT Dt

=0} n=>u m

T 0

Mais, la premiére égalité donne, pour . = =, > —>—~— =1 Ona

2 =y w(@n + 1)
done 55 0" _m KT DTt 2w 1y
e 2n4ly 4 T 2 @rd1)d 0 8 \w 4 4 32

2. La fonction 2p-périodique f gui vaut z? pour & ¢ |[—m, 7 est

paire, continue ot C! par morceanx. Elle est partout égale & sa séric de

. 3 g 277 s
Fouricr. On a ag = = | 2t = = et, pour tout n € N, en intégrant
aw o

par parties,

o _ 2 (T o LT RTAT L T
an(f) = }/0 7 cos(nt)dt = - {.f, bm(nl;)] 0" = tsin(nt)dt

o
4 . 4 4
=0+ pove teos{nt)]i — A cos{nt)dt = n—z(-—l)”.

Omn a done, pour tout » € R,

R Gl Vi
3
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o o
L . . m 4 .
En particulier en prenant & = 7 on obtient 7° = =+ Y. — cequi
n
n=1
. RECH | n?
donne la somiue classique } — = e <]
n=1 T

Lénoncé suivant redémontre le développement eulérien de la fonction
cotangente, déja oblenu par une méthode plus élémeniaire dans Uezercice
226

4.9. Développement eulérien de la fonction cotangente

Soit 0 < wu < 1et f: R — R, 29-périodique, telle que pour tout
z € [~ ], flz) = cos(ux).
1. Calculer les coefficients de Fourier de f.

4o
2. Calculer g(u) = 3 2u

n=1 ?"‘42“;_"‘;‘5 -
3. Pour ¢ €]0,1[, caleuler I{t) = [: glu)du.
{Ecole polytechnique)

- Solution,
La fonction f est continue sur R, car lim f(#) = cos{um) = Lm f,
f— - [

el de classe C! par morceaux.
1. La parité de f nous invite & considérer plutot les coefficients tri-
gonométriques. Les b, sont tous nuls. Caleulons done pour n 2 0

—T

1 g7 2
ap = ;/ cos(nx) cos(um)du = ;/U cos{nw) cos{uz)du

1
™ = / (cos(n + u)z 4 cos(n — u)z) du
7 Jo

1 (sin(mr +uwm)  sin(wr — mr))
o Ti 4 u — i
BRI

——— Sin Y.
T n?—u?

Puisque J est contione, C' par morceanx, sa série de Fourier converge
normalement sur B et a pour somme f. On a done, si x € [—m, 7,

singu X (DM 24 ]
COS UL = + SilTU COS L.

U d aT 72—yl
n=1

2. Omn obtient, en substituant © a x danus la derniere formule,
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sinmu 1 2w sinwu  g(w)sinu
COS 7Y = - - o SinTu = + .
T w 7 — U U ™
n=1
. . . . 1 aglw) .
En divisant par sin 7w, il reste cotanmu = — + =, ¢t finalement
T i

g(u) = weotanTu — o

3. 1l est clair sur Pexpression ci-dessus que g est continue sur ]0, 1]
gt quelle se prolonge par continuité en 0 par g(0) = 0. 8i a € ]0,¢], on
peut écrire

t t 1
f glu)du = [ (ﬁcotan Y — E) du = [lnsinru — o u]g
x

o e

sit 7l sin wo
=1In ( ) —In (—w)
t (o]

sin 7t sinwt
—-———>ln( n )—ln?r:]n( )

a— i

‘ int
On conclut donc g(u)du = In (S]I;t ) . <
0

1 mangite sans doute une derniére question d Uexercice : en integrant
terme & terme la série (ce qui est possible par convergence normale sur
le segment [0,t]) on obtient

2

[ + 0o t
fo glu)du = ::;1111 1- 3

En passant & Uexponentielle et en lenant compte du résullal de lo ques-

. 4o t?
tion 3 on obtient done “IT¢ II {1——= ) pour toutt € |0,1[. I
it i n?2

s'ogil du développement euléricn de lo fonction sinus, qui reste valable
sur © comre e montre {'exercice 2.289.

Dans les trois erercices suivants, on ne calcule pas directement les
coefficients de Fourier de la foriclion [ considérée, mais on oblient, ¢
Paide d'un développement en série entiére, l'écriture de f comme somme
dune série trigonomeétrigue. On démontre ensuite que celle-ci est la série
de Fourier de f. L’argument utilisé doit étre retenu : si Y e,€™ {ou
3 (ancosnr + by sinne)} converge uniformément (et en particulier nor-
malement) sur B et si on note f(z) la somme de la serie”, alors les

1. Naturellement, f(z) = (ﬂ + Y (ancosnr +bpsinng) dans le cas des coeffi-

. . . 2
clents trigonométriqlies. nz [
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oy, {ou les an et hy,) sont les coefficients de Fourier de f. Démontrons
ce resultal pour les coefficients exponentiels, la démonstration étant la

méme pour les cocfficients trigonométriques. On a, pour tout réel 1,
+oo .
floy = 37 cae™*. La fonction f est continue sur B, puisque la conver-
n=—o0

gence est upiforme ct, pour tout n € Z,

1 i 272 1 T = ilk—mn
enl(f) = 5 /__f(t)e“‘*dtzg;rj > ettt gy,

T k=—o0

La convergence de la série trigonométrique étant uniforme, on peut in-
tervertir sommalion et intégrativon et on obiient

+ox
\ 1 m
(= 3 C’fé‘/ githmt gy _ o
k=—00 TS

compte tenu des relations d’orthogonalité enire les fonctions t — &%

4.10. Développement en série de Fourier (1)

14 cosa

————— en série de Fourier.
4 —2cosr

Développer la fonction » ——

(Ecole polytechnique)

> Solution.

On exprime f{z) = 1+ cos

4 —2cosx
développement en série entiere de la fraction rationnelle obtenue. On a

pour tout z € R

en fonction de £ et on utilise un

1tcosz 1Jr 3 1 3
4—2cosx 2 4 Zcosxz 2+4—(~:“‘—e“”
1 Jet*

+ :
_ (em:)g + 481.1‘ —-1

3X

2 o Sléments si 5 ti g1 ——
On décompose en éléments simples la fraction rationnelle TXF L AX -1

Omn obtient

3X _ 3X
“XPHAX -1 (X - 2- VX - (24VE)
V3 2-3 243

- = (Xﬂ(2~\/§) N X_[2+\/§))

ot donc, pour tout réel z,
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f) = — \/3( 2-+3 2+V3 )

2

AT (2 —V3) e - (24 V3)

tJlH

On peuat derire alors, pour tout réel &,

“+ oo

1 €' Cin PR
= ——e (23
~(2-v3  1-(2- VB Z:% ( ) )
o Z 2 \(/3 n 1--".'.(’?1-{—])1‘
=0
car [(2 — v3)e ™| < 1. On a, de méme, sachant que L oo V3,
2443
1 1

TR VE T (2+v3) (1 —(2-— \-@)em)
=-(2 fxr)im(@—f) )

n=U

n

On en déduit que, pour tout réel «,

I

f(.L') _ _} 4 @ (f( \/_)n+l —i(n+1)z 4+ Z n m,m)

2 2 =0 rn=_(1

= _1_;\/_“‘\/_2 2 3V cosnw.

n=1

Cette série couverge normaleinent sur R car, pour n > 1,
(2 = V3)" cos x| < (2= v/3)"

On en dédnit que c’est le développement en série de Fourier de f.
Conclusion. Le développement de f en série de Fourier est donc

—1+\3
2

flz) = \/_Z 2 —+/3)" cos nz

™
On peut en déduire la valenr des intégrales f fit) cosntdt pour tout
-

enticr i, Cette idée est o la base de DUénonceé qui suit : on coleule des
intégrales en tes interprétant comne les coefficients de Fourier d'une
fonction dont on délermine le développement en série de Fourter via
Putilisation de séries entiéres.
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4.11. Calcul d’intégrales par développement en série de Fourier

Calenler pour g € RY et n € N,

1 727 cosnz 1 7% sinne
I, =~ e dx et J, = — ——dx.
wJo cha—sinr w7 Jo cha—sinzx

(Ecole polytechnique)

> Selution.

. . . L
Soit f la fouction z —

————— Poura > 0, f est définie sur R ct
cha —sing ] )
2m-périodigque. Il s’agit de calculer ses coefficients de Fourier. La, fonction

st de classe C! R. Elk d spale & sa série de Fourier. P
f est de classe C' sur R. Elle est donc égale a sa série de Fourier. Pour
déterminer celle-ci, on exprime f(x) en fonction de e et on utilise des
développements en série entiére.

On a, pour tout x € R,

. 1 2ier®
j([) = 1 - ) = Y G 't 1 .
cha — — (e — ¢—i=y €77 + 21 cia +
YA
On considére la fraction rationnelle B = que Pon

—X24+2iXcha+1
décompose en éléments simples. On obtient

—2iX { e e

F=x e (X —demv)  sha \X _ie® X —ie o

Ou en déduit que, pour tout récl .r,

1 e e

L

sha \ eff — jg* &% —je ¢

On développe cliague terme en série :

P i + oo ) 4+ ‘
— — = = "'E :(_t-cfu,ezm)n — Z (_1):'7E-r':+-l.er'rmem.r1
e e L+e e n=_0 n=0

car ie “e™| = e~® < 1 et, de méme,

e—" efap—iz +0oa

_ - — efaen—im Z(iﬂmac—im}n

e'i::: _ ?’(_1’7(1 1— ,ie—ue—'il‘

=0
+0o

_ Z inP—(n.JrI)ue—(nﬁ-l)uﬂ'
n=0
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Finalement, on peut écrire, pour tout réel x,

—1 - g —na f gl n . inx -1 —ina
fo) = o (50 S e ayrens e

n—=1
_ 1 1+ g e—na n ((_l)nemm + e—mz)
sha n—=1

- + +§_%C 26~ 2P (—1)P cos 2px

sha p=1 ’ ’
4o

+ 3 2e~@rle(_ 1y sin(2p + )z | .

p=0

Les séries 3 e 2P%(—1)P cos2pz et 3 e 2P+Da(_1)Psin(2p + 1) sont
normalement convergentes, car pour tout réel x et tout entier p,
e3P (—1)P cos 2px| et |eT\2PHDe(_1)Psin(2p + 1)z| sont inférieurs &
(e=")?P, avec % < 1.

On en déduit que 'écriture précédente est le développement de f en
série de Fourier. D’on 'on tire, ponr tout p € N,

2 2(—1)Pe~
IOZE}E;I%:*( ) sipzl;ly =0,

sha

2(,1);06—(2%1)&

Jap =0 et Jopy = -

sha

4.12. Développement en série de Fourier (2)

On pose f(z,6) = arctan (%—:—g tand |.
1. Quel est le domaine de définition de f?
2. Soit 6 € }O, g [ Développer en série entiere z r— fix,8).

8. Soit x € |~1,1]. Développer en série de Fourier # s f(z, 8).
(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Si (x,8) € R?, f(z,0) est défini pour x # —1 et # # g (mod =).
2. La fonction x +—— f(z,8) est C* sur R\{-1}. Pour x # —1,

P tanf)(;i—i)
8_2:(1'19): 14+ (L:(il:ﬁzt)anzﬂ'

1+x
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- 8in 28
x? +2m0052g+ 1
un pole de cette fraction rationnelle,  —— ETi (z,0) est développable

Apres simplifications, %ﬁ (z,0)= - Puisque 0 n’est pas

cn série entiere en 0 (voir exercice 3.12). Déeomposons-la en éléments
stinples. Comue
2+ 2rcos20 L1 = (x + cos 29)2 + Sin2(29)
_ (fI‘+ 62i9>(m+672i9)
= (1 + 2”2 (1  re®®),
il existe (A, p) € C* tel que

—sin 24 . A N I
X2 42Xcos20 41 14 Xef 1 Xe 28

Comme la premiére fraction est réelle, on a X = ji. On obtient A en mul-
tipliant la décomposition ci-dessus par 1 + XeZ? et en évaluant, 1’égalité
en —e~ 2% 11 vient

T 1% T 2isin% 2

\ —~gin 26 —e2? 4in 20 —e2?

On obtient finalement

8f 1 621,0 6—21'9
_‘_(3’:1 9) = —— 238 — — .
dz 2\ 1 xpe® 14 w20

La fonction z +—— g% (z, 8} est développable en série entidre sur | — 1, 1]

et, pour jz| < 1,

af 1 230 P ne 2i0\n . n —2i8 = ny,—210\n 0
%(x,é):—ﬂ D Y O Sl G LT Z(—I) {e " \"x
n=>0 n=0

1 e . .
_ - (Z(_l)n(e21(n+l)9 _ 6k21[n+1)9)$n)
?
w=0

-

B

S (=L sin2(n + 1)0)2".

=0

Ainsi, la fonction x —— f(x,9) est développable en série entire snr
| — 1,1]. Puisque 8 € ]0, % [, on a f(0,8) = arctan(tan®) = 8 et par
intégration terme a terme, on obtient

+ o :
- _pyprrAin2n =00
f(wae)_e'l_ngo( 1) n+1 &
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c’est-a-dire

n8in2nd

flz, 8) *F)—}—Z (-1)

3. La fonction ¢ : § — f(z,8) est définie pour 4 & R\( + TFZ)

T

elle est m-périodique et impaire. On a 6.hm flx,8) = 5 et
4»%*
hm f(a: 8) = g Donc g est continue par morccaux. D’aprés

la questlon précédente, pour # € }U, g [ on &

80 2nf

9)—9+Z( " "

Comme g est impaire, ainsi que les fonctions # — sin 2n#, cette relation
reste vraie pour § € | — g ; g .
Le développement en série de Fourier de la série nc pose pas de

Ti.

sin 2né ..
n_——— ™. Cette série
7L

+o0
probléme : pour ¢ € R, posons k{f) = Z (-1)

sin 2779

converge normalement car, pour n 2 L( nHr " & |lx|™. Enpar-

- , e n 8206 s .
ticulier, k& est continue et 3. {—1)* ——— z™ est précisément sa série de
T

n=1
Fourier.
11 11e reste plus qu'a s’intéresser au premier terme #. Considérons la
iy

fonction m-périodique b définie par A{f) = @ pour tout 0 € ] g 5} et

I3 (5) = 0. Elle est C! par morceaux et d'aprés le théoréme de conver-
gence simple de Dirichlet, sa série de Fourier converge simplement vers

h, puisque h ( 5) =0 = (h ( ) + h (5 )) La fonction h étant
impaire et m-périodique, 011 apourn =1,

b(h) = [ B sinnfdd.

En intégrant par parties, on obtjent

bo(h) = E([_Hcosnf)] +/‘ cosnf?de) :_2cosmr.
ris 0 Jo K

n T

si w2z 1. On obtient

n—1
Ainsi by (R} — 0 si n est impair et bg, — %

donc, pour tout & € R.

+ 00 (_1)n+1
h(6) =" . sin 2nf.

S
—
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Les fonctions g, k et & sont m-périodiques et g coincide sur ]— g , g [
avec h + k. Elles coincident done sur R (E + ‘II’Z). Disposant des séries
de Fourier de k et k, on obticnt celle de g en faisant la somme :

400 (_ 41

1) . X" . n
flz,0) =g(6) => T sin(2nd) + Z R sin(2n@)z™,

ce qui s’écrit encore

Flz,0) = S sin(2nd)(z" —1)|. 4

Tl

2

i3

Il
-

4.13. Calcut de la somme d’une série trigonométrigue

1. Soit ¢ impaire, 2a-périodique, avec p(x) = g sixel-n n
Déterminer la série de Fourier de p et prouver que celle-ci converge
uniformément sur tout segment inclus dans | — = =|.

12 (=1 sinne

2. Soit a € R, \N. On pose f(z) = REZJ] R an Prouver
que f € CH(R,R). Quelle cst sa série de Fourier ?
3. Prouver que f est de classe C? sur lintervalle | — «, | et

calculer f”(z) + a? f(x) pour tout z € |-, 7[.
4. Calculer f(z) pour tout z € [-m,n].
(Ecole polytechnique)

> Solution,

1. La fonction ¢ n'étant pas continue sur R, nous ne sommes pas
dans les conditions d'application du théoréme de convergence nniforme
de la série de Fourier dn programme. On va démontrer directement le
résultat demandé. Puisque ¢ est impaire, on a an(@) = 0 pour tout
ncNect pourn =1,

2 1 osnz 1™ .
bn(ﬁﬁ):;/D gsinnmdwzw({_mctnw}o _1_/0 Cos:bnxcm)
S i

=0

(71)n+1
n

T ERRLEN!

Posons, pour n € N*, s,(2) = 3, ( 1’3 sin kx. Le théordme de Di-
k=1

richlet assure que s,(x) converge vers @{x) pour tout z de | — n,w[. I
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nous faut montrer que la convergence est uniforme sur tout segment in-
clus dans | — 7, w{. Un tel segment étant inclus dans un segment de la
forme [—a, @], avec a € [0, 7, on se placera dans ce dernier cas. On ef-

i3
fectue une transformation d’Abel, en posant Uy (z) = ¥ (—1)%+! sin k.
k=0

Il s’agit de I'opposé de la partie imaginaire de

i(_eiz)k _ 1 — (ﬁ_cia?")n-p-l B 1— (_eim)?t+1
k=0 L€ e*72 cos g

ce caleul étant valide pour = € [—a, o] car dans ce cas —e®® est distinct

p 1
de 1. 1 en résulte que |U,(z)]| € + - Sachant que, pour tout « de
CG

[—ev, o], on a cos g = €os %, on en déduit que pour tout entier n = 1

et tout » € [~ a], [Un(z)| < 1@ - Autrement dit, la suite (U,) est
co

uniformément bornée sur [—a, af. On a alors, pour n > 1 et p = 0,

SEEDM e 2 ST @) = Uii@) 5P Ukle) "§ Uife)

k—n k k=n k k=n k k=n-—1 k + 1

ce qui conduit en regroupant les deux sommes &

n+p (71)14;4»1

sinkr =

Unip(z} U &t (1 1 )
=k n+p : ’

Tl
U R
IR VA T

Compte tenu de ce qui précede, on peut alors majorer cette tranche de
Cauchy uniformément : pour tout z dans [~a, af,

R =1kt 1 1 1 tTELA 1
sinkz| € + =+ (__"——)
Pt k = cOs % n4-p n gl k k +1
2
S —a-
ncos E

Le critére de Cauchy uniforme permet denc de conclure que (s,())nz1

converge uniformément vers  sur Pintervalle [—a, a].

(=1)""'sinnz L
n(n? — a?)

2. Posons, pour tout » € Met z € R, uy(x) =

fonction v, est définie sur R car o ¢ N,
On &, pour tout z € R, [un (z)| < ] Laséde 3" ttn qui définit
NN —

f est donc normalement convergente. De plus, les fonctions u,, sont de
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1
n(ﬂf)f: n2 _ g2 ]nz_mg|‘
La, série 3/, est donc normalement convergente. On en déduit, par le
théorgme de dérivation des séries de fonctions, que f est de classe (! sur
R et que, pour tout réel x,

cosnx

~

classe C* sur R et pour tout z € R, on a

+o0 n—1
by (1) cos ne.

La série frigonomeétrique qui définit f étant normalement convergente,
on en déduit que c’est la série de Fourier de f.
3. Pour tout n € N*, u,, est de classe C? et, pour tout x € R on a

(—)"nsinnx

" _
n 1 a’
achant que - = déduit que ur tout
Sdﬂ; que ——s =~ (i —a?) on en déduit que, pour tom
reR:
(_1)n+1

up(z) = — sinna — o®un(x).

\ . . . = . .
D’aprds la premitre question, la série Y (=1) sin na est uniformément
convergente sur [—e, a], pour o € |7, [ vers ¢ ; la série 3 u, est nor-
malement convergente, donc uniformément convergente sur R vers f.
On en déduit que ¥ u; est uniformément convergente sur [—a, a]. Le

théortme de dérivation des séries s'applique de nouveau : f est de classe

C? sur [—a,a et f7 = Z up. Ceci étant vrai pour tout o de [0, %[, on

H

en déduit que f est de Cld,SS@ C? sur | — 7, 7[. De plus, on a, pour tout
x € |-m |,

, +2o0 o0 (71)71.:,.1 2 +o0
1 .
F(x) = Z p(x) = — T sinnz —a Z un(T)
n=1 n=1 n=1
~ —p(x) —a’f(z
La fonction f vérifie sur | — 7, @[ I’équation différentielle y” + a®y = —¢.
4. La fonction x — — ﬁ étant solution de I’¢quation différentielle,

on en déduit qu'il existe (A, B) € R? tel que, pour tout x € |-, 7|,
flx) = ;2 + Acosar -+ Bsinazx.

[ étant de plus continue, cette relation est cn fait vérifie sur [—7 7r] Or

il est clair que f(0) = f(#) = 0. On obtient A =0, puis B — 202 sinam
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x T sin aa:

Conclusion. Pour tout z € [, 7], f{x) = — 57 t 307 Smar

Dans Verercice suivant on passe par un développement en série de
Fourier pour majorer la norme infinie d’une fonction de classe C* par la
norme de la convergence en moyenne quadratigue de sa dérivée seconde.

4.14, Inégalité entre normes

Soit f une application de classe C? de [0,1] dans R telle que

f(0) = f(1) = 0. Montrer que ||l < ”—éf\i/_%z

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Soit g la fonction impaire et 2-périodique qui prolonge f & R. Comme
f(0) = f(1) = 0, la fonction g est continue en 0 et 1 donc sur R. La
fonction f est de classe C* donc g est C' par morceaux. Elle est done
épale A la somme de sa série de Fourier. En posant pour tout n € N*,

1
an(g) = 2/ )sin(mwnt) dt = /0 f(t)sin(mnt) dt,

on obtient, pour tout z € [0, 1].

+00
flz) =g(z) = Z an (g) sin{mnz).
n=]
La fonction g’ est définie sur R\Z et se prolonge en une fonction contimue
par morceaux impaire sur R en posant ¢’/ (k) = 0 pour tout entier k. On
sait que ses coefficients de Fourier vérifient a,,(g") = —(7n)%a.(g). Par
la formule de Parseval, on obtient

1 3
1 = [ )t de =3 f (9" @) do

-3 (mn)*an(g)? = — Z n*an{g)*.

n=1

On a pour tout z € [0, 1],

1
_4!

ng
=

n=1

< f lan(9)] Z In*an(g)i = J 2 nan(g)?

d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
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ﬂ_4

+00 1 +00 4 2
On sait que 3. = = — et 3 nla.(g)? = = || 7). On en déduit.
n=1 Tt 90 n=1 T

| o e |
pour tout x € [0,1], | f(x)] < NI et done | || flleo < NG <

Dans Uexercice suivant, on détermine une fonction f dont lo suite
des coefficients de Fourier est une suite (a,) ¢ étudier, ce qui permet de
délerminer un éguivalent de a, en utilisant les résultats de Uanalyse de
Fourier.

4.15. Recherche d*équivalent

Pour n € Z, on pose a,, = f/[o ) e~ lr—ule2imlz=w) qady. Trouver

un équivalent en +oc de

Sn = Z ambn, oit Iy = {(m,n) € Z% |m| = N ou |n| > N}.

(m,n)€ln

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

La premmiére chose & faire est bien d’entendn d’expliciter un peu la
suite a,. La présence du terme x — y dans 'intégrale double incite &
faire le changement de variables suivant : on pose v = x — y et u = r.
Soit  : R? — R? qui & (z,y) associe p(z,y) = (u,v) = (z,2 — y).
L’application y réalise un difféomorphisme de R? sur R? dont le jacobien
en tout point est égal & —1. Le théortmne de changement de variables
permet donc de dire que

Op = // el ™ dydy,
D

on D =o([0,1%) = {(u.v), e [0, 1] et u—v & {0,1j}
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On aaussi D = {{u,v), v €0, et v — 1 < v < u}; il s'agit d'un
parallélogramme {voir figure ci-dessus).

En intégrant d’abord selon u, le théorgme de Fubini permet d’écrire
que

0 ) 1+wv 1 ] o1
Ay, = / g1l p2imny (/ du) dw +f g~ ¥lZimny (/ du) da
+—1 O ¢ v

0 1
= f Ve ™ (1 + v)dw + f e Ve _ p)dw
0

-1

1 1
:f e Ve HTML — y)do -+ f e " eZ (1 —p)dw
0 0

Et finalement,

1
Gn = 2[ e~ cos(2mnv)(1 — vidw | {*)
0

On peut alors terminer le calcul de a, en intégrant par parties. On
obtient, pour n € N,

1 _ o(—142imn) ! 1 gul(—L42iTn)

1—1p ,1‘(—1+217‘rn)d — {1 € j 1
fo( e il 1S e v e ST 2in

1 e -1

. + . 2

i —2imn {1 — 2imn)
14 2imn (e7! = 1){1 - dn?n® + Linn)
714 drin? (14 472n2)2

On en déduit que

1
an = 2Re (f (1L — v)e”(_l"'%“”)dv)
i

_ 2 {e71 = 1)(2 - 8xn?)
1+ 4rin? (1+ dn2n?)?

51 on évalue Uintégrale double en intégrant d'abord selon la variable

» on tombe directement sur ce résultat, mais nous allons voir que la
formule (%) ci-dessus est importante.

Ce calcul perniet déja de justifier l'existence de la suite Sy. Eu effet,

2 (e —1)(-8x") 2—e!

de lim ne, = -—=— =
n—»-q-lc)oW fn 4qr2 + 1674 22

, on déduit que
2—e!
n oy e 90202
n—oo  2gipn

La série ¥ a, est absolument convergente donc la série double 3 a,,a,
est sommable. En particulier Sy existe pour tout entier N. On peut
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écrire, pour N & N*,

S anam=(zan)2_(z )

2 |ni<<N Z
(n,m)EE s ne jnj<N
(St ¥ [Sa- T ow
neZ |r| <N nEZ [nj<N

(50 2) (25

car la relation () montre que a—, = a, pour tout n. Comme on a
im 3 an+ Y an=273% a,, onen tire que

N—+oo nez [nj<N neZ
Sw o~ 4D an ) an,
N-—oo0
nEL N

s1 du moins 3 a, n'est pas nul. Il nous faut done¢ encore faire deux
nex
choses : trouver la valeur de ¥ a, puis déterminer un équivalent du
nEZ
reste > an.
nzN
e On va commencer par calculer la valeur de la somme ¥ a,. Pour
neEZ

cela on utilise la relation (#). Considérons la fonection 1-périodique f
définie par f{z) = e *(1 — ) si € [0,1[, D’apres (%), an est un coef-
ficient de Fourier trigonométrique de f. La fonction f est C' par mor-
ceaux. On en déduit que sa série de Fourier converge en tout point vers

%(f(ﬂ?-l- 0) 4+ f(z — 0}). On a, pour tout x € R,
ao

é(f(m +0)+ flx—0)) = 5 + Jio(an cos 2mnx 4 by, sin 2rnx).

=1

+o0
En prenant z = 0, on obtient %] + ¥ oan =
n=1

iy, = G, pour tout entier n, on en déduit que

“+00
Zan—Q(a—;+Zan) =1.
n=1

ner

(1+0) = -;— Puisque

B =

s On termine enfin la recherche de 'équivalent demandé, On a vu
précédemment que

2—e1 2—e! 1 1
@n Do 2n2n2 nooo | 272 n—1 =n)’
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Le théoréme de sommation des relations d’équivalence dans le cas de
séries convergentes & termes positifs donne, pour N € N*,

2 et 1 1 (2—e1)
Dty e (n—l _E) T ori(N 1)

2N nzN

et on peut conclure finalement que

2(2 —et)
Nl N |

4.16. Formule sommatoire de Poisson

Soit. f une application de classe C* de R dans € telle que, pour
tout (n,m) € N?, lim a® fm (z) = 0. On pose
T—Ioo

wlz) = Z flx + 2km).
keZ

1. Que dire de @7 Calculer les coefficients de Fourier de .
2. Montrer que

o) = o= 3 Fm)e™.

nel

o fln) = f, f(t)e ™.

{Ecole polytechnique)

& Solution.

1. Montrons que ¢ est définie et €™ sur R. Pour commencer, mon-
trons que la série définissant ¢ converge uniformément sur tout intervalle
compact [—a, a] {a > 0). De 'hypothése i 22 f{z) = 0, on déduit
I'existence de a > 0 tel que |2 f{z)] < 1 si |2| > a. Pour |z| € o et
k€Z,onalr+2kn| 2 |2kn) — 2| 2 |2k7w) — a et done |z + 2kn] 2 a si

k| = a;{a- On en déduit, pour |k| = ata

2r
1 < 1
(z+2km)2 = (2]k|7 — a)?

| f{z 4 2km)| <

1
La séri
a série 3 P
¥ f{z + 2km) converge uniformément sur [—o, o). La fonction ¢ est done
définie sur R.

étant convergente, oh en déduit que la série
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Pour tout n € N, la fonction f(* vérifie la méme hypothése que f.
On en déduit que la série ¥ f(x + 2kn) converge uniformément sur
tout intervalle [—e, e, Le théoréme de dérivation des séries de fonctions
montre gue, pour tout o > 0, la fonction f est C*° sur [—a, o] et que
les dérivées successives de ¢ sont obtenues en dérivant terme & terme.
Finalement fest C™et, pourn €Netzec R ona

o™ (@) =Y f™( + 2k7),

kez

La fonction ¢ est clairement 2m-périodique. Notons ¢, (n € Z) ses
coeflicients de Fourier. La série définissant ¢ convergeant uniformément
sur [0,27], on peut intervertir la sommation et I'intégration et écrire,
pour n € 7,

- : f% ) gy = —1 fzﬂ flz + 2k"r)e inz
[y 4 +
Cn o Jo p(r)e z 5 gez A (z X

On obtient ensuite

Cpy = L Z /2(k+1)r flxye™ ™ dg = ! f f(r:)e_imdx
Y 2w = ok ) Iz ’

cette derniére intégrale ayant un sens car |f(z)e %} = |f(z) =0 (;15)
au voisinage de £o0, par hypothese.

2. La fonction o étant C°° donc C! sur R, elle est égale & la somme de
sa série de Fourier en tout point, et celle-ci est normalement convergente.
On a donc, pour tout réel z,

plz) =Y e =3 (% fR f(t)e—""”df,) ene g

neZ nez

En particulier pour x = 0, on obtient ['égalité

ol0) = 3 f2km) = 5= 3 Jin)
ke, n€x
Clette formule qui relie les valeurs de f aux points 2km aux valeurs de
sa transformée de Fourier quz points entiers est usuellement appelde
formule sommatoire de Poisson. Indiquons qu’une fonction f vérifiant
comme duns ['énoncé xEI-_Poo 2™ fM (&) = 0 pour tout (n,m) € N? est

dite ¢ décroissance rapide, Lo formule de Poisson reste volide avec des
hypothéses plus faibles sur f.

Lexercice suivant foit redémaontrer cette formule sommatoire de Pois-
son dans un cas particulier avec une fonction 1-périodique. La formule
obtenue dans ce cas est plus jolie car les 2m disparaissent.
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4.17. Un cas particulier de la formule sommatoire de Poisson

. 100 (k —x)?
On pose pour ¢ > 0 fixé f(x) = 3 exp (_ T) )
k=—00

1. Montrer que f est définie et de classe C! sur R et 1-périodique.
2. Déterminer ses coefficients def‘ourier. ,

>0
3. Onpose, pourt>06{t)= Y exp (—w%—) . Déterminer

k=—0o0

une relation entre 8{(¢) et 0 (%)

(Ecele polytechnique)

&> Solution.
1. Montrons que la série définissant f{z) converge normalement sur
tont intervalle [—a, a} (¢ > 0). On a, pour z € [~a,a] et k € Z,

- (k;sz e—k2—g::+2km <e —k? + 2|k|a o ( 1
= e X - == P
s exp 2t k2)°

ce qui démontre le résultat annoncé. La fonction f est donc définie sur
[—a. ¢] et continue sur cette intervalle, car somme d’une série de fonctions
continues qui converge uniformément.

N e e g k- k—x)?
Dde méme, la série dérivée ¥_ 7 z exp (— (—2;—)—) converge nor-

malement sur [—a,a]. En effet, on a

— _ey2

[k| +a —r?4211a
e =t

k| + a  =—k2+2ikla
Z M e 3

et la série converge. On en déduit que la fonction f

est de classe C! sur [—a, a] et que sa dérivée s'obtient en dérivant terme a
terme la série donnant f{z). Ceci étant vrai pour tout @ > 0, la fonction
fest C' sur B

On a, pour tout réel z,

flz+1)= lim Z exp(—-m;l—)m)

nrtee k=—n 2t
n—1 2
. (k -z )
= lim exp (—-w— = flz).
noree k:wz'n—l 2t

La fonction f est 1-périodique.
2. Calculons les coeflicients de Fourier de f. On a pour n € Z,
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Cw(f) —f f(-'l'/)P 2”mzdl"—‘/‘ Zexp( (k 2;6) ) Qurna:dl_

e
ﬁ“Zf exp( (k .CL') ) 72171'11.de
keZ

I'interversion de la sommation et de 'intégration étant licite puisque la
série converge normalement sur [0,1]. On remarque alors, en effectuant
le changement de variable y = 2 — k. que

f exp (k' - I') —2‘£?Tn$d$ _ ‘/‘—FH-I 87%%6—2i77-nydy’
0 21 —k

2 .
d’on 'on déduit que ¢n(f} = jﬁe‘%e‘m”"zdm.
Pour déterminer ces coefficients de Fourier, nous allons calculer. plus
-
énéralement, p(u) = | ¢~ ¥ e dx pour tout u € R.
P A p

&)

x

La fonction g : (u,x) ¢ ~ 2t ¢™% est continue sur R? et on a, pour
m

tout {u,z) € R?, lg(u,z)| < +. La fonction z g{u,z} est donc
intégrable sur R pour tout reel © et vérifie uue hypothése de domination.
Le théoréme de continuité sous le signe [ permet de couclure que o est
continue sur R, '

De plus, g admet nne dérivée partielle par rapport & uw et pour

22
(u,x) € B? on a %1—1’3—) = |lize” % FW'I’ = |zle”%. La fonction
a
z—— 24 gu %) est donc intégrable, pour tout u € R et vérifie une hy-

pothése de domination. On en déduit, d’apres le théoréme de dérivation
sous le signe f que ¢ est de classe C! sur R et que

z
@' (u) :fime_%?e"“zdm.
R

2
- z - . P . _x= -
On peut intégrer par parties, en intégrant r —- ixe™ 2 et en dérivant

. . . 22 . .
x +—— e Lafonction z — —ite™ 7 ¥ ayant une limijte nulle en —o0
et +o0, on obtient

@' (u) = _]]1;; (—z’te’%> (iuem'”) de = —utep(u).

La fonction ¢ vérifie 'éguation différentielle ¢'(u) = —utp(n). 11 existe

donc une constante C telle que, pour tout v € R, (u) = Ce~ e On
calcule C en remarquant que

C =0 Zfew%;dzc:\/ﬁ/e_“‘zdzc:\/Zwt.
E JR
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u2 .
d'aprés un résultat classique. On a donc ¢(u) = v/2nte™ T et en parti-
culier, pour tout n € Z,

co(f) = p(—2mn) = Vonte 2 nlt

3. La fonction f étant de classe C', sa série de Fourier converge sur R
vers f. En particulier, on a, pour tout ¢ > 0,

Z e_g_ - f(O) — \/Q_ﬂ—tz 6—2’,‘1'2?12{‘

kEZ nEL

ol b

En remplagant £ par %, on obtient, pour tout ¢ > 0,

k2 2
T —nct
E € = \/l: E e 4

ke?Z ner

¢’est-a-dire

. <

0 :«/Ee(%)

Lo fonction @ étudide dans Uexercice est reliée a la fonction © de
N 2 x
Jacobi, définie par ©(x) = 3 & :on a en effet §(t) = O (e~ *). In-
nEL
troduite par Fuler pour Uétude de problémes de partitions de nombre
entiers, la fonction © fut étudiée par Jacobi. En 1828, il découvrit la

4
F o0
formule suivante : ( 3 :1:”2) =1+8 3 | 3 d|z™. En observant le

nez m=1 m

|
Atd
coefficient de 2" dans les deux membres de cette éqalité, il en déduisit une
erpression du nombre de représentations d’un entier naturel n comme
somime de quatre carrés,

La relation démontrée dans la question 3 de exercice relie le com-

portement de © en 1 & son comportement en 0,

Dans Uexercice suivant, on cherche un développement en série entiére
& partir dun développement en série de Fourier.

4.18. Série génératrice des nombres de Bernoulli

Soit ¢ la fonction 2w-périodique définie par () = exp(—z—ﬁ)
pour z € |-, 7, olt z € C\ 2xZ.
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Du développement cn gérie de Fourler de ¢, déduirg le
développement en série entitre en 0 de la fonction f: z

e —1

(Ecole polytechnique)

&> Solution.
La fonction ¢ est continue par morceanx sur R. On peut calculer ses
coefficients de Fourier. On obtient, pour n &€ Z*,

1 T 1 1 Tz —inr
en () = . p(z)e " dx = 57;‘/ edr ey
-7

—

1 1 { 5 —1"nrr]7.r _ (_l)n(e% - 67%)

— z— 2t
La fonction @ est ¢! par morceaux sur R. Le théordme de Dirichlet
permet d’affirmer que sa série de Fourier converge en tout point z de R

vers %(go(.r +0) + w(z — 0)). On a done, pour tout x € R,

(plx +0) + oz~ 0) = (eF —eF) Y (;})55

B o=

Afin d’en déduire le développement en série entitre de la fonction f :
z— 7. onva choisir une valeur de z a laquelle appliguer cette

forrmule. On songe naturellement & 0 ou & 7. Pour 0, on ne voit pas

apparaitre f(z). Pourz = »,ona l(t,o(:ﬁ—i-O) +@(z-0)) = % (e% 4e7)

2
ct on obtient,

[
—
2]

3+
|
3]

%)Z_i”_”m_

2 4a2p2
nez ~ weg 0t AR
En divisant par 3 — e~ et en regroupant les termes correspondant a
deux valeurs opposées de n, I'égalité devient

et Le % 1 = z
775 S A i B sroy -k
2(ev —e”2) =z el 2

On transforme le premier memnbre. Pour cela, on écrit

e? e % _oef41 1 1
et —e3) er—1) 2 (1)

En multipliant notre égalité par z et en soustrayant ;, on obtient fina-
lement, pour tont z € C Y 2ixZ,
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“+ oo 2
z Z

=1 - = 2 P —

f@=1-3423 i

[ reste & développer cette somme en série entidre. Pour cela, on développe
2
- On a, pour |z| < 27 et n € N¥, ‘2 ‘<I

en série entitre ————
7_{__4 2 2

et done
2 too o,

2 In2 Al
22 4+ 4men 4m?n 14
42 n?
L2k

+oo . 2(A+1) )
- (1) {4 n2 kil Z( O (2mn) (2mn)2%

k=0
_ ) . 2k
Considérons la série double 3~ u,, ; avec un & = (—1)5* e pour
(n, k) € (N*)2. Pour tout n € N*, 3 |u,, | converge et
k
Z |u Al - Z 'z|2k o | ' 1 o |ZIE
n.k| — - E 12 = 3 ~
keHr kem- (2mn)2* 47'T2”-21 _ ’j| dmin? — |z]?
472n?
= . .
La. série Z PPy converge. On déduit que la série double est som-
mable. On sait qu'alors on peut échanger l'ordre des sommations et on
zl <2m. z#0,
1= 12 Y Y wem1-2e2 Y Y
nelN* e+ keN* ngh-
=1 Z+QZ )kl(zl)zk
I 2k 2k
2 e (@ nenx

Remarquons que f admet un prolongement par continuité en 0 défini
par f(0) =1 et que I"égalité est encore vérifide pour z = 0. On obtient

deone, pour tout |z| < 2,

1o (—1yk-1 T\ o
fle)= §+ ZW— ﬂg.ﬂﬁ 2,

kel-

Clest, le développement cherché. Il est valable pour |z| < 27 On ne
pouvait pas espérer mieux, puisque f n’est pas définie en 2ix. <
+oa

_ 5 bn on

Les nombres de Bernoulli by, sont définis par f(z
n=0
=z L

Y . 1
a, daprés lexercice, by = 1, by = —= et bapyq = 0 pour m
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En considérant le produit de f(z) por ¢ — 1, qui est égal & z, on ob-

tientd, par un produit de Cavchy, pour n 2 2, 0 = = B o

n—1 7
. 1
soit 3. CEby = 0. On @ donc, pourn = 2, b,y = - 3 Ckby. Par
k=0 k=2
une récurrence immédiate, on en déduit que les by appartiennent ¢ Q.
Du développement en série ohtenu dans 'exercice on tire, pour k = 1,
b‘Zn (_1)k—1 }2.’9

1 1 oy (2
= Y et done Y = = (—1)VT b
(Zn}! 2w}k R mEE nenr TEF ( Han)!
{ formule d’Euler ). La relation de récurrence précédente fournit by = % ,
] 1
by = ——,bg= —,... >
4 5 = et done
DT e D
2 g’ -4 7 an’ P T A
e 6 e 90 o T 914
+oa
y . , R 1 .
Notons gue Uon ne sait par contre guasiment rien de Y. — sik est
n=1 "

“+ oo
. . . L . 1
impair. L'un des seuls résultats significotifs connus est que Y. .~ est
n=1

irrationnel (résultat démontré par Apéry en 1978).

Si la fonction | est 2mw-périodique et de classe C', une simple
intégration par parties montre que cu(f') = incpy(f), powr tout n € Z,
On voit, dons la solution de lezercice suivant, que cela reste vrai lorsque
f est continue et seulement C' par morcenns. Plus généralemnent, si f
est CF=L et CF par morceaue, olors on a co(fU7) = (in)*c,(f). On en
déduit notamment que c,(f) = o (nik)’ PUISGUE r,n(f”c)) tend vers 0

quand n tend vers 4oc.

4.19, Série de Fourier d’une primitive

Soit f une fonction continue par merceaux, 2a-périodigue de B
dans C. Pour tous n € N* et 2 € R, on pose Sy(e) = Y %e”"’m,
1<|k|<n
oil les ¢y sont les coefficients de Fourier de f. Etudier la convergence
de la suite de fonctions (S,,).
(Ecole polytechnique, école normale supérieure)
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> Solution.
En dérivant 5,,, on obtient S, {w) = 3 iepe™ . Au facteur i prés,
1< |k|€n
c’est une somme partielle de la série de Fourier de f — ¢p. Il est donc
assez naturel de considérer une primitive de f — ¢p. Soit F la fonction

définie par F(z) f {(f(t) — co)dt. On a, pour tout ,
T+ T
F(z+2r) = Fa) + [ (flt) —coldt = F(x}+ { (F(#) —cy)dt

= F(z) + /j fitydt — 27 = F(t')

La fonction F est done 27-périodique. Elle est lipschitzienne car la fone-
tion f - cop est bornée. Donc en particulier F est continue sur B. Elle
est aussi dérivable en tout point » ol f est continue et en un tel point
F'(x} = f(r) — co. Comme f est continne par morceany, la fonction F
est done continue et C' par morceaux. D'aprés le théoreme de Dirichlet,
sa. séric de Fourier converge uniformément vers F.

La fonction F n’étant pag dérivable sur R, on ne peut pas dircctement,
utiliser les relations entre ¢, (F) et ¢, (F'). Si Ja.b[ est un intervalle sur
lequel f cst continue et n € N*. an a

j F(t)e ™da [F( )L + -1—~ :(f(t) — cp)e L,

—ir in
Si ay.a2,....0p sont les points de discontinuité de § sur [—x, 7], on
obtient, en posant ag = —w et 04 = @,
] ar X » ",
en(F) = = ——/ F{tle " dr = Z / F(tie *d
2;? - ;:U
Ly ([ED o] ™ Ly t
= o 1) — -ty
%Z({m i +ij (£(8) — coye"
J 1 il
— 1 (F P ) + 1 [W (f t) . A‘m.f,dt
- =2imn (m) —¥{=m) 2imn J_n ( coje
= ‘Cn(f)
in

G

car L cpe” "t dE = 0 (puisque 1 #£ Q).
On obtient de méme

wF) =5 [ Pwdr= #0000 - )
= —% ) tF() de,
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car F(m) = F(=7) = 0.
On u. pour n € N°, 3 ¢u(F)e™® = ¢o(F) + 1S,(2). La série de
hk=—n ‘
Fourier de T converge vers F. On en déduit que, powr tout z € R, (S, (x))

converge vers

e . 1 T
HB(z) - co(F)) =1 (/ (fit) —eo)dt + o [ ff{t)dt) .

g S
La convergence de la sric de Fourier de F étant uniforme sur B la
convergence de la suite de fouctions (S, ) est également uniforme sur R. <
1l résulte en particulier de Dexercice que si les ¢, sont les cocfficients
de Fourier d'une fonction 2w -peviodigue, continue par morceauz, la suite

Ti ™
i Loy — Ok . b

)R SR L 7:5 COTVETYE.

de terme général A > T
1€jklgn ™ k=1 h=1

S . b P o
Ainsl, la série ¥ ﬁ converge, On en déduit, par exemple. gue lo sévie

sin nf

tragonometrique y , qut converge sur R d aprés Uexvercice 2.7, nest
pas lo série de Fourver d une fonction continue par morceaur, puisque

3.

sevul puisque lo série Y

; diverge. Bien entendu cele déconle aussi de o formule de Par-
ninn N

1 .
(i diverge.

L'enoncé suivant donne une nouvelle preuve Jde Uindgalité de Wirtin-
ger déja renconirée dans Uerercice 1.15.

4.20. Inégalité de Wirtinger

1. Svit f: R — [, 27-périedique continue et de classe C! par
morceanx, Démontrer Uindgalitd de Wirtinger :

27 5 1 29T 2 2 2
R 1< .
L= ) <[ s

2. Soit g € C2({0. 7). R) non nulle, telle que g(®)
Montror gque

gimy = 0.

inf{g;(ij;, 2205, glz) # o} < -1

{Ecole normale supérieure)
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> Solution.
1. L’idée est d'utiliser la formule de Parseval pour les foncticus f
et f7. On sait que

+oo

e Y e

JQ e —ex

Par ailleurs, on sait que ¢, (') = én ¢, (f} pour tout n € Z. La formule
de Parseval pour f' permet donc d’écrire que

2w +oo
/0 fA=2m 3 linea(f)FF =27 Y nPleal )P
n=—00 [y
27 9 9
>or S el = [ 2= 2mleo( 1),
neir a
27
C’est le résultat demandé puisque o4 f) = % fo f. L'étude du cas

d égalité est facile. Tt y a égalité si et seulenient a1 ¢, (f) = 0 pour |n| > 1.
Et f(z) est alors de la forme C + Acosz 4 Bsinz avee (A.B, C) € R®.
2. Raisonnons par l'absurde et supposons que

9" (x) }
f x zyF 0 > —1.
1l { g(ﬂ?) 1 S ]O?ﬂ-[s g( )7+_

()
(z)
multipliant par g%(z), g”(£)g(z) > —g()%. On en dédnit que, pour tout
x € [0,7], ¢'()g(z) = —g(x)? , aver égalité pour les x ol g s'annule.
Puisque les fonctions g et ¢" sont coptinues et que g n'est pas nulle, on
e} déduit quefu g’ (z)glr)dr > —[U ¢%(z)dz. En intégrant par parties,
on obtient

> —1 ct. en

Ou a donc, pour tout z € [0, 7] tel que g(x} # 0, gg

[ o @g@e = [g@g@)]; - [ o* @
=0
On a done inégalité fnﬁ g'g(m)dm < fDTT g*(x)dz. Considérons la fonction
h inpaire et 2r-périodique dont la restriction & [0, 7] est g. La fonction h
est continue sur R, car g{0) = g(x) = 0 et C! par morceaux. Par ailleurs

2 ) ; . : . .
fﬂ hiz)dx = 0, puisque b eat impaire. De I'inégalité de Wirtinger, on
27 2T - ) ..
déduit L R (z)dx < fﬂ B (2)dz. Or, ceci est en contradiction avec ce

271 m 2 T
qui précede puisque [0 h'? =12 [0 g’2 et /{; TRt = 2];;;“. <3
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L'exercice suivant a pour objet une généralisation de D'inégalité de
Wirtinger gu’on utilise pour établir une minoration de la période d’une
solution périvdique non constante d'une éguation différentielle avtonome
' = Flx) lorsque T est une application lipschitzienne. La seconde gues-
tion reprend le méme probléme mais duns le cas discret.

4.21. Solutions périodiques de ' = F(x)

1. Soit f une application continue par morceaux T-périodique
de R dans C. Montrer que

2

T ; at
/ Flt)e 5 at
0

//ID )2 [fu) = f(e)Pdudy =2 Z_

Soit f de classe C! de période T de R dans C. Montrer que

]/[0.’1‘]2 |F/(u) — ' (v)*dudv = (2%)2 ‘[/[‘U!TP F () — F(o)|2dude.

Soit F une application A-lipschitzienne de ® dans B et (E)
léquation différentielle x/(t) = F(x(f)). Soit ¢ une solution non

constante et T-périodique de (E). Montrer que 2% A

2. Soit (&g )nen une suite de réels K-périodique. Montrer que

2

K-1K-1 s
2 = "L
E |tn —2m|” =2 E E rpe K
Ogn,muk-1 k=1 I n=0

Soit D v = (Tn)nen € RY — D(x) = (41 ~ En)nen € mY
Trouvet une constante C > { telle que pour toute suite (z,)nen
K-périodique et tout kb € [1,K — 1], ou ait

K—1
_42kmn
PO

n=0

>C

K1 2

: i
Z D (lk)ﬂ €K
n=>0

Soit F une application A-lipschitzienue de R dans R. Soit {zn)aen
une suite non constante K-périodique vérvitiant z, 1 = x, + F(xa).
Trouver un minorant de K.

(Ecole polytechnique)

315
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> Solution.
1. Notons ¢ (k € u) les r‘oeﬂiments de Fourier de f. On a done

pour tout £ € Z, ¢ = T [ Fflitle A A partir de Uinégalité de

T ’
Parseval fu |f(t)*dt = T ¥ legf?, on peut caleuler e premier membre
kEZ

de I'égalité. On obtient

j:/‘lf(u)-f(«:)\i'dud.p ;/ (i,f(?‘)(?*_ F )2 = f(u)f (o) f{ﬁ)f@)dudu

0,77 0. T]?

QT/DT G — 2‘[; Flu)du _[OT T de

= 2T2 Z I(‘k!2 — 2T2IC0I2

ke

aT? Y el

ke
=2% / Je i 4 g

kEzr
Si f st C' et T-périodique, Ja relation précédente s’applique & f7. ce

qui donne
s [ o

En intégrant par parties. ou obtient pour tout & € Z*,

_[DTf’(_t) et d:—{f(z)e—?‘“"‘T 2”"] Fltye
)mk izkgt g

On en deduit que, pour k € Z*

T 2 2
; kT 2kﬂ“)
te dt] =1 —
[ rwes (5

. (27;)2
= rr

De ce qui précede, on déduit que

j[ {u) — f’(?'ﬂ dudv = ( ) //0 . ~ fiv) 2 dudv.

fi

i

2

// [F/(u) )Pdudu =

|0, 12 keZ*

2
T i
[ f(r)e**ﬂr—idr‘
J0

T 2
| (t)e”gklﬁdt. |
4}
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On a, ponr tout réel z, '(t) —

F(p{(f)). Sachant que F ost A-
lipschitzienne, on en déduit pour (u,v) € R?, I'inégalité
2" (1) = ()] =

On obtient, en intégrant

[[ 1ot -

o ()P dude < A? // lolu o)) dudw,
j0.1)2

[0,2]7

puis en applignant I'inégalité précédente a fa fonction
T-périodique

: v qui est C! et
3 o

— o(v)|*dudy < A2 [ ‘{:p(u
[0,1)2

[Fle(u)) = Flole))] < Alp(u) — o(v)].

— @(v)*dude.
.12
La fonction  n’étant pas constante, la fonction (u,v) —

est coutmue et nou identiquement nulle sur [0, T]2.
[ retu
[0,1)2

i) — w{v)]

On en dedult que
(v)|*dudv > 0. En simplifiant, on obtient 1'inégalité

2 . 27
(—TE) € A%, clest-a-dirc i < A

2. En développant le premier membre de I'égalité & dénontrer, on
ohtient

Z lmm *wnlz = Z (‘I“I + |$mi2 —l‘nm—mmmn)
0<m, neK—1 OKmomeh —1
IN—1J )
= 2K Z i )? - 2 Z A
m=0

DEmnsK—1
On transforme ensuite S

2
p2hEm .
= L rpe™ K | . On obtient. en
k 1 n=0
dchangeant lordre des sommations
K1 o
S=2 Z Z EmTye O m—m

k=1 0gmngK -1

K-l ;2%
=2 ) aaByy e tw
Oum €K1

K-l
. ——y 52
On calcule ensuite les sommes 3. ¢7* K (m—n)

fe=|
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eSimsn, onae THM ) L] ot

K-1 —27{m—n)

o, 2kx I [ - -1
Zelk(m n}:71+—_2m_7-:_]‘
k=1 et K -1

. 1. 1. peegu
eSim=mn,onae "KM _1 et

K-1
N e K~
k=1
On en déduit que
K—1
S=-2) anTa+2AK 1) Y [awl
m#En m=0
K—1
==2 > 2 Fm+ KD el
OZm,ndK-1 m=0

ce qui donne le résultat voulu,
On transforme 'expression a minorer, On obtient

S 2k K1 21 K-l 2k

E T . 2hwn _j2kwn
E:(%H —rp)e R = E :-’Eu+16 R~ E rpe K
n=0 n=0 =0

K

K-1
_jkrin—1) _ 2%an
Tt K — Z Tn€ F
1 n=0

n=

F K_l 2k

2k _i2kTn

e K —1| E Tpe K |,
n=0

car i = Zg, la suite (z,) étant K-périodique.
En écrivant

i2kr _ | ik ik - §=hT &7 . fﬂj
‘eK lk_ka(eK eh)—?.smK,
on obtient, pour k € [1, K —1]. la mjnoration i S 1‘ 2 2sin % - Ceci

H . Py . T
montre exisience de la constante C, égale 4 2sin — -
En sommant les égalités obtenues en faisant varier k de 1 & K — 1,
on obtient

Ko1K -1 ? B 1R -1 2

Z Z D[_L)nefqzklfn 2 Cz Z Z ;rnt’7i2klzxn

k=1 |In=0 k=1 In=0
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ce qui équivaut, compte tenu de ce qui précéde a

Z ID(z)n — D(2)m|? 2 C? Z e~ Zm %

ogn,mgK~—1 Dgn,mgK -1

L’application F étant A-lipschitzienne, on a

> D) -DEmlP <A Sz -zl

Ogin,mgK—1 0 msK—1

ce qui conduit &

2 Z T — T|? € A® Z A L

0€nangK—1 0, mgK~1

La somine n'étant pas nulle, car la suite (x,) est K-périodigue et non
constante, on en déduit que C € A, c’est-a-dire que 2sin % < A On

. LA
obtient % < arcsin ) et finalement K 2 -W—)\ <

arcsin —
2

Les deuxr exercices qui suivent ont trait ¢ la résolution d’équations
différentielles lindaires doni les coefficients sont des fonctions 2x-
periodiques. On recherche des solutions 2wn-périodigues. L équation
différentielle se truduvit immédiatement par des relations sur les co-
efficients de Fourier qui permetient de calculer les coefficients de la
fonction inconnue et & partir de lé de déterminer celle-ci.

Si une fonction est de classe C* | la relation de Parsevel appliquée d
F® montre que la famille (Y 0%y (F)|2)ncz est sommable. Dans ces
exercices, on fait Uhypothése inverse que la famille (3" n**|co{f)*)nez,
est sommable et on démontre alors que f est au moins de classe C*~1,

Le premier de ces exercices se place dans le cadre des fonctions 27 -
périodigues de R dans CP. Cela ne change pas beaucoup dy cadre ha-
bituel; il suffit d’appliquer les théorémes wsuels & chuacune des compo-
santes.

4.22. Résolution d’une équation différentielle

Soit H T'ensemble des fonctions f : B — CP, coutinues et 2x-
périodiques telles que > nt{|en ()? +je—n(f)|?) converge, ot | | est
la norme hermitienne de C*,
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SifeH, on pose

N(f) = \/iCo(f)lz =3 e ()2

nef

1. Montrer que N est une norme. Monter que, si f € H, f est
de classe C'. Montrer qu'il existe a > 0 tel que, pour tout f € H,

[F'lloo < aN(f).
2. Soit A € Mp(R), symdétrique, g € H et C > 0. Montrer qu’il

existe un unique éément f € H tel que f — g+ gA(f’ +4 =0
Moutrer que N{f) = N(g}.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Soit f et g sont deux éléments de H et A € C, on a, pour tout
neZ e (f+g) =en(f}+en(y), d'olt T'on tire

len(f + @)F = lenlF)P + |en(@))? + 2{en(f), cnlo))
(A + lea(@)]® + 2/en(Flenlg)]
2(Jenl I + len(g))?).

On en déduit que la série Y. n*{(jca(f + g))% + le—nl(f + g)|%) converge,
c’est-a-dire que f+4 g € H. On note, de plus que, pour tout n € Z, on a
eaA)2 = ARJca(£)[2: on en déduit que Y n*(jea (V)P + [con(AS)2)
converge, c'est-a-dire que Af cst dans H. L’ecnsemble H est un sous-espace
vectoric]l de I'espace des applications continues et 2n-périodiques de R
dans CP,

Posons, pour f et g dans H,

{9y = {colf) cola)) + D2 n* (el enle))

nef

<
£

Cette définition a il sens car, pour tout N € N*, on a

Z n4\(cn(f},cn(g)}| < Z nzicn(f)m?\cn(g)]

In|gN In|gN
< D0 nlen( P DD ntlealg)]?
In|<N In|&N

neZ nek

¢ \/!Z n-"|cn(f}|2 : Z n4|c,”(g}|2,
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d’aprés Pinégalité de Cauchy-Schwarz. On définit ainsi clairement une
forme sesquilinéaire hermitienne positive sur H.

Montrons qu’elle est définie positive. Supposons que {f, f) = 0. On
a alors, pour tout n € Z, ¢, (f) = 0. La formule de Parseval montre
que jozﬂ |f(O)]2dt = 0 et donc que f = 0, puisque la fonction f est
continue. On notera que si fi, fa,..., fp sout les composantes de f,

p B
on a, pour tout £ € R, |f{#)]* = 3 1fe(®)|? et, pour tout n ¢ Z,
k=1

enlf) = (ealfih ealfa), . ealfy)) et done lea(F)F = 3 len (fi) 1%, La

k=1
formule de Parseval pour f s’obtient en sommant les relations obtenues
en appliquant la formule de Parseval aux fonctions fi, fa, ..., fp.

On a défini un produit hermitien sur H et N est clairement la norme
igsie de ce produit hermitien. Clest done une norme.

Montrons que si f € H, alors f est de classe {*. Pour cela, nous
allons appliquer le théoréme de dérivation des séries de fonections., Pour
tout N* ¢ M, on a

C in o | 1
S el i = S fentfinl| ]
< |n]gN 0<|n]<N n
< 2 led)fEnt

O0<In|gN

On en déduit quc la série de fonctions 3. ¢, (f)ine™® converge norma-
lement et qu’il en est de méme a fortiori de la séric 3¢, (f)e™". La
fonction h définic par h(z) = ¥ ¢, (f)e™® cst donc de classe C! sur R
neEL
et sa dérivée A’ est donnée par b/ (x) = 3 ¢, (f)ine’™, [ reste a justifier
ncZ
que it = f. La convergence normale de la série définissant it implique que
les coefficients de Fouricr de /i sont égaux a ceux de f. La fonction h — f
dont les coefficicnts de Fourier sont nuls est done nulle d’apres 1a, formule
de Parseval. La fonction [ est donc de classe C' et, pour tout z € B,
Flz) = ¥ en{fYine™®. On obtient en utilisant 'inégalité démontrée
ncE
plus haut, pour tout z € R,

) < D lealfnl < 30 leal )P0t - (2 3 55 < 7N
nel nek neN*

et dore [l € ZN(f)
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2. Nous allons nous ramener au cas olt la matrice A est diagonale. 1l
existe des matrices D diagonale et P orthogonale telle que A = *PDP. En
multipliant par P & gauche, 'équation f — g+ g A(f' +¢") = 0 équivaut
donc a a B

Pjf—Pg+ EDPf’ +DPy = 0.
La matrice P étant & coefficients constants, on a, pour f ¢ Het n € 7,
en(Pf} = Pey(f) et donc, puisque P est orthogonale, |en (P£)| = [en(f)]-
On en déduit que Pf appartient encore 4 H. L'application f — Pf est
une hijection de H sur H. On remarque de plus que (Pf) = Pf’. 1l suffit
donc de démontrer que, pour tout g € H, il existe un unique élément f

de H tel que £ — g + SD(f + ¢) = 0. $i D = Diag(Ar. My, Ap). et
sif1, fz,. ... fp (resp. g1, g2, .., g,) sont les composantes de f (vesp. g),
I'équation équivaut

v € Ll fi— o + SA(A 4 ab) =0.

Ou écrit que les coefficients de Fourier de fr — gi + g)\k{f.{c + ¢,) sont
nuls. On obtient, pour tout n € Z,

C
calfie) — calage) + — )\k (inen(fr) + inea(gy)) =0

et donc
c. .
1— = dyin — Cgin
calfi) = — 2 ——calgn) = 5= culgp).
1+ g)\km 2+C’\ in

Les coefficients de Fourier des fonctions f; étant imposés, il v a au plus
une solution.

Ona.pourn € Z et k € [1,p]. 2— Chyin

24 Chgin
g € H, lasérie 3 |e.(gr)| converge, car {e,.(gr)| < |en{g)|. On peut donc
poser, pour tout « € R,

- 2 CARZN P
fk(w) Tgé“m -n(gk)e .

en{gr)t = lex (g6l Puisaue

. . 2 — At
La convergence dtant normale, on a bien e, (fi) = ﬁg}% en{gx) pour

tout n. Posons alors f = (fi, fa...., fp). Ou obtient, pour tout n € %,

cu(f) = lenlfi)e o enlfp)) et
enl I = D7 lenlf) P = Z len(gm)]* = len{g)[*.
k=1
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On en déduit que, comme g, f appartient 4 H et N(f) = N(g). Par
construction, f est 'unique solution de I'équation différentielle. <

4.23. Etude de convergence uniforme

Pour k ¢ N, on note %, 'ensemble des fonctions 2r-périodiques
de R dans C de classe C* et

Hy = {f € C5,. > n*|en(f)” < +oo}.

nez

1. Montrer que Hyy, < C&.. Que peut-on dire de I'inclusion
inverse?
2. Soit k& = 1. Montrer que, pour tout réel a > 0 et tout f € Hy,
— 97
¢4

3. Soit fo € My, @ > 0 et (fp) définie par f7,, = wfwla— fo.,

i] existe un unique g € Hy 2 tel que g’

Etudier la convergence de la suite (f,).

4. Pour i € [pa,{p + 1)a[. on pose Fs(t,x) = fp(x). Donner
les coefficients de Fourier de z —— Fy (¢, ). Etudier la convergence
uniforme de (Fy,) lorsque a tend vers 0,

(Ecole normale supérienre)

> Solution.

1. Soit f € Hy,1. Pour montrer que f € C5_ nous allons montrer
que f est égale a la somme de sa série de Fourier et que celle-ci est
dérivable k fois terme & terme. Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
pour N € N,

' 1
Yo oMleaNl= Y el )l % -
1< n|<N 15| €N i
< z n2k+2|cn{f)|2

1€|n|EN

< [3 0PI

ned

# £ 0y . N Pl
4200 (£)]* converge par hypothése. Ainsi, la série

puisque la série 3 n
nen

S n¥|e,(f)| est convergence et il en de méme a fortiori de Y. njcn(f)]

nel neZ

pour 0 < £ < k.
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On pose, pour tout réel z, g{z) = ¥ ¢,(fle'"*. La série qui
ned
définit g(z) est normalement convergente. Il en est de méme, pour tout

0<l<kdelasérie Y c,(f)(in)be'™ obtenue en dérivant ¢ fois terme
nek

& terme, Une application réitérée du théoréme de dérivation des séries de

fonctions montre que g est de classe C*. Enfin, Ia série définissant ¢ étant

normalement convergente, ses coefficients de Fourier peuvent s’obtenir

en échangeant intégration et sommation, ce qui donne. pour tout p € Z,

2
@)= 5 [ g@e = Y = [T e (et < ).
nF'V
Les fonctions f et g ont donc mémes coefficients de Fourier. Cenx de la
fonction f - ¢ sont donc muls. De la formule de Parseval on déduit alors
2
que fo i f{@) — g{z)[*dz = 0 et donc f = g, puisque f — g cst continue
et 2m-périodique. La fonction £ qui est égale & g est de classe C* et on a
Finclusion Hyqy C C5,.

Supposons réciproquement que f € C¥.. 8i k 2 1, on peut calculer les
coefficients de Fourier de f'. On sait que pour n G Zyen(f1) = (in)en(f).
Un récurrence immédiate conduit A ¢ (f("c ) = (m)kcn(f) La formule
de Parseval appliquée a f1%) donne

Y lenlf N = 3 nenF)F = o / £ ()2 d.

nEL nek

Ceci montre ¢que f € Cf,. On a done inclusion €5, ¢ Hy. Par contre,
on n'a pas C§. C Hy . Considérons, pour k € N, la fonction f définie
ine

sur R par f(l) = Z i3
neze N2

convergente, On en déduit que f est continue et que ses coefficients de

- La série qui définit f est normalement

Fourier sont définies par ¢x(f) = + Le théoreme de dérivation des

3 3
séries de fonction montre que f est de classe C¥ et que, pour tout réel x,

ona f¥z)= T *S . Cependant f n'appartient pas & Hg; car la
- 2
n,ez 7?2 & 2 ’nﬂ(k+1) 1 -
série de terme général n?*+ Ve, (£)I? = mT T diverge.
2. On cherche g € Hyqn telle que g — ag” = f. On sait d’apres la
question 1 que si g € Hy 2. alors ¢ est de classe C*+* et done de classe
C?, puisque k£ = 1. Si les fonctions ¢ — ag” et f sont égales, elles ont

meémes coefficients de Fourier. On doit done avoir, pour tout n € Z,

en(f) = calg) —ac, (9" = ca(g) — al(in)®calg) = (L + an®)eq(g)
el f)

et cn(g) = T an? Si g existe, elle est d’aprées la question 1 égale 4 Ia

somme de sa série de Fourier et on a, pour tout réel z,
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g{az) - Z Cn(f) ei-nm'

2
nezl+”‘”

La suite (c,{f)) converge vers O donc la série définissant g est
nornalement convergente. Elle définit une fonction ¢ continne et

2r-périodique dont les coefficients de Fourier sont les 1(:”_(3: 32 - On a,
) 4
de plus n*He (0} ~ —z-n%hsn(f)\2 ¢t puisque f appartient &
n—oo g

Hy, g appartient & Hgyz. La fonction g est an moins de classe C? et
par construction les fonctions g — ag” et f ont mémes coefficients de
Fourier. Elles sont égales.

3. En utilisant la question 2, on démontre de maniére simple, par
récurrence sur p, que f, est définie pour tout p € N et est élément de
Hyp 1. D'apres 1a question 1, f — P est égale 4 la somme de sa série de
Fourier. Les coeflicients de Fourier de f, sont défiuis, pour tout n € Z
par cal{fp) = (lc:(;rn;)p
cn(fp)pen converge vers O, alors que la suite (co{fp))pen est constante.
Nous allons montter que (f,) converge uniformément vers la fonction
constante x +—— co{ fo). 1l s'agit d'inverser une sommation et un passage
a la limite. On a, pour tous p € Net n € Z, |en(fu)] € {en(fo)]. Le salut
vient de cette majoration uniforme par rapport & p. On a, pour tout
z e R,

- On en déduit que, pour tout n € Z*, la suite

|fp(9§') —C.D(fg)‘ = |fp(ﬁ'7) _ CU(fp)l — Z Ln(f@) A

e (+ fmg)f’
cn(fo)i .
) % (1 +an®)?
Pour N € N, on obtient
. lCn(fO)l
) — ol fo)l < + n(fo)
| fo(@) — co{fo)] 1@%@1 0+ an?)? |1§>:NC (o).

Soit ¢ > §. On peut choisir N pour que 3, |en{fo)| <&, car 3 |en(fo)]
|ni>N
converge, puisque fo est dans H;. Ensuite, il existe py € N tel que

> (16%1—1%); £ g, puisque chaque terme de cette somme (finie)
1g|n|€<N

tend vers 0. On a donc, pour tous p = pp et x € R, |fp(a:) —cU(fuﬂ
La suite {f,) converge uniformément vers co{ fo) = 5 f Jolz)da.
4. Pour ¢t fixé, la fonction z —— F,{t,z) coincide avec f,, ol

p=E (E) Ses coefficients de Fourier sont done, d’aprés la question
a
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s Cn(fU) . Cﬂ(fo) aai P 3
précédente, T+ anty (1 3 an?)C5) On sait que la fonction f, est,
pour tout p € N, égale & sa série de Fourier. On a done, pour a > 0,

tz0etzekR,

Fa(t,CC) — Z Cn(fo) eine.

ncd (1 + aniZ)E(é)

2n (fo)
(14 anﬁ)E(%)
la lmite de uy(a,t,z) quand a tend vers 0. On peut écrire

Pasons, pour z € Ret t 20, up(a, t,z) = €' Cherchons

t
(1+ an?)B(3) = exp (E (E) In(1+ anz)) .
Sit>0,ona
t 2 t o 2
E{ - |In(l +an®) ~ — - an” =tn*
a a—G g

On en déduit que lin%J (1+an?)BE) = et résultat qui reste vrai pour
0~

{ = 0. On obtient, pour t = Get ¢ € R, liu}) Un(a, b, z) = cn(fo)e—znzei”m.
a-—
On va montrer évidemment que, pour ¢ = (0 et = € R,

. 2 i
r;lclg}) Fa(t’ z)= Z enlfo)e tn? gine
nek

et que, de plus, cette convergence est uniforme par rapport a t et z.
On pose, pour tout n € Z, v,(t,z2) = cnl(fo)e ™ €™ On remarque
que, pour @ > 0, t 2 Oet 2 ¢ B on a (1 +an®)EG) = 1. On en
déduit jun(a,t, z)) < [cn{fo)] et de plus v, (z, )] < |en(fo}], majorations
indépendantes de ¢ et . La série 3. |¢, (fo}| étant convergente, la série
Y_un(t, z) est normalement convergente. On note G(¢, z) sa somme. On
écrit, pour tous {, z,a et N ¢ N

'Fa(t, 3:) - G(t! $)| ‘-<\ Z \“n(a.- t,-If) - Un(tv CC)I

nEZ
g Z |un(a,i,cc))'un(t, m)‘ +2 Z |Cn.(f0)i~
|n|<N |n|>N

Montrons que, pour tout n ¢ Z, la convergence de u,(a,t, 1)
vers v, (1, z) est uniforme par rapport At etz. Onapourf z0etx € R

(0.1, =~ a8, 2] < e o |- :

1+ an?)}B(D -
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et

1
Ty — €
(1 + an?)BEG)

—tn? —tn?

=&

exp(tn? — E(i—) In(1 + an®)) - 1‘
ot (exp(tn2 - E(z) In(1 + an?)) — 1) ;

N

] e

car B (2) In(1 +an?®)) < < -an® < tn®. De la minoration, valable pour
2
tout 22 0. In(l +x) 2>~ %, on déduit que

—tn

1 2
(1 +an?)E(&) ¢

La majoration e* — 1 < ue*, valable pour % = 0 conduit a

2 gp2f1—an? tan*
<e n(l 2) an? 1 .

e—tn

1
'(1 + an?)BG) 2
L .
Pour a < ~2on obtient

1 _ eft'nz
(1 + an?)B)

2
2 14,2 an”  in?
£ e Tz (an2+—2 et )-,

car e* = u pour u = 0. Finalement on obtient

i
(1+ an2)B(o)

ct donc, pourt 20,z € Ret a g %,

un (8, 2) ~ va(t, 2)| < 2len(fo)]e™ (an?).

Revenons a l'inégalité

!Fﬂ(ta‘r) - G(t’x)‘ < Z |u‘n(a:ta$) - Uﬂ(tsw)i +2 Z |Cn(f0)|
fn|€N [n|>N
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Soit & > 0. On choisit N tel que 2 3 [ep{/fo)| < . On prend ensuite
ln|=N

1 . s
@< 57 On a alors, d’aprés ce qui précede, pour ¢ = 0, r € Ret [n| <N,

it (2,8, 2) — va (2} < 2len(fo)le™ (aN?) et done

> lun(at,2) = valt, 2)] < €™ (@N?) 37 fealfo)].

|| KN In] <N

Pour a assez petit, on aura 3 |un(a,f,z) — v,(f,2)] < £ et donc
lnigN
Fa(t,z) — G(t, )| < 3¢, ceci pour tous ¢ 20 et z € R
Conclusion. F, converge uniformément vers la fonction G.

Une fonction f continue et 2m-périodique est de classe C°°, si et

seulement pour tout k e N, on a ¢, = 0 . Nous avons déja vu

n e
que la condition est nécessaire. Récz’pmquear‘ne!nt, si cette condition est
réalisée, la fonction est égale & lo somme de sa série de Fourier et elle
est O dlapreés le théoréme de dérivation des séries de fonctions. Dans
Dezercice sutvant est énoncée une condition suffisanie portant sur les
coefficients de Fourier pour que la fonction soit analytique, c’est-d-dire
localement dévcloppable en série entiére.

4.24. Condition suffisante d’analycité

Soit f € C™(R, C) une fonction 2m-périodique. Montrer que s'it
existe A > 0 et C > 0 tels que {c,(f)] € Cexp(—A|n|} pour tout
entier n € Z, alors f est analytique, c’est-&-dire pour tout zq € R
développable en série entitre au voisinage de .

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Supposons qu’il existe A > 0 et C > 0 tels que, pour tout 7 € Z,
on ait |c,{f)| < Cexp(—Aln|). Comme f est de classe ', d’aprés le
théoréme de convergence normale, f est somme de sa série de Fourier.
On a done, pour tout = € R.

flz) = Z en( e
ne
Soit zo € R. Afin de développer f en série entidre au voisinage de zg,

conmmengons par le faire pour les fonctions z —— ™. On obtient, pour
tout r e R,

+00 (. Nk k
wmx __ inxg in{z—ro) _ jing (%R) (m - mo)
e =" e = e Z T

k=0
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; in)*{(x — xo)¥
On pose, pour (n, k) € NxZ, ap p = c,(f)e™™ ()—(z'ﬁi
que la série double > a, 1 est sommable. Pour tout n € Z, on a

. Montrons

+0a +c~o
Z |an,k| = |cn Z |C (f)|e|” @—0)
k=0

On a par hypothése, pour tout n € Z,
len (f)|elmFmm0) g Qg Mrlginlo=rell o Qel=Attezoliin],

On en déduit que si [z — zp| < A, la série 3 fen(f)]e™=70) converge et
done la série double 3” a,, » est sommable. Sa somme est égale &

Do 2 ann | =D el e = fl@).
ned \keN nez,
La série double ¢tant sommable, on peut intervertir 'ordre des soimma-
tions et oh trouve, pour |z — gl < A,

T - xp)* e
fl) = Z (Z ap k) = Z % (Z(in)kcn(f)em”’“> .

kel \neZ kel nel

La fonction f est donc développable en série entiére an voisinage de zg. <

Le prochain théme abordé concerne Udtude de lo convergence vers
une fonction 2w-pérodique de sa série de Fourier ou plus générulement
d'une suite de polyndmes trigonoméiriques. L’exercice sutvant étudie la
non-convergence uniforme de la série de Fourier vers la fonction, au
voisinage d'un point de discontinuité de celle-ci © c’est le phénoméne de
Gibbs.

4.25. Le phénomeéne de Gibbs

1. Calculer les coefficients de ]a {ouction 2r-périodique f qui est—|
affine sur [0, 2| et vérifie f(0) = hm)_ flx)y =27,

2. Soit s, la somme pdrtlel}e d’mdlce n de sa série (rigo-
nométrique. Déterminer les extrema de s,. Soit my, le premier mi-
nimum de s, sur {0, 27{. Etudier le comportcment de la suite (m,, ).
Interpréter.

(Ecole polytechnique)
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> Solution.
1. On a, pour tout ¢ € [0, 27, f(£) = t. On obtient

1 2
Co(f):%‘/o tdt =7 et, pour n € Z*,

: 2m .
i 1 29 . 1 ¢ —int 27 p—int :
R e | R A
27 Jo 2 = |, 0 in n

On en déduit que ao(f) = 27 et, pour n € N*,

an(f) =0 e by(f) = —2-

n

2. 1l résulte de la question 1 que la fonction s,, est définie par

LT
sa(t) =7 —2% S”;f“ :
k=1

Etudions les extrema de s, sur [0, 27]. On a, pour tout réel ¢,

s (t) = -2 Z coskt = —2Re (Z eikt) '
k=1

k=1
On obtient s}, (0) = —2n et, pour ¢t €0, 27|,

int 1 Sin ( nt )
()= —2Re|etS ") = _aRe| N 2
et —1 sin (E)
2
coS(Mt)sin(n_t) Sin(n+1 "
2 2 2
m t =1- 1
sin ( 5 ) sin §
La dérivée de ¢/, g’annule et change de signe si cos (n_;f_lt) =0 ou

nf NPT

i — ] = ‘est-a- = <k < =
5111(2) 0, c’est-a-dire pour ¢ 1 0<k n)o.ut -
(1 < k < n—1). Le premier extremum de s, sur [0,2r[ est obtenu
pour f = nil C’est un minimurn, car s, est négative au voisinage
de 0 (s/,(0) = —2n). On a donc m, = s, (#) Pour exprimer m,,,
partons de s}, qui est continue sur [0, 277 et donnons une forme intégrals
4 8,. On a 5,(0) = 7. On en déduit que, pour ¢ € [0, 27,

‘ esin(n-}- %)l‘
s,,(t)=7r+f s;(m)d$:w+t—f ———dz.
)

0 51N

0| 8
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- _r_ Sin (n + %) T
. - . — _ n-+1 .
En particulier, on a m, = 7+ o _/(.} T ® dz. Pour
2
= Bin (n + %) &
caleuler la limite de Vintégrale I, = [0 T — 24 dx, on fait le
v 51N —
5
changement de variable u = (n + %)x On obtient
(nt+iim .
T sinu
I, = T du.
0 1yg
(n+ 2)mn T
Considérons la fonction f, définie sur )0, =[ par
1 1
sinz (n+ 5 Yt _ (n+ 5 L
frlz) = T si e —=— et 0 81 g > —=—.
(n+ =)sin & n+1 n+1
2 2n 4+ 1

Les fonctions f, sont intégrables sur 10, 7 et pour tout x € |0, 7|, on a
lim  fo(z) = 2222 ; la fonction  — S
n—-"400

Enfin, on a une relation de domination. En effet, on obtient, pour n = 1

est intégrable sur 10, 7[.

1
(n+ ) X 2
et 0 < z £ ﬁ, en utilisant la relation sin(x) 2 >z, qui cst
X i3
valable sur [0, g],
8N &
0 falmysw et

Cette inégalité est vérifiée sur tout l'intervalle |0, n[. Le théoréme de

i . 7 sinx
convergence dominée permet de conclure que lim 1, = 2 f dz.
n—-+oo G ks

On en déduit enfin que

.
. sinx
lim m,=n—-2 dax.

n—-+o0 o *

La fonction f étant de classe C' par morceaux sur B, sa série de
Fourier converge en tout point ¢ vers %( Fitt)y + f(#7). On a donc ici,

. 1
our 2 im = g | = = = 7.
pour t & 2nZ, T‘LH’O sn(t) = flt) et ?Hu}rl%sn([)} 2(0 +2ny==x
La convergence n’est uniforme sur aucun intervalle d’intérieur non vide

contenant 0. En effet, ona lim = 0. Si la convergence était uni-

n—4o0 7114+ 1

(orme, on aurait lm m, = Iil’_'l:l 3,(0} = 7. Quand tend vers Vinfini,
n—-00

n—-t+oo

m . s .
P tend vers 0, mais la différence entre s,{0) et le minimum de s, sur
1
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[0 —7 I 1} tend vers une limite finie égale & 2 f M dx {soit environ

3,7). Ce défaut de convergence au voisinage d’un pomt de discontinuité
de f est appelé phénoméne de Gibbs, <

Les deur exercices swivants visent & démontrer que toute fonction
continue 2m-périodiqgue de R dans © est limite uniforme d’une suite de
polyndmes trigonométriques {équivelent du théoréme d’approximation de
Weierstrass pour les fonctions continues sur un segment). La méthode
est la méme dans les deux cas : on considére la suite de terme général
fn = f * up, oblenue en convolant [ avec une sutte de polynémes tri-
gonométrigues u,, positifs, dont Uintégrele sur 0,27 est égal a4 1 et
tels que, pour tout & € 10,7, le mazimum de uy sur [—m, —6) U [6,7]
tende vers 0 quand n tend vers +oo0. On montre alors que la suite {f,)
converge uniformément vers f. On remargue enfin gue f, est un po-
lynéme trigonométrigue pour tout n. En effet si u, est de degré p et

P
sécrit un(T) = 3 apae**. on o, pour tout réel x,
k=p

2 P ‘"
fn(m) :L fn(t)’L&n(iU - t) df = Z ak,neikm joz f(t)efikt dr

7 k=—p
=21 Y annce(f)e*.

k=—p

4.26. Théoréme de Welerstrass trigonométrigque

Soit E Vensembie des applications de R dans € continues et 2=-
périodigques. Pour f et dans E, on considére Papplication f * g

définie par f « g(x f fle —8)g(t)de
1. Montrer que f * g est élément de E. Que dire si f est 7
2, Pour n € N, on considére "appiication u, : R — R définie
2
par un(x) = cx(1 + cosz}”, oit ¢, € R est choisi tel que fo =1,

et on pose f = [ * un. Que peut-on dire de la suite {f,) 7
(Ecole polytechnique)

&> Solution.
1. La fonction ¢ : (x.8) = f(x —{)g(t) est définie et continue sur
B2, On en déduit, d’aprés le théoréme de continuité sous le signe [, que

f*g est définie et continue sur R. I est clair qu’elle est 2r-périodique. Elle
est donc élément de E. Si [ est de classe C!, la fonction ¢ est dérivable
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N .8 .
par rapport & x et la fonction B—i (@, 1) ~— f'(x—1)g(t) est continue sur

R2. Du théoreme de dérivation sous le signe [ on déduit que f* g est

de classe C1 et que {f + g)'(x ./0 (7 — Hgit}dt. Une démonstration

par récurrence immédiate montre que si f est C™°, f » g est également
€™ et que, pour tout n € N, (f ) = F g
Du changement de variable 4 = r — ¢, on tire

x 27
fro@ = [ fwgle-wdu= [ fuge—udu=gs @)

Onadone fxg=g=* f. 51 gest C°, il en est de méme de [ * g.
2. Montrons que la suite ( f.} converge uniformément vers f. Puisque

27
par définition on a, pour tout n € N, jﬂ u, (t)dt = 1, on peut écrire,
pour tout r € R,

/'Qﬂ'
U (@1 fw))un(t)dfl
S j_ﬁ |f( — 1) = f{x)|un(t)dt,

| fnla) = flx)] = Flx = N (t)dt - f(cc)]D NG

puisque t,, est positive,

Donnons-nous £ > (). Comme f est continue et 2r-périodigue, elle
est uniformément continue. Il existe 5 € |0, 7| tel que |f{s) — f{t)] € =
si |s — 1] € 7. On coupe l'intégrale en trois morceaux, les intégrales sur
[=7. —n), sur {—#n, 7] et sur {, 7]. On obtient

7 n v
r—1t) — i, (E)df < & A (H)dt < wy(WdE =€ ¢
f_n|f( 1) — F(x)hun (F)df < j_nu (t) ¢<5L (£)dt ¢
S =) = F@lun(idt + [T 1f (e = £) = f(@)lu, (Bt
<Al fll [ un(E)at,

puisque la fonetion u, est paire. Il reste & majorer cette derniére intégrale
par une guantité tendant vers 0 quand = tend vers +oo. Clomme cos, la
fonction u, décroit sur [, @]. On a done

f U ()dE < (1) < men(l + cosy)™.
n

Mais on a, par définition,
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1 2 w~ T
—= (14 cost)™dt = Qf (1+cost)™di = 2/ (14 cost)™ sin tdt
n 0 0 4}
[0 eostynt ]t ot
n+1 n+1

n
On obtient finalement, ¢, < nt 1 fﬂ U (B)dt € m(n +1) ( 1+ cosn)

7427y = 4 2
1 +cosyy\"
et |fal@) = fla)l < &+ 7l 1) (FH52)
1+ cosy 1+ cosn

Puisque
n

n
3 ) = (. On en déduit
que Von a |fn(x) — f(x)| € 2¢, pour tout réel x, si n est assez grand.
Ceci démontre que la suite (f,,) converge uniformément vers f sur R. <
Comine cela est expliqué avant [ énoncé de exercice on vérifie facile-
ment gue fn est un polyndme trigonoméirigue. L'exercice o donc monireé
que toute fonction de E est limite uniforme sur R d’une suite de po-
lyndmes trigonometriques (théoréme de Weierstrass trigonométrigue).

< 1l,ona lim (n+1)(
—

Se pose alors le probléme de lo mesure de la quolité de Uapprozi-
mation d’une fonction Ym-périodique continue par les polyndmes trigo-
nométriques. De maniére prévise. si f : R — C est 2r-périodigue conti-
nue et si T, est espace des polyndmes trigonométrigues de degré < n
on cherche & étudier & quelle vitesse la suite §,(f) = Piéqur If — Plloo

converge vers 0. Le théoréme de Jackson qui fait Uobjet de Uexercice ci-
aprés redémontre le théoréme de Weierstross trigonoméirique et fournit
wne prefiere réponse & cette guestion,

4.27. Théoréme de Jackson (1911)

4
. 13t
gip Lt

On pose J,(t) = ¢, | ——5— | , la constante ¢, étant choi-
sin —
sie de telle sorte que f:r Jo = 1 {Jn est appelé le noyau de Jackson

d'indice n). On note E lensemble des applications de R dans C
continmes, 2r-périodique. Pour g € E et h > 0, on pose

wn(g) = max [g(s) —9()| et Tagle)= [ Jnlw - Ogle)dt.

(5|
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1. Montrer qu'il existe a > 0 tel que fﬁ [t]J (2)dE < - i o
—r

2. Montrer qu'il existe b > 0 tel que, pour tout g € Eet n e N*

on ait

[Tng — glloc < bwen(g).

3. Conclure que la suite (T,g) converge uniformément vers g.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

4
sin ot D)t

1. La fonction f, définie sur [—m, 7] par fo(t) = | ——2— | s
sin —

t# 0et £u(0) = (n+ 1) est continue sur [—m, 7| et paire. Par définition,
1 ™ ™
ona — = j_r Fa(t)dt = 2[) fn(t)dt et donc

[ tfa(yat
=40_"
f, fal)al
Nous allons majorer le numérateur N, et minorer le dénominateur D,
de ce quotient, en partant de lencadrement classique : zt < st <
ki

pour £ € [0, %] On obtient

f_: \t\Jn(t)dt:anf:; It/ (1)t

4
~ fsin (nt 1)t = sin® (n+ 1)t
Nng]t. 2 dt=7r4f 2 g
o 0 3

o4

et s

1 T Sin_ M

D, = — > j 2 dt.
2cn 0

Le changement de variable u =

2 . ndio L4
N, <t (Ez_l) j A Y g < ki(n + 1),
0

13

¢
2
(n+ 1}t

conduit &

4 s d
. T +oo R .
oLk, = T L SH;S “du > 0. Le méme changement de variable donne

{(r+10% ginty
—du > ke(n + 1)3

D, > 2(n+ 1)3f
4] u
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Z sintuw

on ko = 2]
dans les mtegrales précédentes sont toutes prolongeables par continuité
en 0, ce qui assure leur intégrabilité sur les intervalles bornés. De plus, la

du > 0. On note que les fonctions qui interviennent

fonction u — est majoree pal — , ce guli assure son intégrabilité
u

13
sur [1, +oof.
L2}
Finalement, on obtient, pour tzut n &N, f_ﬂw |t]d,, (2)dE < nlz T ce
qui est le résultat voulu avec o = k‘i
2

2. Soit g un élément de E. Puisque, par hypothese, f_ﬂw Ju(t)ydt =1,

on peut écrire, pour tout réel & et n € N*, g(x) = fjﬂ gx) T, (6)dt. Le

changement de variable v = z — ¢ et la périodicité de g et J,, permettent
d’écrire

Tpg(x) = fx i“ Tn(w)g(x — w)du — f " To(w)gla — u)du.

w -

On obtient donc

Tag®) = o) = [ Ja(®)glo 1)  gla))a

-

puis  |Tog(x) — g(x)] éfm: Jn(®)|g(® — t) — g(x)|dt.

On cherche une majoration de [g(x —t) — g(x)| faisant intervenir w2« (g).
Pour tout entier N € N*, on peut écrire

) (e-omi)

Si N vérifie |— l , soit N > 5 2 |¢|, on obtient

N

gle—t) —g(=)| €3 |9

i=1

Ig(:f: —t) — 9(x)} < Nwzz (g)-
n . k3
Onprend N=E( _—|t|] + 1, ce qui donne N € — [¢| + 1 et donc
P 2 271"

lg(z —t) —g(=)| < (%m + 1) we (g).

On en déduit alors, en utlhsant la majoration obtenue dans la question
précédente et 1'égalité f t)dt = 1, que, pour tout réel x,
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ITng(x) —g9(=)| € wz(9) f_i (%m + 1) Jn(t)dt

.0 (g +1)

= (9) (% + 1) :

Finalement, en posant b = % +1>0 ona

£

&
!\1‘3

L w

s

i

ITng — dllo < bwz=(g).

On note que la constante b ne dépend ni de n, ni du choix de g € E.
3. Toute fonction g de E étant continue et 2x-périodique est uni-
formément continue sur B. On en déduit que 1ir_|r_1 wzs (g) = 0. En effet,
n—4- oo [
pour tout & > 0, considérons i un module d'uniforme continuité de f

. 2 .
pour € et un entier naturel ng tel que g £ 1 pour n = ng. Sin 2 no,

alors pour |s —t| £ 2%, on a|s —t| € et done [g(s) — g(t)] < . On
en déduit que War {g) < €, ce qui démontre le résultat voulu. Comme la
suite (bwzz (g)) converge vers 0, la suite (Thg) converge uniformément
vers g sur R, <

Il est facile de vérifier que J,, est un polyndme trigonométriqgue de
degré 2n. En effet, on part de

. t . . .
sm(n+1)§ etln+11§ _ o—ilnt1)f ~ i;e“(““)t#l i
7 = — — :8”2—7—=e”256 .
. 5 —i5 L
sin 3 €2 —e "2 € I k=0

En élevant au carré, on obtient

2

2 2
_ efnit (i 6ikt) o efn'it Zn(n 11— Ik. _ nl)eikt
k=0 E=0

. t
sin(n + 1) 3
sin 4

2

= 3 (n+1-— ke

k=—n

En élevant de nouvesu au carré, on obtient bien un polynéme trigo-
nométrigue de degré 2n et ainsi J,, appartient 4 Toy,.

Prenons alors g une fonction 2r-périodigue et a-hildérienne (avec
a € |0,1]), c’est-a-dire pour laquelle il existe K > 0 tel que, pour tous
réels z et y, |g(2) — g(y)| < K|z —y|™. Reprenons les notations données
dans Uintroduction de ['erercice en posant d.(f) = Piéqul lg — Pllec.
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Comme Tpg est un polynéme trigonoméitrique de deqré < 2n, la question
23

2. de Uexercice ci-dessus montre que d3,(g) < K (%?—) . autrement dit

que dan (g) = O(1/n%). Comme lo suite ,(g) est décroissanite, on a anssi
3 (g) = O(1/n®). C'est une mesure trés précise de la qualité de Iap-
proximation de g. Un an aprés les résultats de Jackson, Bernstein établit
une réciproque de cela - si 8.{g) = O(1/n®) alors g est a-holdérienne.
Clest ['objet de l'exercice sutvant. Notons que c’est dans cefle étude que
Bernstern o prouvé Uinégalité qui porte son nom et qui a été vue dans
Uexercice 4.3,

4.28, Un théoréme de Bernstein (1912)

On note 7,, Vespace des polyndémes trigonométriques de degré
inférieur ou égal & n. Soit f une fonction continue et 27-périodique
de R dans C. On pose &,(f) = piéI; | f = Plloa- Soit @ € ]0,1[. On

suppose qu'il existe C > 0 tel que, pour tout » € N*, §,(f) < Cn™*.

1. Montrer que §,(f) est atteint.

2. On consideére, pour tout n € N, un polynéme P,, dans T tel
que |Pr = fliec = 2»{f). Montrer qu’il existe A > 0 tel que, pour
tout n € N* {|PLllec < A2~ (on pourra utiliser linégalité de
Bernstein |P'[lsc < rl|P|loc, 8i P € o).

3. Montrer que f est n-hdldérienne, ¢’est-a-dire qu'il existe un
réel K > 0 tel que, pour tous réels x et y, |f{x) — f(y)| < Kz —y[*.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Cela résulte de ce que 7, est de dimensjon finie, Pour justifier que
&, (f) est atteint, on montre qu'on peut se limiter & faire varier P dans
un compact de T, c’est-a-dire, puisque 7, est de dimension finje, dans
un fermé borné.

Toute fonetion continue et 27-périodique est bornée sur R, On a, pour
tous P € T, [|£ = Plloo > [ Ploc — | fllsc- Ainsi, si [Plloc > [Lfllo +81(F),
on a |[f —Pllco > 8,(f). En notant B = {P € Ty, [|[P|loc € ||floc+6r(f)},
on obtient donc 8, (f) = }ixelfB |f — Plloc. L’ensemble B étant compact et

non vide, cette borne inférieure est atteinte.
2. L’existence de Py, résulte de la question 1. Suivant Findication de
Pénonce, on utilise Vinégalité de Bernstein. On a, pour n € N,

iPnt1 — Pallos € IPrs1 = flloo + [[Pn = flloo < Saner (f) + f2n{f)
< 20 (f) < G2

car don+1{f) < 2+ (f). On en déduit que
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Py = Phlee <241 G217 <4020,

puis gue

n—1 i—1
[Ploe < I1PGlloe + S 1Phis — Phlloo < |Phllon + Y 4C2F0—2)
k=0 k=0

-1 4C

< [IPolloo + 40(—21_a—)n— < || PS)loe + —.2__on{l-a)
a 21-—cx -1 0llce Qlﬂa 1

Puisque 20797 tend vers 400 guand n tend wvers +00, la suite
bl

(JIPBHoo

) est majorée (par B) et on 4, pour tout n € I,

2{l—c)n
; o s 4C
IPLfloc < A20727 ot A=B 4 o
3. Il ¢’agit de trouver K > 0 tel que |f(z) — f(y)| < K|z — y|* pour
tout couple {z,y) € R2. T faut donc majorer ‘J: :yjlc iy)\ quand r # 1.

Pour les « grandess valeurs de |z — y|, cela ne pose pas de probléme,
8i, par exemple [x —y| > 1, on a

[flx) - fly)]

=yl

< 1f(@) = F)l < 201f oo

Supposons désormais 0 < |x — y} < 1. On utilise le résultat de la
guestion précédente, I’indgalité des accroissements finis pour majorer
|Pn(2) — Prn(y)l|, et la proximité de f et P,,. Pour tout n € N, on a

) - fiw) < |f(x) - Pofz) + 1f (1) = Pou(p)] + 1Pn(z) = Pp(y)]
S 2[Pn — flloo + [Phllecl = 4l
< 280 (f) + A2U7m g — ) < C217me 4 AR g gy,

On en déduit que

|f{=) — f . 1 “ gn | _ o lea

— " 1 : 1 1
Choisissons n € N tel que 2"|e — y| € {5,1[, LY Lo~y < TR
Cest possible car |z — 4| € ]0,1[. On a alors

F(@) = FWl o gege A
|z —y[*

Finalement, on obtient, pour tout (z,y} € R?,

[f{x) — f)] < K|z - y/°,
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avec K = max(2||flo, C2'7* + A}. Ceci démontre que la fouction f est
e-haldérienne. <

Llexercice suivant est & rapprocher des exercices 4.26 et 4.27. On
convole f avee le noyau de Poisson qui dépend d'un paramétre réel el
plus d’un parameétre discrel comme les noyeur de Feper ou de Jackson.
Il ne s’agit plus non plus d'un polyndme trigonométrique, On utilise es-
sentiellement ce noyau de Poisson pour relier Uanalyse de Fourier a la
théorie des fonctions analytiques.

4.29. Noyau de Poisson

Soit f « R — € continue par morceaux et 2w-périodique. On

note (cnlnez la suite de ses coefficients de Fourier exponentiels.
+20 _
Pour r € {0, 1], on pose f,(t) = 3 rltle et
fo=—2C
1. Déterminer ., telle que l'on ait

' 27
Vi e R, fo(f) = % fo F)n(t — u)du.

La fonction ¢, est appelée noyau de Poisson.

2. Montrer que , converge uniformément vers U lorsque » tend
vers 17 sur tout segment inclus dans 0. 27[.

3. Montrer que, pour tout réel z,

Wm foz) =

r—1

(faty + f@7))

bol o=

(ot f(zt) (vesp. f{xz™))} désigne la limite & droite (resp. & gauche}
en z).

4. Moutrer que si f est continue, f, couverge uniformdément vers
f lorsque » tend vers 1-.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. La fonction f, est bien définie sur R et continue car la série qui
la définit est normalement convergente. On a, pour tout ¢ € R,

+oe 1 2 )
fr() = Z r‘TLle‘"tz—f flw)e ™ du
w0

=X

1 +0o 27 .
27 z : ] f(”‘)?.\n\czn(twu)du_
T [¢]

M= -3
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La fonction f est continue par morceaux done bornée sur [0, 2x] et done
sur K, puisqu’elle est 27-périodique. On en déduit que, pour tont n € Z

et (f.u) € RZ, A
‘f(u)?"lnlem'(t'u)l < Hf”ooTlnl

La série 3 f(u)r™e U4 converge normalement done uniformément
par rapport & w et sa somme est continue par morceaux. On peut done

mterverti intégration et sommation. On obtient, pour tout t € R,

+oc

1 29 . .
. _ - in{t —u}..|n|
et —277/0 j(u)? E e " ld,

= -

En posant pour tout t € R,

[e.e)

(rg?‘(t): Z rlnlemt

= — OO

série qui converge normalement car, pour tont n € N, [rMei#| = plnl,

on obtient, pour tout £ € R,

folt) = o f ko {t — w)de.

2. Transformoens Pexpression de . Pour tout $ € B, on a

ply v tnel Py nit 1 1
At = pltett r”’e’ 1= — —_—
writ) 2‘0 +n§0 1 — peit 1—reit
_ 2—2rcosi —1—r? £ 3rcost _ 11—
- 1+r — 2rcost 1 4r? — 95 cost
1— 2
= > ()

(r — cost)? + sin +2

Soit [a,b] Cl0, 27|, La fonction cos atteint sa borne supéricure A < 1 sur

le segment [e, b]. On a done, pour Lout ¢ € [a, b,

' om,o,-(t)g—lf—"gﬁ-——«ro.
N 1+ 1'2 — QAT' 1

Cecl montre que @, converge uniformément vers 0 sur [a, b].

3. En faisant le changement de¢ variable ¢ = z — u, on obtient, pout

toug r £ R,

e = ﬁrf (@~ u)duy = QLW [, fe—tehat

= / e aor(f)dt

car @, et f sont 2x-périodiques.
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Soit e > 0.0na

lim fle=8) = flz-yet lim fz—t)= lm flz—1)= f(z,)

On peut donc trouver a € |0, af tel que
D<tiga = |flx—-t) - flz_)<e
r—agt<2r = |fr—1t)— flzy) <e

2 +°°
On note que [é e (t)dt = T‘"'f e™dt = 27, car la série
n=—00
converge normalement. On a d'autre part, puisque . converge
uniforruénient vers 0 sur [¢. 27 — o] quand r tend vers 17, on a
. g2m-a . e
limn wr(f) = 0. Enfin comme @, est paire et 2r-périodique, on a

r—l—-J0¢

2
foa we(H)dt = ‘Lw_a wr (F)di. On déduit de tout ceci que

o ) 27
rlinil— /0 ()t = rl_iT?_ - we(t)dt = 7.
On écrit alors
1 27
) - LI - ([T flo bt~ e) -1 )

fzi( [0t e pena + [;(f(m—t)—f(m)mt)dt

27

+ flee )(/ wr(t —ﬁ)dt+f({+)(fw 3 r(t)dt_w)
+ j:Hz flo— t)gor(t)dt) .

On majore les différents termes. On obtient
(¥
f Wr S ET,
0

[ (w11 o Detarde) < ¢

- T »
car (o, est positive et fo wr =T, et de meme,

2
L =8-S pridd < em

S (e
2 —ev
f Wp — T +f {107‘)
2T — e =1

On en déduit gque

L

fir) 5 ) + )| < e
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D’apres ce gy précede, le terme de droite de IPinégalité tend vers £ lorsque
r tend vers 1. I existe done ro € [0, 1] tel que, pour 7o <7 < 1 on a

5 2.

fola) = 3 (Fet) + fla )

Conclusion.

lim f(z) = % (flaF)+ fla7)).

4. Supposons f continue et reprenons la démongtration faite dans la
question précédente. La fonction [ étant continue sur R, 2r-périodique,
elle est donc uniformément continne sur R. Soit € > 0 et o € |0, 7] un
module d'unifornie continuité de f pour e.

On a alors, pour tout réel o,

0<tg o — |flz-t)— flz) <«
2r —a<t<2r = |flz—t) — fla)| = |fle—t) — flz—2m)| <&

On peut reprendre les inégalités précédentes avec fry) = flz ) = f(r).
Cette fois. rx est indépendant de . On obtient, pour tout z € R.

2 27T~
j P T T+ / wor |-
r—a o

o)~ pay e+ 1= (‘ [on—r]+

On a done, pour 79 € r < 1 et tout z € R,

Lfrla) = fle)l < 2

iy

Conclusion. f,. converge uniforimément vers f lorsque r tend vers 17, <

Le noyau de Poisson est utilisé dans ezercice gui suit pour montrer
quune fonction continue dont tous les coefficients de Fourier exponen-
Hels sont réels et positifs est automatiguement développable en série de
Fourier.

4.30. Fonctions i coefficients de Fourier positifs

Soit f € C(R,C) une fenction 27-périodique. On suppose que
la suite (¢,,(f))nez de ses coefficients de Fourier est véelle positive.
Montrer que f est somme de sa série de Fourier. On pourra intro-
duire Y e, (f)r™ pour 0 < r < 1.

el

{Ecole normale supérieure)
—
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& Solution.

Pour r € [0,1[ et n € Zon a 0 < r™le (f) € rI*| flloe donc la

+o0
série 3 ri®le,(f) converge. On pose S(r) = 3 7I™e,(f). Nous allons
ncE =—"20

montrer que S est majorée sur |0, 1{, d’olt nous dédnirons la convergence
de la série 3 ep(f) et done la convergence normale de la série de Fourier
de f.

On a, pour v € ]0,1],

—+o0 1 +0o3 20 )
Sty= 3 M) =5r 3 o | et
— n —un‘
"%me PI7lf(t)e =" dt.

On a, powr tout £ € [0,2x], |[rI™ f{£)e™ | < 7| f|lao, donc la série de
fonctions 3 rI*l f(t)e ¥ est normalement convergente sur [0, 27]. On
peut done échanger Vintégration et la sommation. On obtient

1 27 oo .
S(r) = — A £ D riMemina,

27 e,
La somme de cette série est calculée dans la question 2 de l'exercice
précédent :

L] 1 i

nl _—wnt _ n_—int n znt
DRCISEED WASLRD W

n=——o

re

" :
—rem® 1 —yeit

1-r? 1 r?

- 1~ reiti2 1112 — 2rcost

On en dédnit

1 1 — p2
S(r) = — [ S ek
(r) 2 f()lJrr2 2r105t
Par hypothese les coefficients ¢, (f) sont p051t1fs done S(r) est positif.
1—r® 1-r? .
D’antre pd.].-t’ pour tout £ € [0 27T , m = m = 0.

On en déduit que

1| 1 ?
S(r) = — [ ) ——————————— dt
() 27 1 to f()lirrzf?rcost
1 o= 1—¢2
<5z PO e et
27 Jo 14+ 7% —2prcost

il e f?" 1—r?
< dt
o2 Joo 1472 - 2pcost



4.31. THEOREME DE FEJER (1904} 345
Pour caleculer l'intégrale il suffit d'utiliser la formule donnant S(r) avec

Ia fonction f constante égale & 1. Il est clair que dans ce cas 8(r) = 1.
Aiusi, pour tout r € ]0. 1],

I 1—r?
—/ ek P
27 Jo 1 +7?% —2rcont

et on a
S(r) < [ fllos-
Soit N € N. Comme la série est 3 termes positifs, on a, pour tout » €]0, 1/,
N
> (P <S80 <l
n=—N

N

En faisant tendre r vers 1, on en déduit 3 cp(f) < [[f]loc. Cela étant
W

vrai pour tout N € N, on en déduit que la série & terme positifs 3° ¢, (f)

est convergente, puis que la série de Fourier 3 ¢, (f)e™" est absolument

convergente. Sa somme est alors nécessairement égale & f (I'argument

est, classique et a été développé avant exercice 4.10). <

Le lecteur sait que si f est une fonction 2m-périodique et continue,
lo. série de Fourier S,,(f) ne converge pas forcément. Le mathématicien
Fegér a été lun des premiers & donner un exemple dune telle fonction.
Mais aussitot il o obtenw un résultat positif gui se révéle tréx wtile .

la moyenne de Cesdro des sommes partielles de la série de Fourier

de f, cest-a-dire Sulf) =4 Snlf)

- , converge uniformément vers celle
fonction. Combiné au théoréme de Cesaro, cela montre que si la suite
Sp{ F){x) converge en un réel x, sa limite ne peut étre que f(z). L 'énoncé
surwant propose la démonstration du théoréme de Fejér (dans le cadre
de fonetions 1-périodiques). L'idée est décrire la moyenne des spmmes
partielles sous la forme f+ K,,, convolée de f et du noyau de Fejér K,,.
Celui-ci (déji rencontre dans Uexercice 4.2) a la propridté fondamentale
d'étre positf,

4.31. Théoréme de Fejér (1904)

Soit f une application continue 1-périodique de R dans C.
n

On pose, pour n € N*, K, (2} = 3 (1 - ‘—:z') e2mhe (poyau
kh=—n

de Fejér dindice nj.
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On note S, la somme partielle d'indice n de la série de Fourier
1
de fet f, = ;(So+sl + -+ Sno1)e
1. Montrer que. pour tont n € N*, on a

fule) = [ Kalz ~ sy

2. Montrer que la suite (f,) converge uniformément vers f.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Motons ¢, pour & € Z, les coefficients de Fourier exponentiels
de f.On a, pour tout n € N,

n ) 7 1 )
Su(@) = 3 e = 3 j Faned™ @1 4y
k=-—n k=—n 0
1 I .
:f f) ( > ez"”‘“(“”“y)) dy.
0 k=—mn

On en déduit que

1 1 n—1 k )
fa@y =1 [ ) (Z ( > eww)) .

k=0 \f=~k

: o 1S & i
Considérons la fonction L, définie par Lp(z) = — 3 ( by 62‘”“). En
k=0 Ne=—k

échangeant les deux sommations, en obtient

n—1

L.(z) = 71 Yo (n— [E)eHE = Ko ().

= (nfl)

On a donc bien f,(z) = /; Knlz —y)f(y)dy.
2. Montrons que K,, est positive et vérifie fo ' K,(z)dr=1.
k

En notant, pour tout & € N, di(z) = 3 ¥ il résulte de la
==k
1 n—1
question 1 qu'on a, pour tout n € N* K, (z) = - Y di (). Supposons
k=G

e?"* £ 1. On a alors. pour tout k € N*,

Ezi'rr(2k+l)m -1 e2z’7r[k+l)a: _ p—2imky

_ _—ikx _
dp (CC) =¢€ e2im _ ] - ety _
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On en déduit que
1 n—1 ( |
K _ i 621117 k+l)e —2inkx
n(ﬁl’} “n(e:z,mw _ _]) F;]( [+ )
1 e?iﬂz(eZiwnm _ 1) 6—22':-111:1: _1
= n(BZiwx _ 1) ( eime _ T oe—Zimm _
eHT (¥TnT o= _ 9y Dceos(2mnx) — 2  sin®(wna)
- n(e?ime — 1)2 ~ n(2isinmx)?  nsin?(xz)’
2t

Par continuité de K., Kn(z) = n si
positive.

. L, 2
Pour tout entier k, I'intégrale A
(z)dx = 1.

1
sinon. On en déduit que /{; K,

e = 1. La fonction K,, est bien

e 4 dr est nnlle si k # 0 et vant 1

Le changement de variable ¢ — 2 — y dans l'intégrale qui définit f,

conduit &

Ful) =f:1Kn(t)f(9: —t)dt = /01 K, () f(z — £) dt

car [ et K, sont l-périodiques. On écrit alors

fnl¥) —

/K () flz - Hdt -

- [

f(z) fu Koty

x—1) — f(r))dt.

Puisqne K,, est positive, on en déduit que

1
fnle) = £@) < [ Kult)lfta = 1) = f(a)jat

La fonction f est uniformément continye sur R, puisque contime et 27-

périodique. Pour £ > 0, soit n € ]

| —y| <5 On a alors
| Kal0l(7( = 1) - @)t <

Ka®I(flx =1} = flz

J1-m

Wde =

<
41

0. { tel que 1f(x) — Fl¥)] < ¢ si

/ K. (0)dt <

/1 K, ()t < e

0

1

1 Ku()(flx —) = f(z = 1))|dt
-7

K,(Odt e

—n
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On majore ensnite I'autre morceau d’intégrale. Ponr ¢ € [n.1 — 7], on a

.
Ko (t) = sin“{mnz) 1 < 1

nsin’{nt)  nsin’{mt) nsinz(rrn)‘
On en déduit que

1—= . 2(|F|lse

n nsin*(my)

Cette derniere quantité tend vers ¢ quand n tend vers +oo. Elle est
inférieure a £ si n est supérieur & un entier natnrel ny. On a alors, si
n z ng, |IF, ()~ F{z)} < 3¢, pour tont réel z. La suite (F,, ) nepr cotlverge
done nniformément vers F sur RB. <

Les exercices suivants s'intéressent & des questions de nature topolo-
gique sur lespace des fonctions conlinues 2w-périodiques. les deux pre-
maers ¢ des problémes de complétude,

4.32. Compiétude pour la norme quadratique

Soit E I'ensemble des applications de R dans C continnes et 27-
périodiques, On munit E du produit hermitien défini par

2r

{(f.9)= A Fitdg(t) dz.

E est-il complet. 7
{Ecole polytechnique)

> Selution.

On note || ll2 la norme issue de ce produit hermitien, La réponse est
négative. Une suite de Cauchy de E peut, par exemple, converger au sens
de la norme |} ||2 vers une fonction non continue.

Soit f uue fonction de R dans C, 2w-périodique. continme par mor-
ceanx, et pour laquelle il existe au moins un point 2o €]0,27] en le-
quel la limite a droite differe de la limite & gauche. Notons S, les
sommes partielles de sa série de Fourier. On a, pour 0 < n < m,
S Snllg = Y |a(H* Lasérie Y lex(f)]? étant convergente,

RCZ
a<|k|gm

on en déduit que {5,) est une suite de Cauchy. On sait que (8,,) converge
vers f au sens de la normie || 2. 5i la suite (S,,) convergeait vers une fonc-

2n .
tion g de E, on anrait || f — g|l2 = 0. ¢’est-a-dire /0 [£() — g(t)|* df = 0.
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Cela impose que f(t) = g{t) en tout point ¢ ot f est continue. Mais
alors, les limites de f & gauche et & droite en xp valent toutes les deux
g(zo) ce qui contredit Phypotheése faite ci-dessus. <

Bien enfendu il est possible de donner une solution de cet exercice
n'utilisant pas du tout 'enalyse de Fourier.

Dans Vénoncé qui suil on &'intéresse @ l'espace des fonclions conti-
nues 2n-périodiques dont la série de Fourier converge absolument et on
montre qu'il s’agit d’une algébre de Banach.

4.33. Founctions dont la série des coefficients de Fourier converge
absoplument

Soit B ensemble des applications continues 27-périodiques de R
dans C telle que la série 3" ¢, (f) soit absolnment convergente (les
¢n(f) étant les coefficients de Fourier de f).

1. Montrer que B est un C-espace vectoriel et que tout élément
de B est. somme de sa série de Fourier.

2. Pour f € B, on pose ||f| = X len(f)]. Montrer gue Ton

nek
définit ainsi une norme ponr laquelle B est complet.

3. Montrer que (f, g) € B implique fg € Bet | foll <|lf][llg]l.
(Ecole polytechnigue)

> Solution.

1. Mentrons que B est un sous-espace de |'espace vectoriel des fone-
tions continues, 2r-périodique de B dans €. Soit f et g deux éléments
de B, A un réel. On a, pour tout n € N,

ealf +9) =cnlf) tealg) et cn(Af) = Aen{f).

Par hypothése, les séries 3 ca(f) et ¥ c,{g) convergent absolument. Il
en est de méme de ¥ e, (f)+ eng) et 3_ Aen(f). On en déduit que f+g
et Af sont dans B. Ainsi B est un espace vectoriel.
Soit f € B. On pose, pour tout réel z, g(x) = Y o, (fle™”. La série
nez
qni définit g(x) est normalement convergente sar R, par hypothese. La

fonetion g est done définie et continue sur R. Calculons ses coefficients
de Fourier. On obtient, pour tout k € Z,

o) =5 [ %

. . 1 2

ifn—k)x 1., — / iwn—k)w
Cn > lr = — L fle dx
enl e = X o [T ets)
= ol f).

nes
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Pinterversion de Vintégrale et de la sommation étant justifiée par la
convergence normale de la série. Les fonctions f et g ont mémes co-
efficients de Fourier. Les coefficients de Fourler de f — g sont done nuls.
La formule de Parseval domne done /(; o |f(x}—g(z)|*dz = 0. La fonction
f — g étant continue, elle est nulle sur [0, 27| et donc sur R tout entier,
On a done f = g et la fonction f est égale A la somume de sa série de
Fourier.
2. Pour fet gdans Bet Ac R, on s

If+ gl =3 lealf + 91 € 37 [eal £ + 3 lealgd] = 151 + llgl et

nes nez neZ
IAFI =2 lea DN =3 IAllen (= IAILAI-
neZ nel

Par ailleurs, ||f|| = 0 impliq1lez) pour tout n € Z, ¢,(f) = 0 et dong,
d’aprés la formule de Parseval, /{; -t |F(2)?dz = 0. La fonction f étant
continue, elle est nulle sur [, 27] et donc sur R. On a done bien défini
une norme sur 5.

Montrons que B est complet pour cette norme. Soit (fr)ker une suite
de Cauchy de B. On a, pour tout n € Z et tout (k, ) € N2,

len(fr) — en(Fo)l < N e — fell-

On en déduit que. pour tout n € Z, la suite (c,(fz))kew est de Cauchy.
Elle est done convergente, puisque C est complet. On note ¢, sa limite,

Montrons gue Y |e,| converge. La suite {fi) est bornée puisqu’elle
converge, Soit M > 0 tel que || fi|| < M, pour tout k € N. Pour N € N et
keNyona 5 |en{fi)l € ||fell € M. En faisant tendre % vers Pinfini,

frj<N
on obtient >° le,| < M. Ceci étant vrai pour tout N € N, on en déduit
In|<N
gue >_|cn| converge. Posons, pour tout x € Z, f{z) = 3 c,e"*. On

nef
montre, comme dans la question 1 qu’on définit ainsi une fonction f

continue sur R et dont les coefficients de Fourier sont les ¢,,.
hMontrons que fa suite {fi)ren converge vers f. Soit € > 0. Il existe
ko € N tel que ||fr—felf = V‘ |r,n(jk)—cn(fg)\ L esik, £ = ky. Pour tout

NeNonaalors > |cn(f Y—¢n(fe)| € e. En faisant tendre € vers +o0,

[nl<N
on obtient Y le,(fi) — ca| € £. Ceci étant vral pour tout N € N, on
{n|<N
en déduit que 3 |en(fi) — calfe)| < &, Cest-b-dire que [|[fx — f|| € ¢
TEC

ceci pour tout k = ko. Cela montre que (fi) converge vers f.
Tout, suite de Cduchy de B est convergente. L’espace vectoriel normé
B est complet.
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On peut rédiger cela bien plus rapidement si on sait que £1(Z, C) Ues-
pace des suites sommables u = (Up)necz de nombres compleres muni de
la norme ||ully = Y lug) €3t un espace de Banach. En effet, Uapplication

ne&
qui o f € B associe la suite (cn(f))nez €st un isomorphisme d’espaces
vectortels normés,

3. Soit f et g deux éléments de B. On a, pour tout z € R,

f(w) == Z C'n,(_f)eéni ct glz) = Z Cn(g)ei"‘”,

neh nek

Ces deux séries sont absolument convergentes. La série double Y a,
définie par an m = €, (f)e™ cm(g)e™* est donc sommable et sa somme
est f(x)g(x). D’apreés le théoréme d’associativité, on peut sommer pour
m +n = p et écrire

flz)g(e) = Z ( Z cn(f)einzcm(g)einu)

peZ \mitn=p

= Z( > cn(f)cm(g)) e

peZ \min=p
Posons, pour p € Z, a, = Y. ¢a(flem(g). Montrons que les a,
mtnep

sont les coefficients de Fourier de fg. Les séries D e, {f)] et X e, (g)]
convergent. On en déduit que la série double ¥ |en (f)l|cm(g)] est som-
mable de somme ||f}l]|gll. Comme précédeminent, on peut écrire

IAllgll =3 ( > lcn(f)llcm(g)l) -

pEZ \min=p

Comme |ap) € 30 |ea(Fllem(g)], on en déduit que la série 3 |u,|
mtn=p B
converge. Sachant gue, pour tout z € R, on a

f@)gla) =3 ae™™

peEZ

el que cette série converge normalement, on en déduit, comme dans la
question 1, que les a, sont les coefficients de Fourier de fg, puis que fy
est dans B.

Eunfin, par définition, on a

Ifgll =2 lapl <3 ( > Icn(f)lcm(g)l) = [lfllgll-

PEE pEL \m+n=p
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La derniére question de Uexercice monire que B est une algébre de
Banach.

Il west pas du tout évident de caractériser Vappartenance d’une fone-
tion ¢ B par des conditions de régularité. Lexercice suivant donne une
condition suffisunte : une fonetion a-héldérienne avec o > 1/2 est
dans B. Ce résultat est di & Bernstein.

4.34. Convergence de la série de Fourier d’une fonction o-héldérienne

Soit f une application 27-périodique de R dans €. On suppose
qu'il existe M > 0 et o > 0 tel quon ait, pour tous réels x et ¥,
flz) — fly)] € Mz — y|* (on dit que f est o-héldérienne).

1. Montrer qu’an voisinage de oo, ¢cu(f) = O (L)

||
2. Montrer qu'il existe K > 0 tel que, pour tout h > 0,

> Jea(£)I? sin® nh < K|B22.

neh

3. On suppose o > % Montrer que la série de Fourler de f est

absolument convergente. Quelle est sa somme ?
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. 1l résulte de I'hypothése que la fonction f est continue sur R. Soit
I > 0. Considérons les coefficients de Fourler de la fonction fn, définie
par fy(z) = flz +h) — f(z — k), qui est continue et 27-périodigque. On
obtient, pour tout n € Z,

en(fu) = % (/O ﬂ(f(a: + h)e~ " dg — fo w(f(a: - h)e_mxdgg)

= (e — e=™MYe, () = 2isin(nh)ea(f).

De I'hypothése, on déduit alors que

1|2 .
2 sinnhl|c, ()] = 5 fo (Flz+ h) — flz — B))e "*dz
1 297
< ﬁfo F(x+h) — f(z — h)ldz

1 2T
< — | M(2h)® = M{2R)*,
o | wien® =)
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s 1 .
En particulier, en prenant b = m on obtient, pour n € Z*
M 2o
c L —
lend Il < 2sinl |n|*’

ce qui démoentre le résultat voulu,
2. On écrit la formule de Parseval pour f;,. On obtient

27
> " dlen(f)P sin*(nh) = % fo |f(z+h) — flz — h)|°dz.
ned

Mais on a, par hypothese

1 2w 1 2w
27 fo |f(+ 1) = flo—h)*dz < %fo M|2h|2da = M|2h/2,
Finalement, on obtient

37 len{f)]? sin® (nh) < M2%2 B)2
ncz
ce qui est I'inégalité voulue avec K = M22¢—2,

3. 1l faut démontrer la convergence de ¥ |c,(f)], en utilisant la série
précédente pour une valeur bien choisie de i. Etant donné la présence
de carrés, on songe a utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

On a pour N € N*,

(Z Cn(f)i) = (Z lcn(f)lsiﬂ(nh}——l—)

e et sin(nh)
P ns£0
1
< |cn(f)|23in2(nh) —_—
- |§N \HIZSN sz(nh)
) ns£0
1
< K|h% —_—,
< K[| WZSN sinZ(nh)'

g€l

ol h est choisi de telle maniére que sin{nh) # 0si jn| K Net n # 0. 11

fant ensuite majorer . On peut par exemple prendre h =

sin®{nh) 2N’
anquel cas nh est dans | — %, g [, pour tout n. Compte tenu de I'inégaliié

. 2 .
sinz 2 }x, pour z € [0, %], on obtient

2
2 2 + oo
i 20 T 1 Kn o, o 1
> lenlf)]] <Kh T > nZh? S5 h= ZF
\11|#_<\0N \ZEON n=1
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Quand N tend vers +o00, h tend vers 0 et si o < I le membre de droite de
Vinégalité tend vers +oc. On ne peut rien en conclure. Si o > 1, il tend
vers (), ce qui signifie que 3. |en(f)] = 0 et donc ¢, (f) = 08l n # 0.

neCL*
Ceci était prévisible car si on fait tendre v vers x dans la relation fournie

par P'énoncé, on obtient f'(x) = 0. La fonction f est donc constante.
Nous allons améliorer ta méthode proposée en faisant varier h avec n.

Plus précisément, nous allens considérer ¥ len(f)| et prendre
2N€\n\<2N+1

alors h = 2N—TL:, . On obtient, comme précédemment
2 K2
T s 1
> lelnl) s=R 3
2N || 2N+ N <N+l

2
. . . . N 1
La derniére somme contient 2V termes inférieur & (ﬁﬁ) . Elle est

ki

o7z O obtient

inférieure a QLN En remplagant A par sa valeur

2
Kﬂ'g ,‘,1.205—2 1 K’
( Z len{f)} < 9 9(N+2)(20~2) 9N < IN(2a—1)’

2N || 2N +1

oll K’ = QI((TZ::E—) La série Z W
on en déduit que 3 |e,{f)| converge. La série de Fourier de f converge
donc nermalement.

Sa somme he peut &tre alors que f. En effet, si on considére la fonction

g définie par g{z) = Y ¢,(f)e™", celle-ci est continue, car la conver-
ned

est convergente, car 20— 1 > 0,

gence est norinale et ses coefficients de Fourier sont les ¢, (f) (pour les
calculer, on peut intégrer terme A terme, puisque la, série converge norma-
lement). Les coefficients de Fourier de f — g sont donc nuls et la formule

de Parseval montre que f;ﬂ |f(2) — g{z)|*dz = 0. Les fonctions f et g
étant continues, on en déduit que g = f. «

Notons que ce résultat est en un sens optimal. Il existe en effet des
fonctions 1/2-holdériennes dont la série de Fourier w'est pas absolument
convergente,

Lexercice suivant décrit les formes lindaires continues sur espace
préhilbertien des fonctions continues 1-périodiques.



4.35. DUAL TOPOLOGIQUE 355

4.35. Dual topologique

Soit E Pespace des fonctions 1-périodigues, continnes de R dans
C. Soit A une forme lindaire sur E continne pour la norme || ||2.
Montrer qu’il existe une suite complexe (a,)nez telle que > |a.|?
converge et

+o
VFEE, A(f) = anculf).

—0

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
Soit A une forme linéaire sur E, continue pour || ||. Pour tout n € Z,
on note e, la fonction t — %™ ot a, = A(e,). On sait que la famille

(€, )nez est orthonorinée.
N
Soit f €E. Pour Ne N, on pose Sy = > c¢p{f)es. On sait que la
n—=-—N
suite (Sn)nzo0 converge au sens de la norme || ||z vers f. On a done, par
continuité de A,

N :
Mfy = lim ASy) = Lim > ancalf).
n——N

La série 3 anc,(f) converge car, pour 0 £ m < n,ona

A (i Ck(f}ek)

k=m

kol

Z cr(flew

k=m

< M

Zﬂka(f)‘ =

m

2

< A

k13
et Y |ex(f)|? tend vers 0 quand m et n tendent vers +o0, car la série
K=
S len(£)|? converge. Aimsi, la série Y agcr(f) converge. On montre de
méme que la série »_ a_pc_,(f) converge. On peut donc écrire

400

)= D ancnlf).

n=—0C

I reste & démontrer que 3" |a,|? converge. Pour N € N, on considére la
N
fonction fy = Y. Gnen. On a, d'une part,
n—=-N



356 CHAPITRE 4. SERIES DE FOURIER

N N

Mfn) = Y @ilea) = 3 janl® = [Mfn)|

=N n=-—N

et d’autre part

(AT < AN sz < A

On en déduit que

N
> a2 < gAML

n=—N

Cela étant vrai pour tout N € N, 3 |a, |2 converge et

oG

Y a2 <AL <
n=—x2
o0
On peut en fait montrer que |A) = > anl? = |{an)|lz (norme
n=—0

dans £3(Z)). En effet, pour tout f € E, on o d'aprés Uindgalité de
Cuitchy-Schwarz et lo formule de Parseval,

oC oo

|ACS)] < Z || Z |en |2

N=—0cC N=—00

< (e 2 |1 £z

et done | A < li{an)ll2-
Réciproguement, toute suite (ay) de £5(Z) définit une application

400
lindaire continue de E. On pose pour tout f € B, M(f) = 3. anca(f).

T=—00
Comme (co(f)) € f2(Z), Y lancy(f)l converge d'aprés Uinégalité
de Cuauchy-Schwarz et A est bien définie. On montre en reprenant
lo deémonstration précédente gue A est continue et Al = ||(a.)|z
Lapplication (a,) € €2(Z) — A € L(E.C) est linéaire et surjective.
Elle conserve lu norme donc elle est injective.

Nous avons vu Uimportance de la convolution dans les problémes
d approzimation (exercices 4.26, 4.27, 4.29 et 4.31). Le dernier exer-
cice de ce chapitre étudie les propriéiés des opérateurs de convolulion
fr— k[, définis sur ['espace vectoriel E des fonctions continues de
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R dans C, 27-périodiques, muni de la norme de la convergence quadru-
tique . compacité de Uopérateur, propriété des éléments propres. Un bon
cadre powr lo définition des opérateurs compacts est celui des espaces de
Hilkert (ce que n'est pas B, d’aprés exercice §.32; i faudrait se plo-
cer dans le complété de EJ. Les prapriétés spectrales démontrées dans
la question § sont générales. Si L est un opérateur compact entre deur
espaces de Hilbert, Uensemble des valewrs propres est soit fini, soit une
suite convergeant vers 0, et tout sous-espace propre relatif & une valeur
propre non nulle est de dimension finie.

4.36. Opérateurs de convolution

On considére 'espace E des fonctions continues de R dans € ot
27-périodiques wumni de la norme || |2 de la cowrvergence quadratique.
Pour £ € B, on pose, pour toute fonction f de E,

2

™
K)oy = [ k-0

1. Montrer que K est un endomorphisme continn de .

2. Déterminer les coefficients de Fourier de Kf.

3. Compacité de Uopérateur : montrer que si (frn)nen ost une
suite bornée de E, on peut extraire de (K f,)nen une suite conver-
gente.

4. Montyer que tout espace propre antre que le noyau de K est
de dimension finie.

5. Plus généralement, seit. L un endomorphisme continu de E
tel gque pour toute suite bornée { fu)aew de E on puisse extraire de
(L f)nen une suite convergente.

a. Montrer que tout sous-espace propre autre que le noyau de
L est de dimension finie et que 0 est valeur d’adhérence de toute
suite (A )pen de valeurs propres deux & deux distinctes.
b. Conciure que toute suite (Ap)nen de valeurs propres de L
deux & deux distinctes converge vers 0.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.
2T
1. On rappelle que la norme || ||2 est définie par || fil = /0 [f12.

On recounait dans Kf le produit de convolution de k ot de f. Les pro-
priétés en sont classigques .
De la continuité de la fonction (z, ) — k{x —#) f(#) sur R*, on déduit
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que Kf est continue sur R; elle est aussi 2r-périodique car & lest. La
fonction K f est donc un élément de E.

Il est clair que 'application I est linéaire. Reste &4 montrer gu’elle
est continue, En appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient,
pour tout réel x,

27 2
KFP < [ ke 0P [ pokar

Puisqnre k est 2r-périodigue, on a
2T x 27
| we=nra= [ pwPa= [ koPa = 2.
] S -2 a

On a donc [Kf(x)* € ”k“; || £|i2, pour tout réel x et en intégrant,
2 ., 2 st s s ;
K S5 < 2m K3 1f113, cest-a-dire [[Kfll, < v2m [kl /], .

L'endomorphisme K est continu et K|} < 27 ||k||,.

2. Pour tout élément f de E, on note ¢, (f) (n € Z ) les coeflicients de
Fourier de f. Pour calculer les coefficients de Fourier de K f, on appligque
le théoréme de Fubini, Pour tout n € Z, on a

1 2

Y A Kf{z)e "™ dz

% L 7 ( fo o — t)f(t)dt) e i dz

L fk{x—t),f(t)e**"fdxdt
27
[0,27]2

2m 2w .
72_1; L ( fO k(;ct)e””dx) fE)at.

. . 27T .
k(z —t)e” " dy = e / E{z —t)em @t dy
0

ca (Kf)

On transforme
2w

4]

2w . )
— e)t'n.i.f k($)€_””;d$ _ 2’1T671nt8n(k)
0

et on obtient finalement ¢, (Kf) = foz7r en (k) f(E)e M dt = 2me, (k)en ().

3. Remarquons que si la suite (f,) converge vers f, alors chaque
suite (¢(fn))nen converge vers ¢,(f) : en effet. on a d’aprés le théoréme
de Parseval

olfa) = (NP < X lealfn) = cal P = 5~ B =, 0 O

=) n— -+
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De plus, par continuité de K, la suite (Kf,) converge vers Kf et
ses coefficients de Fourier sont égaux & 2wcp(k)ep(f). Cela nous indigue
comment choisir les coefficients de la valeur d’adhérence de la suite (K f,,)
dans le cas général.

Soit (fn)new une suite & valeurs dans E, majorée en norme
par M. D’aprés le théoréme de Parseval, on a pour tout n € N,
Zz &cp(j"n)|2 = 517; ||fn&|§ < 517; M2. Pour tout p € Z, la suite (¢,(fn))nen

Pe
est bornée donc posséde une sous-suite convergente. Un procédé diago-

nal fournit une sous-suite (f,(n))nen telle que pour tout p de Z, la suite
(cp(fo(n))Inen converge (le lecteur pourra se reporter a l'exercice 2.34

pour une présentation de ce procédé). Notons ¢, = liI}_l ep(fom))- On
n—r-40oo

a alors, pour (n, po) € N2,

Po +o0

1
Y ool € D2 Helfom) € §;M2x
P=—p0 p=—co
Po 1
En faisant tendre n vers +o0, on obtient Y. |¢p|* € o M2,

P=—p0
Posons, pour tout p € Z, d, = 2wcyc,(k). On obtient, pour tout
po € N, en appliguant 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

S it < 2m, | S lep 2 S lep(hy? < 20 IHIE g,

—Po o —=Pro ’ —Pa ’ h 2m 271' h '

La série de terme général |d,| est donc convergente. On peut poser,

pour tout x € R, g(x) = 3. dpe”P*. La série qui définit g converge
pEZ

normalement sur R, done ¢ est définie, continue et 27-périodique et ses

coefficients de Fourier sont les dy,.

Montrons que la suite (K £ () )nen converge vers g. On a, pour n € N,
2
2
Hngo(n) - 9H2 =21 Y |ep(Kfp(m)) — colg)l
pEL

=2z Z lcp(wa(n)) - dP|2

pEZ

= (2m)° D _ lep(B)Plep(Fpimy) = ol

pEL

2 2
On sait que pour tout (n, p) € NXZ, |ep(fn)|? < l;/'[—ﬂ et donc |, | < %{-
On a alors, pour tout pg € N,
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K =gl < 2007 35 ten Bt fytny) = o

P=—Po
3 5 | 2M*
+n) | X fem) | 5
m
pEZL
ipl>pa
. 2
Etant donné & > 0. on choisit pg € Z tel que 87°M? 3 e, {k)|? < %
PEZL
{pi>po

ro
Puisque n_lil}_lm(g,fr)s > leplk)Peplfomy) — l? =0, il existe ng tel
P=—"ro
0
que pour n > no, (21)° X ep(k)lep(fany) = 6pl* €
P=—Po
enfin, pour # = np, Koy —gllz < &

Conclusion. La suite (K fp(ﬂ))nEN Cconverge vers g powr la norme
| l|z. On a extrait de (K fy,)new une snite convergente.

Un opérateur K tel que, si (fn)nen est une suite bornée alors on
peut exiraive de (K fo)nen une suite convergente est appelé un opérateur
compact.

4. Déterminons les valeurs propres et les sous-espaces propres de K
afin de montrer que les sous-espaces propres autres que lo noyan sont de
dirnension finie. Soit A € Sp(K) et f # 0 tel que Kf = Af. On a alors
pour tout p € &, ep{Kf) = Aep(f} = 2mep(K)ep{f). Si A # 2me,(k), alors
cp(f) = 0. 8i pour tout p € Z, X # 2zc,(k), alors |[f|5 = 3 lep(f)2 =0

pET

5'2
5 On obtient

et f =0: A nest pas valeur propre. Onr en déduit que
Sp(K) C {2ne,(k).p € Z}.

Soit une valeur propre A nou mille de K. On considére Pensemble
Ay = {pEZ.CJP(k)= QA} D’aprés ce qui précede, il n'est pas
Yil

vide. Comme ¢,(k) tend vers 0 lorsque [p| tend vers l'infini, il est
nécessairement fini.
Soit f un vecteur propre relatif & la valeur propre A. Si p Z Ay,
alors ¢,(f) = 0. Soit I'édlément de E défini par g{z) = 3 op(fle'F* et
PEAL
I = f—g. En distinguant les cas m £ Ay et m ¢ Ay, on montre que, pour
tout m € Z, ¢ (h) = 0. On en déduit que [|f]]2 = 0 et doue b = 0, c’est-
a-dire f = g. La fonction f est égal & la fonction z —— 3 e, /e,
PEAS
Réciproquement, toute fonction f de la forme & — I ¢,e ol
pPEA
les ¢, sont des nombres complexes quelconques, vérifie que Kf = Af.
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On conclut done que X est valeur propre de K et que le sous-espace
propre correspondant est engendré par les fonctions  — e* (p € Ay).
11 est donc de dimension finie.

5. Dans cette question, L est un opérateur compact quelconque de E.

a. Soit A une valeur propre non nulle de L et E Pespace propre cor-
respondant. L'espace vectoriel E est muni du produit scalaire défini par
(f,9) = /Dz" 19, dont est issue la norme || Jlo. Si Ex n'est pas de dimen-
sion finie, ou pent trouver dans Ej une suite (f,)nen de vecteurs formant
une famille orthonormale. Les vecteurs f,, sont unitaires, donc la suite
(fa)nen est bornée. On peut extraire de (L fn)new une suite (Lf,(n))nen
convergente. Par définition, on a pour tout n € N, fom) = %wa(n). On
en déduit que la suite (i) )nen est également convergente. Soit f sa li-
mite. Par continuité de la norme on obtient | f||2 = 1. Mais d'autre part,
on & pour tout (n,p) € N2, (fun)- foim) = 0. Par continuité du produit.
scalaire, on en déduit, en faisant tendre n et p.vers 400, (f, f) = 0 et
done |[f|j2 = 0. Nous aboutissons & la contradiction voulue. Tout espace
propre distinct du noyau est donc de dimension finie.

1l cette de ion générale s'appliquait dans la
question précédente, mais dans ce cas particulier, il élait possible de
déterminer les espaces propres.

Soit (A )nen une suite de valeurs propres deux a deux distinctes.
Montrons que 0 est valeur d’adhérence de la suite (A, )nen. Pour tout n,
considérons un vecteur propre f, associé a la valeur propre A,. Posons
X, = Vect(fo. f1,---, fn). Les valeurs propres étant toutes distinctes,
(fo, f1,- .., fn) est une base de X,. Soit (€n)nen la suite obtenue en
appliquant & (fa)nen le procédé d'orthonormalisation de Schmidt. Si
n € N* | alors il existe an, € Ret g, € Xyt tels que e, = @y fn + gn. On
aalors Ley, = a, A, fo+Lgn ; par construction Ly, est dans X,_, et donc
Leé, — An€y est dans X, 1. Soit maintenant n et m tels que 0 < m < n.
OnaLe, - Apen € Xy, Loy — Apem € Xipoy C Xy b e € Xt
On en déduit Len, — Ane, —Ley, € X, Ce vecteur est donc orthogonal
4 ep, ce qui domme A, = (Ley, — Lep, €,) et donc |Ay| < [|[Len — Lenffa.

La suite (e }Jnen étant bornée, on peut extraire de (Len )nen une suite
convergente (Lem))nen. Pour 0 <m <n, ona

Dol € ILepm — Legonylla-
Lasuite (Le, () )nzn étant de Cauchy, la snite (Aym))nen converge vers 0,
qui est donc valeur d’adhérence de la suite (An)new.

b. Supposons que (An)nen est une suite de valeurs propres deux &
deux distinctes qui ne converge pas vers 0. 1l existe donc & > 0 et une
suite extraite (Ny(ny) telle que | A, 2 € pour tout n. Mais alors 0 ne
peut pas étre valeur d’adhérence de cette suite (Aw(,,)J ce qui est absurde
d’aprés la question précédente. <t



362 CHAPITRE 4. SERIES DE FOURIER

Le lecteur trouvera encore quelques belles applications de la théorie
des séries de Fourier (par ezemple Uétude de I'équation de la chalewr)
dans le troisiéme tome d’analyse.
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