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Introduction

Clel ouvrage est le premier des six tomes d’un recueil d’exercices de
mnlhématigues destiné 4 la préparation des oraux des concours d’entrée
s [coles normales supérieures et & 1Tcole polytechnique. Trois vo-
[y seront consacrés & 'algébre et trois & 'analyse.

L vocation premidre des Ecoles normales est de former des cher-
clwnrs ou des enseignants-chercheurs. Le concours d’entrée vise done
n détocter les qualités scientifiques du candidat, son aptitude & la re-
vherche, A Loral, on jugera avant tout la capacité de prendre des ini-
tintives, d'utiliser une indication, de mener 3 bien une démarche. On ne
mera pas surpris que les exercices posés aient un contenu mathématique
tiche, qu'ils solent trés éloignés du simple exercice technique, d’appli-
rolion du cours, qu’ils soient souvent difficiles, Ils visent la plupart du
lemps & la démonstration d'un résultat mathématique significatif, Tls
pourraient apperaitre excessivement difficiles, si on perdait de vue le
tléroutement concret de I'épreuve. L'oral des ENS est un long dialogue
{I’épreuve dure environ cinguante minutes, comme d’ailleurs & I'Ecole
polytechnique) entre le candidat et 'examinateur, qui tout au long de
['¢preuve fournit des indications, quand c’est nécessaire, pour relancer la
réllexion du candidat et tester ses réactions. Il est d’ailleurs impossible
de rendre pleinement compte dans un recueil d’exercices du caractére
oral de Pépreuve.

L'Ecole polytechnique, quant & elle, est plus généraliste. Les exercices
posés au concours sont de facture plus classique et, en régle générale,
I'cxaminateur intervient moins. C’est au candidat de montrer sa maitrise
¢«In programme dans la résolution d'un exercice dont la difficulté est ce-
pendant tres variable. Certains sont proches des exercices d’ENS. Les
énoncés circulent d’ailleurs d'un concours & ’autre, ou peuvent méme
¢tre repris d’exercices d’Olympiades,

Les énoncés qui figurent dans ce recueil, ont été donnés entre 1994
ot 2006. Ils sont extraits pour 'essentiel des listes publiées chague année
par la RMS {Revue des mathématiques de lenseignement supérieur
aux éditions Vuibert jusqu'en 2003 et désormais Rewvue de la filiére
Mathématiques aux éditions enet) dont nous remercions les auteurs
pour l'aide précieuse qu'ils apportent ainsi aux éléves et aux profes-
seurs des classes préparatoires. Tl s’agit de versions communiquées par
les étudiants, reflétant la compréhension que ceux-ci ont eue de l'exer-
cice et le déroulement conjoncturel de leur oral, comme le montrent les
variations d’une année a 'autre pour un méme exercice. Nous n’avons
pas hésité & les modifier, pour rectifier des erreurs, compléter un énoncé



2 INTRODUCTION

quand manifestement l'exercice s'est arrété avant que le résultat que
I'examinateur avait en vue nhe soit atteint, ou ajouter des indications.

Nous avons choisi de laisser quelques énoncés «bruts», ceux pour les-
quels nous estimons qu'une démarche naturelle (qui peut étre longue et
ardue) permet de conduire A la solution. Pour d’autres exercices, nous
avons pris la liberté de rajouter des questions intermédiaires, qui auraient
pu étre celles posées par 'examinateur. Quitte & perdre en concision,
nous avons tem A rédiger les solutions les plus pédagogiques possible,
essayant d’exposer clairement les idées et démarches de raisonnement,
sans escamoter les détails on calenls qui peuvent paraitre évidents, Om
évite autant que possible 'introduction d'une astuce ou d'un objet ad hoc
permettant d’atteindre rapidement la solution. 8'il n'y a pas moyen d’ex-
pliquer l'origine de cette astuce, c’est que I'exercice est peu intéressant
et que I'étudiant en tirera peu de profit.

A Dintérieur de chaque chapitre, les exercices ont été regroupés
thématiquement et & 'intérieur de chaque théme, souvent par ordre de
difficulié croissante. Ainsi regroupés, ils apparaitront plus accessibles, car
plongés dans leur contexte mathématicue, éclairés par d’autres exercices
voigins. Les introductions historiques qui ouvrent chaque chapitre, outre
leur intérét propre, visent au méme but. Enfin, nous avons agrémenté
les énoncés de quelques remarques préliminaires. Sans faire de rappels
de cours systématiques, nous avons énoncé. voire redémontré, certains
résultats : lemnmes classiques, intervenant dans la résolution d'un grand
nombre d’exetcices, ou résultats au contraire & la lisiere du programme,
malis utiles, pour lesquels des éclaircissements étajent nécessaires. On
trouvera aussi des remarques de synthése ou des généralisations qui,
nous 'espérons, pourront amener le candidat curieux & approfondir ses
comnaissances. Les quelques indications bibliographiques ont le méme
objectif.

Le lecteur ne tirera, profit de ce livre que s'il cherche des solutions per-
sonnelles des exercices avant d’en étudier les corrigés, Une bonne connais-
sance du cours est indispensable. En effet, les théorémes du programme
fournissent bon nombre de schémas de démonstration. Rappelons aussi
quelques démarches générales qui peuvent faciliter I'appréhension des
exercices difficiles :

> létude de cas particuliers permet souvent d’entrevoir les idées
qu'il faudra mettre en ceuvre dans la résolution du cas général. Ce peut
étre 'étude du probléme pour les petites dimensicns, dans un exercice
d’alggbre linéaire, I’étude du probleéme dans Z pour un exercice ot il est
question d'un anneau quelconque... ;

> le renforcement des hypothéses peut aboutir & un probléme plus
simple : cas oll le corps est algébriquement clos, s'il est question d'un
corps K ou d'un K-espace vectoriel ; cas oi1 les matrices sont diagonali-



INTRODUCTION 3

sables dans un exercice d'algébre linéaire ; étude du cas ot la fonction f
est supposée dérivable au lien d’8tre seulement continue en analyse...

b parfois, 'étude de certaing cas particuliers permet d’atteindre le cas
pénéral : probléme linéaire qu'il suffit de traiter sur une base: passage
a1 cas général par des arguments de densité. ..

Au-deld des étudiants en classe préparatoire, ces ouvrages intéresse-
ront aussi les candidats au CAPES et & I’ Agrégation, qui y trouveront
matiére & réviser les principales notions du programme, ainsi que des
cxemples pour nourrir un développement pour leur oral.

Ce premier tome est consacré & l'algébre générale (combinatoire,
groupe, anneaux, corps. arithinétique, polynimes) et aux éléments de
base de l'algebre linéaire {espaces vectoriels, matrices). Il couvre de
maniére assez compléte le programme d'algébre des classes préparatoires
scientifiques et pourra déjh étre utilisé par des éléves de premigre annde.
La matiére des différents chapitres est assez classique, sauf peut-étre le
premier qui fait appel 4 des techniques assez diverses. Le second tome
d’algébre contiendra la réduction, algebre bilinéaire et mmltilinéaire et
la géométrie. Enfin le troisiéme et dernier tome d’algébre portera sur les
uspaces euclidiens, les espaces hermitiens, les formes quadratiques et la
géométrie.

Nous remercions André Bellaiche, René Cori et Rached Mneimné,
ainsi que nos éléves, pour leur relecture approfondie de I'ouvrage et leurs
nombreuses suggestions, tant sur le fond que sur la forme.

Outre les notations habituelles, indiquons que E{z) désigne la par-
lie entiere du réel z et que le cardinal d’un ensemble fini X est noté
indifféremment Card X ou |X|. Nous avons choisi de conserver la. nota-

tion de Pascal CX pour désigner les coefficients binomiaux plutot que la

. n
uotation anglo-saxonne ( A‘) .

Enfin, si vous souhaitez nous contacter pour nous faire part de vos re-
margues, vous pouvez envoyer un courriel i ’adresse fgn.cossini@free. fr.



Chapitre 1

Combinatoire

L’ Analyse combinatoire {(ou plus briévement la combinatoire) est la
purtie des Mathématiques qui s’occupe des configurations finies. Par na-
ture, elle intervient dans de nombreuses branches des Mathématiques :
arithmétique, théorie des grophes, théorie des groupes... Les techniques
ulilisées sont trés varides : séries généralrices, analyse asymptotique...

Les exercices qui suivent traitent essentiellement du dénombrement,
(i consiste d déterminer le nombre de configurations possibles d’un cer-
Lain type : nombre de bijections sans point fize d'un ensemble de cardi-
nal v, nombre de matrices inversibles de taille n sur un corps fini... A
la base du dénombrement se trouve [étude de structures élémentaires :
nombre d’éléments d'un produit cartésien, d’une réunion, nombre d’ar-
rangements, de combinaisons — qui ont donné leur nom & la combina-
togre.

La méthode la plus naturelle pour dénombrer un ensemble de configu-
ralions consiste ¢ établir une bijection entre cet ensemble el un ensemble
dont le nombre d’éléments est déjd connu. Mais ce n'est pas toujours
lo plus facile. Donnons un exemple ot il s’agit non pas d’effectuer un
dénombrement, mais d'établir une identité. Pour montrer que dans un
ensemble E, il y o autant de sous-ensembles de cardingl pair gue de sous-
ensembles de cardinal impair, on peut utiliser la formule du bindme de
Newton :

0=(1—1)"=Zn:(—1)’“0ﬁ: Sk 3

0 k pair k impair

On peut aussi établir une bijection enire l'ensemble des sous-ensembles
de E de cardinal pair et celui des sous-ensembles de cardinal impair,
par exemple comme ceci : on fize a € E; 4 A on associe A\ {a} si
A contient a, AU {o} sinon. De telles démonstrations ot les €galités
d’entiers traduisent des bijections entre ensembles finis soni appelées
tdémonstrations combinatoiress.

Dans les cas ot un dénombrement exact est impossible, on s’inté-
ressera & une évaluation asymptotique du nombre de structures.

Les ezercices proposés dans ce chapitre concernent des sujets trés
nariés et illustrent plusieurs techniques combinatoires importantes. Ils
sont en général assez difficiles.

Le premier exercice voit apparaitre la célébre suite de Fibonacei.
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Léonard de Pise, plus connu sous le nom de Leonardo Fibonacci est un
des rares mathématiciens du Moyen Age qui soit passé a la postérité.
C’est dans le Liber Abacci. éerit en 1202, qu’apparait la suite qui
porte son nom. Cet ouvrage remarguable, qui a introduit l'usage des
chiffres arabes en Eurape, réunissait presque toutes les connaissances en
arithmétique et en algébre de ['épogue. La suite de Fibonacci o révélé par
la suite de multiples propriétés extraordinaires. On la rencontre qussi
bien en botanique en comptant les pétales des fleurs ou les écailles
des ananas {c'est la phyllotazie), que sur les marchés financiers ot
les analystes graphiques essaient de s’en servir pour préveir Uampli-
tude des mouvements de hausse ou de baisse d’une action (ratio de Fi-
bonacci). Elle apparait dans lexercice suivant, qui fournit un premier
exemple de situation combinatoire 0d lon utilise un raisonnement par
récurrence. De telles situations se rencontrent chaque fois qu’il est pos-
sible de consiruire les configurations de rang n & partir de configurations
de rang inférieur, ce gqui est fréquent en combinatoire. Historiqguement,
c’est d’ailleurs pour donner une preuwve solide de la formule des combi-
naisons (donnant la valeur de CX) que Pascal a formulé pour la premiére
fois de facon claire le principe de la démonstration par récurrence.

1.1. Nombres de Fibonacci

Déterminer Ie nombre a., de manitres de recouvrir un damier de
dimension 2 X n avec des piéces de dimension 1 x 2. Montrer que si

27T 2
(Ecole polytechnique)

1 1 \/g -1
7 est assez grand, a, est la partie entiere de = + — (L) .

&> Solution.
On va effectuer ce dénombrement en établissant une relation de
récurrence. Les configurations ci-dessous montrent que a1 =1, 0 = 2 et

0.3:3.
n=1 =2

il=uhini==s
L || LA

On partitionne Pensemble des dispositions dans un échiquier de tajlle
n -+ 1 selon que la case (1,n + 1) est recouverte par un domino vertical
ou horizontal. Dans le premier cas il reste & recouvrir un échiquier de
taille 2 X n ce qu'on peut faire de a,, maniéres. Dans le second cas, le
domino qui recouvre la case {2,n + 1) est lui aussi horizontal et on a
ay—1 possibilités de recouvrir I'échiquier 2 x (n — 1) restant.
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ay, possibilités G- possibilités

[ ]
L]

l.a suite (a,) vérifie donc la relation de récurrence any1 = ap +ap—1.
O peut poser ag = 1 et on reconnait alors, & un décalage d’indice pres,
la suite de Fibonacci. L’équation caractéristique associée & cette suite

réenrrente linéaire est 2% ~ & — 1 = 0 et ses racines sont & = ! +2\/EA le
nnbre d'or” et — é On obtient alors, en tenant compte des conditions

initiales, la formule®

Al
(057 (55)

41
Comme %, — 2 4+ \/ig(l_!'z‘/g

cnliere de uy, est nulle pour n assez grand. Or celle-ci vérifie ’égalité

n+i
E(u,) = E (% + —1\/—5 (ljz—\/g) ) — Q.

1’011 le résultat de la seconde question. <

&

Bl

1

- ay tend vers %, la partie

Nous abordons maintenant le clossique probléme des dérangements
posé pour la premiére fois en 1708 par Pierre Rémond de Montmort dans
som livre Essal d’analyse sur les jeux de hasard : si n personnes quittant
une réunion, prennent au vestioire un parapluie au hasard, gquelle est
to probabilité pour que personne n'ast son propre parapluie ¢ Nous allons
uborder ce probleme de plusieurs maniéres différentes. Le premier énoncé
en propose une résolution élémentaire.

1.2. Nombre de dérangements (1)

P
1. Calculer > (—I)kCJfLCf;',"r pour 0 < p < m
k=0

1. Ainsi noté en honneur du grec Phidias (v® siécle avanf notre &re) qui décora
notamment le Parthénon.

2. Dite formule de Binet (1843) mais injustement déncmmée puisque Euler V'avait
déja découverte en 1765,
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2. Soit Dy le nombre de permutations de &, n’ayant pas de
n

point fixe. Montrer que ¥ CED, ; = n! (on pose Dy = 1).

k=0
3. Montrer que D,, = n! i (-1°
. Montrer g n = 7! Z w )
(Ecole polytechnique)
&> Solution.
1. Ona

4 4 Wi — k)l
Sk ke ik nlin — k)l
DDA =31 kl(n— &)\(p — k)l(n — p)!

k=0 k=0
z k k
=3 (-nFenct
k=0
Osipz1
—(w _ 132 —
=Ca(-1) —{ Isip=0

2. Soit n 2 1. Notons Py 'ensemble des permutations de S, ayant
exactement & points fixes. Il est clair que {Py,P1,..., P} est une par-

n
tition de S,,. En particulier n! = 3 Card(P). Nous allons mnontrer que
k=0

Card(Py) = C¥D,_i, pour tout k. On a par définition Card(Pg) = D, et
Card(P,) = 1 = C! Dy, car seule I'identité possede n points fixes. Pour
k 2 1, i élément de Py est parfaitement déterminé par le choix de ses
points fixes (Ck possibilités) et par le choix de la permutation induite sur
les n — k éléments restants (Dy,. x possibilités puisque cette permutation
est un dérangement d’un ensemble 4 n — & éléments). Remarquons en
passant que D| = 0 et que effectivement Pr_ est vide : une permutation
ne peut avoir exactement 7 — 1 points fixes! On a donc

nl = i CkD, 4 = i CkDy |
k=0 k=0

3. On part du membre de droite de I'égalité demandée. On a

w3 5F) = Senretn-n - Serer e,
=0 . v

k=0 p=0

en remplagant le terme (n—k)! par la formule obtenue dans la question 2.
En échangeant I'ordre de sommation, on obtient gréce 4 la question 1,
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o(E )5 (Beretern o, -

k=0 p=0 \k=0

{Ine seconde possibilité, pour aboutir directement & cette derniére
relution, consiste & uliliser lo formule du crible (celle-ct est rappelée
dans o solution de Uezercice 4.33). En effet, si on note U; Pensemble
des permutations de S, fizrant Ventier 4, pour 1 € i € n, on oblient

n
D, =mn!- Card(U U,;). Le cardinal de la réunion s'évalue alors facile-
i=1
ment 4 aide de lo formule du crible. Nous invitons le lecteur & achever
e enlcud,

Dans Verercice suivant, [utilisution des séries entiéres fournit une
troisieme voie pour inverser le systéme linéaire donné por les relalions
i la question 2 ci-dessus et obtenir la formule de la question 3.

1.3. Nombre de dérangements (2)

On note toujours D,, le nomhbre de permutations d’un ensemble

hun éléments n'ayant pas de point fixe.
n

1. Calculer Y CED;.
k=0 +00 [y,
2. On considére la série entitre > ol
k=0 4
génératrice exponentielle de la suite (Dy)nexn). On note D sa somme.
Minorer son rayon de convergence R. Calculer D{z} pour |z] < R.
!

. {on Yappelle série

3. En déduire que Dy est la partie entigre de ;’ + 3
(Ecole polytechnique)

[> Solution.

T
1. Voir la solution dans I'exercice précédent : 3 CEDy = nl.
k=0

Dy
k!
définissant D(z) est supérieur ou égal & 1.
Pour calculer D(z) on utilise la relation précédente. Elle peut s'écrire.
k23 L
pour tout n € N, n! = kgo k'(%lfk)‘ Dy, ou encore 1 = k{:@ %ﬁ (h——lk_j*
On reconnait le coefficient d’ordre n du produit de Cauchy des séries

2. On a évidemment 0 < < 1, donc le rayon de la série entiére

1
entigres 3 %ﬁ ket 3 2 2% On en déduit que pour |z| < 1,

+0 1
D z — TE —
(z)e Z z -

n=0
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d'oil V'on tire, D(z) = le—: (c’est ici que s’effectue |'inversion). 1l ne
reste plus qu'a développer en série entiére pour obtenir Dy. On a, pour
+00 ¢ 14k
tout z € €, e7% = 3~ ( klr) 2%, 11 en résulte que pour tout k& € N,
k=p
= }: - (Pest bien le résultat obtenu dans 'exercice précédent,
+x _np
3. On a, d’aprés ce qui précéde, é =3 ( plr} = % + Ry, on
P:(] ’
RS G O X 1)1’
Ry = % . Ainsi, = 5 = Dy + + k'R;. La série }:
p=k-+1 € *
vérifiant le critere des séries alternées, on sait que |Rx| < (E%l)' Pour
1 1
> 1 IR« 1 <L
k21, on a donc [kIRg| < P < 3 et donc
kool
Dy =E (7 + -—) \
e 2

La formule est par ailleurs aussi vérifie au rang k& = 0. <

Remarquons que la proportion de dérangements % tend vers le

nombre 1 = 0,368... lorsque n tend vers Uinfini. En particulier le rayon
de comergence de la série entiére D ci-dessus est e,

Dans Uexercice suivant on établit de maniére combinatoire, une autre
relation de récurrence gui permet le calcul de D,,.

1.4, Nombre de dérangements (3)

Les nctations sont les mémes que dans les deux exercices
précédents,
1. Etablir, par une preuve combinatoire, que pour tout n = 2,

D'n+1 = ﬂ.(Dn —+ Dn—l)-

2. En déduire que pour tout » > 2, D, = nD,_1 + (—1)™
3. Retrouver la valeur de D,,.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. Soit D, l'ensemble des dérangements de [1,n]. Si 0 € D,y;.
I'image de n + 1 par o est dans [1,n]. Pour tout & € [1,n], on note
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I'; 'ensemble des éléments ¢ de D4 tels que o(n + 1) = k. Les Fy
jpartivionnent Dy .

Nous allons prouver que le cardinal de Fy, est égal 4 Dy, + D3 quel
ijne soit Pentier A& On fixe done k& et on partitionne Fg en deux : Gy,
elisigne ensemble des 0 € Iy tels que a(k) = n+ 1 et I désigne le
complémentaire de Gi dans Fy. Il est clair qu'un élément de Gy est
pnurfnitement déterminé par sa restriction & ensemble {1,... k- 1,k +
I,...,n}, cette restriction devant étre un dérangement. Il en résulte que
{wril(Gg) = Dp_y. Cherchons maintenant le cardinal de Hy,. Soit o € Hy.
AMors o7 (n+ 1) # k. Considérons le dérangement & de J1,n] défini par
n(i)=a(@) pouri # o n-+1), et (o~ (rn+1)) =k (on a simplement
weonrt-circuité» n + 1). Il est clair que application de Hy dans D, qui
n o associe & est bijective de sorte que Card(Hi) = Dy. On obtient
dime Card(Fy) = Dn—1 + Dn, pour tout &, ce qui donne la relation de
FeClITENCe Dn+1 = H(Dn + Dn—l)-

2. On effectue une récurrence sur n, le résultat étant vrai pour n = 2
puisque Dy = 1 et Iy = 0. Supposons la formule vraie au rang n. On a
alors

Dny1 = n(Dy + Dpoy) = nDy, + nDpy
= 1Dy + Dy, — {(~1)" = (n+ 1)D,, + (-1)"2,

e qui est la formule au rang 7 + 1.
3. En divisant la relation précédente par n! il vient, pour tout n = 2,

D Do + (-1 . En sommant cette relation pour les indices
S Fo ) TR
2,3,...,n, on retrouve la formule
n k
(=1)

Notons que les relations des questions 1 et 2 s’obtiennent focilement
o portir de la série entiére D de Uexercice précédent. Il suffit pour cela
de dériver lg relution (1 — 2)D(2) = e™*. Dans son ouwvrage de combina-
toire?, Comitet suggére Uezistence d’une preuve combinatoire directe de
la relation de lo question 2. Celo ne semble toutefois pus trés focile...

Dans Vezercice suivant, on rencontre les célébres nombres de Catalan
i travers le probléme des porenthésages. (Vest un exemple o ['emploi des
séries génératrices se révéle incontournable.

3. COMTET (L.), Analyse combinatoire, tome 2. PUF, 1970, p. 11.
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1.5. Nombres de Catalan

On considére un ensemble muni d’une loi de composition interne
non associative et n éléments a1, ..., a, de cet ensemble. Combien
de valeurs différentes peut prendre le produit aias...a, 7

(Ecole Polytechnique)

> Solution.

Commencons par préciser P'énoncé, Pour calculer un produit de
n éléments ay,...,a, on doit indiquer l'ordre dans lequel faire les
opérations & 'aide d'un parenthésage, comme par exemple ({a1{a2a3))a4)
pour n = 4. Bien entendu, pour des éléments donnés, il se peut que deux
parenthésages distincts conduisent an méme résultat : ainsi pour une loi
associative, comme laddition sur R, tous les parenthésages donnent la
méme valeur! L’énoncé demande en fait de calculer le nombre total de
parenthésages du produit ajas...an. Il est en effet facile de construire
une loi de composition interne pour laquelle deux parenthésages distincts
conduisent toujours & deux produits distincts.

Nous noterons C, ce nombre de parenthésages. On a clairement
C, = €y =1 et pour n = 3, on peut écrire (a1a2)as ou ay(agas), done
C3 = 2. Pour n 2= 2, tout produit des a; s’écrit d'une manigre et d'une
seule (a1 ...ax)(0k41...0n) avec 1 < k < n — 1. En effet, il suffit de
considérer le dermer produit effectué. Les deux termes qui forment ce
dernier produit sont bien définis. Puisqu’il ¥ a respectivement Cy pa-
renthésages possibles pour le premier facteur a, ...a; et Cp_g pour le
second facteur agqq...an, il ¥ a CpChy_p parenthésages possibles oil le
premier facteur dans le dernier produit effectué contient k& termes. On
obtient donc

n—1
Co =) Cilnos.
k=1

Cette relation fait penser 4 un produit de Cauchy. 11 convient d'oh-

server tout de méme que la relation n’est pas walable pour n = 1,
400
Considérons f(xz) = > C,z™ la série entitre génératrice des C,,.

n=1
Analyse. Supposons que son rayon de convergence R soit différent
de 0. Dans ces conditions, pour z € R, 2| <R on a

+oo fn—1 oo
fa)? = Z (Z Ck:cn—k) "= ch:c” = f(z)—=.
n=2 \k=1 n=2

Cette équation f(z)?— f(x)-+z = 0 du second degré en f(z) a un discri-
1+ e(z)v1 -4z

minant A =14z et pour z £ 1, on aura done f(x) = 5

4
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aves: £{(z) = 1. Comme f est continue sur son intervalle ouvert de
thidinition, il en est de méme de ¢ qui est donc constante. Comme
f(0) = 0,0nae(0) =—1 et done

floy= 1=V -4z \/21‘493 .

1—-+1—-4x
developpable en série entiére en 00 avec un rayon de convergence égal

~+oo
i : . Elle vérifie f(z)? — f(z) +z = 0. Si on écrit f(x) = 3. Cpz" son
. n=1

‘ynihése. Considérons la fonction f : z +—— qui est

(iveloppement en série entidre, la relation f(z)? = f(z) — ac_donne, par
unicilé des coeflicients, pour n > 2

n—1
Cn =Y CiCu_s.
k=1

Comme f(z} = z--o(x) en 0, on en déduit que C; = 1 = C; et finalement

par récurrence que C, = G, pour tout n € N* et R = i

. - 1
Pour l'expression de Cp, dérivons f. Pour |z| < grona

1
v1—4z

Le développement classique de {1 — »}* donne en oceurrence

=S (27) 42

n=0

f'(z) = = (1 —4z)7'72,

+os 4 oo
1 2n)! P 2n)!
S STNI Ry
20240 (2n = 2}.(2n) nl = 4% (nl)
+oo
= Z C3.x™.
n=0
. G0 Cn
Comme f(0) = 0, on en déduit que f{z) = Y. =% "1 On aboutit
a—a 1
i
C, = Cnlo L4
n

Les nombres de Catalan se rencontrent dans de nombreuzr problémes
de combinatoire. Par exemple, C,, est aussi le nombre de maniéres de
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trianguler un polygone régulier 4 n+1 c6lés ou encore le nombre d’arbres
bingires 4 n — 1 sommels.

L’exercice suivant s'intéresse au nombre de partitions d'un ensemble
fini. Cest aussi le nombre de relations d’équivalence sur cet ensemble.

On y fait encore usage de séries génératrices.

1.6. Nombres de Bell

Pour tout n € N*, on note B,, le nombre de partitions de l'en-
semble [1, n], avec par convention, By = 1.
1. Calculer Bl, BQ,B3.

n
Démontrer que, pour tout n € N, on a Byy1 = Y. CEB;.

k=0
1% B, . . -
2. Onpose f(z)= Y an (série génératrice exponentielle de
n=0 '~

la snite {Bp)nz0). Montrer que le rayon de convergence R de cette
série entiere n’est pas nul. Caleuler f(z) pour = € |-R,R{.
3. Exprimer B, comme somme d’une série.
(Ecole polytechnique)

&> Solution.

1. On obtient B; =1, By = 2, By = 5. Pour k € [0, n], considérons
I'ensemble E; des partitions de [1,n + 1] pour lesquelles la partie de
[1,n+1] contenant n+1 est de cardinal k4 1. On a CardE, = CXB,, 4.
En effet, pour constituer la partie contenant n 4 1, il faut choisir &
élément dans {1, n], puis il faut réaliser une partition des n —k éléments
restants. Comme Eg, Eq, ... | E, forment une partition de 'ensemble des
partitions de [1,n - 1], on obtient

Bn+1 = Z Cﬁank = Z CiLBj’
k=0 J=0

en faisant le changement d’indice 7 = n — k dans la seconde égalité.

. o Bn .
2. Pour minorer le rayon de convergence de la série 3 — z" il faut
nz0 "
majorer B,,. Montrons done, par récurrence sur n € N, que B, < nl
Clest vral pour n < 3 et si la propriété est vérifiée jusqu’au rang n, alors

Bry £ Z Ckkl = nl Z k}‘ (n + DL

Bn

On a done, pour n € N*, = 1 et le rayon de convergence R de la

série entiére est supérieur ou égal & 1.
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Calculons f{z), pour z € |-R, R| en ntilisant la relation de récurrence

demontrée dans 1. On a, pour 2 € |-R, R, f{z) =1+ Z Brirn1,

=0 (n+ 1)
- . P = Bn 1
L Tonction f est dérivable sur | — R, R] et f/(z) = S nT 2" On en
n=0 :
deduit que, pour z € |[-R,R[, on a
> (S-S (3B
£) = ( c Bk) . ( _-—)
= S\ M (n— K
On reconnalt dans le terme de droite un produit de Cauchy, celui des
Herios Z et Z = . La premiére a pour somme f{z) et la seconde
Ti',
. Illes ont toutes deux uu rayon de convergence supérieur ou égal &
Ii On a done, pour z € |-R,R[, f'{z) = f{z)e*. On en déduit qu’il
existe C € R tel que, pour 2 € |-R, {, f{z) = Ce® . Sachant que
f() = By = 1, on en déduit que C = . Finalement, on obtient pour
« =R, R},

__1 e’ . e"-1
f(z)fee =e .

d. La série entitre définissant la fonction exponentielle ayant un
rivon de convergence infini, on a, pour tout z € C,

. + o0 en? + o0 1 400
£
e =Y 5 p; Z
n=0 n=0 k=0
o . o (n2)k
Considérons la série double (tn i) n.kyene définie par u, 3, = T
i niK!
thya, pow n € N,
+ o0 |nz‘k e|nz|
Z|”n<k| Z k! nl

k=0

|18
N T
+o0 elmzl +00 (e\z\)

e
PR D IE

La série double est donc sommable, pour tout = € €. On peut done
¢changer ordre des sommations et en dédnire que, pour tout z de] R, RJ,

- 8 (B - B (S - E(£2)7

1
=(] k=0 \n=0 k=0 \n=0 n: v
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D’apres Punicité du développement en série entiére de f, on obtient,
pour tout k € N,

1+ounk
Br=-Y —. <
€ n!

n=0

Il résulte des caleuls précédents que le rayon de convergence de la
série entiére définissant | est en fait infini. Cette formule peut servir de
point de départ ¢ Uétude asymptotique de lo suite By, Le lecteur intéressé
pourra par exemple €tudier la premiére épreuve du concours Mines-Ponts
de 2002 qui se propoese d’obtenir un équivalent de B,,.

Voici maintenant un petit exercice facile qui concerne les relations
d équivalence.

1.7. Cardinal d'une relation d’équivalence

Soit A un ensemble de cardinal n, R une relation d’équivalence
sur A avec k classes. Soit m le cardinal du graphe de R. Montrer
que n? < km. ‘

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Notons Aj,.... Ay les différentes ciasses d’équivalence. On va com-
mernicer par expliciter les quantités n et m. Comme les classes d’équiva-
lence partitionnent A on a déja

k
n==CadA = Card A,.

i=1

Drautre part, si T désigne la classe d'équivalence d’un éiément z de A,
on a

m = Card{(z,y) € A? (r,y) e R} = Z CardT
zEA
%

k
=3 > CardA, =) (CardA;)%.

i=1 z€A, i=1

L’inégalité demandée résulte alors de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, <

Le théme commun auz exercices qui suivent est I'algébre linéaire sur
des corps finis.
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1.8. Cardinal de GL,, (K) et SL,, (K)

Soit K un corps commutatif fini de cardinal g. Déterminer le
cardinal de GLy,(K) et celui de SL,,(K).
(Ecole normale supérieure)

| - Solution.

Choisir une matrice inversible de taille n revient & choisir la famille
{C,...,C,) de ses n colonnes, famille qui constitue une base de K®.
I"our le choix de Cy, on a donc ¢™ — 1 possibilités : elle doit simplement
vire non nulle. Pour chacun de ces choix, on a ¢™ — ¢ possibilités pour
I colonne Cq {elle ne doit pas appartenir a la droite engendrée par Cy).
[*uis on a g™ — ¢2 possibilités pour Ca {elle ne doit pas étre dans le plan
K @ KC3). Plus généralement, si C;,Ca,...,Cy_; sont fixées, on a
" - g°=' choix possibles pour Cy. En effet, il doit simplement étre en
ilehors de l’espace KCy @ -- - & KCy_1 et cet espace de dimension k — 1
mih, de cardinal g*~'. Finalement, on obtient

|GLA(K)| = (¢" - 1)(¢" —a)(¢" = ¢*)...(¢" —¢""1) L

Liapplication det : GLn(K) — K* est un morphisme surjectif de
proupes de noyan SL, (K). Nous savons alors (cela est redémontré dans
I'uxercice 2.4) que | Imdet | x | Kerdet | = | GL,{K)|, de sorte que

D[R 1 ¢)...(¢"—¢"")

| SLa(K) —

Dans Uexercice sutvant on §’intéresse 4 l'analogue du groupe spécial
orthogonal sur le corps Z/pZ.

1.9. Cardinal de SO3(7Z/p7)

Soit p un nombre premier. On note SOy(Z/pZ) I’ensemble des
watrices M de Ma(Z/pZ) telles que "MM = [ et det M = 1. Soit
up le cardinal de SO2(Z/pZ). Montrer que uz = 2, que u, = p— 1 si
p=1[4 et enfinque u, =p+1sip=3[4].

(Ecole normale supérieure)

I Solution.

Soit M = (33) € My(Z/pZ). Alors M € SOo(Z/pZ) si et
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seulement si detM = 1 et M~! = M. Or, si detM = 1, M~! est
égale A la transposée de la comatrice de M, c’est-d-dire & la matrice
M = (dc 'ab . Ainsi, M/ = 'M équivaut & ¢ = d et b = —c. Finale-
ment, M appartient & SO2(Z/pZ) si et seulement si (a, b, ¢, d) vérifient
le systeme

a=d a=d
b=r¢c qui équivaut au systéme b=c¢
ad - be =1, ot + 0 =1

On a donc une bijection entre SO3(Z/pZ) et I'ensemble (qu'on a envie
d’appeler «cercles) S = {(a,d) € (Z/pZ)?, o®+b* = 1}. Dans le cas réel,
S est le cercle unité de R? et en le paramétrant par (cos@,sind), ¢ € R,
on obtient "écriture classique des maftrices de rotation de taille (2, 2).
Evidemment ce paramétrage ne va pas nous servir ici. Cependant, le
cercle admet un paramétrage rationuel trés important qu'on retrouve &
partir du précédent grace aux formules trigonométriques donnant cos#é

et sinf en fonction de ¢ = tan g :

—¢? 2t
et sinf =

cosfl = e
14 #2 1442

Plus %récisément. lorsque ¢ décrit R, le point M(Z) de coordonnées
(% 1 itﬁ) déerit bijectivement le cercle 8 privé du point (—1,0)
(car @ = 2arctant déerit bijectivement intervalle | — m, 7[).

On va examiner si on a encore cette bijection dans le cas du corps
Z/pZ. Un probleme survient du fait que la quantité 1+ ¢ peut s’annuler
(si —1 est un carré dans Z/pZ). Laissons de c6té le cas p = 2 qui se
traite directement : on a aisément dans ce cas S = {(0,1);(1,0)} et donc
ug = 2, On suppose dans la suite que p est un nombre premier impair et
on distingue deux cas.

® Supposons que —1 n’est pas un carré dans Z/pZ, ¢'est-a-dire que
p = 3 [4] (voir exercice 4.31). Pour tout élément ¢ de Z/pZ on peut
1-¢& 2
T+¢2 1482
A(t) € Set que A(#) # (—1,0). Montronszque A est injective. Soit ¢, ¢’ tels

_ , 1— t2 _ 1— v
que A(t) = A(t'). On a TTE T i
Comme 2 est inversible dans Z/pZ, on a t? = # ’. En regardant les
secondes coordonnées des points A(t) et A(f'), on obtient alors 2t = 2¢/
soit £ = ¢. Donc A est une application injective. Soit (z,y) € 3 un
point distinct de {—1,0). On cherche ¢ tel que A(#) = {x.y). L'équation

considérer le point A(f) = ( ) Il est aigé de vérifier que

ce qui conduit & 22 = 2¢/°.
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: l : ~ x conduit & t2 = ; ;z , ce qui est possible puisque z # —1. En

andudilnant dans 1'égalité -1%55 = y, on obtient { = l_y.r_ On vérifie
Inclwoquement, que pour cette valeur de ¢ on a A{t) = (2,y). On en
Hediit que

uy = Z/pZ| +1=p 4 1.

& Supposons maintenant que -1 est un carré dans Z /pZ, c'est-a-dire
ue p = 3 [4] et notons *e ses deux racines carrées. L’application A
ttreinte & Z/pZ \ {+e} reste bien entendu injective et & valeurs dans
4\ {(-1,0)}. Elle reste en fait surjective, car ai (x,y) € S\ {{—1,0)}, le

Y i # —1 de sorte

obtenu précédemment vérifie t2 = ——
14+

ponl L=

ipte £ ¢ {£e}. On a done dans ce cas,
up = |Z/pZ\ {Ze}|+1=p - 1.
Do le vésultat, <

i, exercice suivant montre un exemple d 'utilisotion des opérations de
qroupes dans un probléme combinatoire.

1.10. Nombre d’involutions

Soit K un corps fini de caractéristique différente de 2. Déterminer
I iombre de matrices A € GL,(K) telles que A? — L,
{Ecole normale supérieure)

I - Solution.

¢ Soit A € GL,(K) telle que AZ = 1,,. Comme la caractéristique de K
v, différente de 2, le polynéme X2 —1 est scindé & racines simples sur K.
Il et résulte que A est diagonalisable avee K™ = Ker(A 1, )&Ker{A+1,).
Autrement dit, A est la matrice de la symétrie par rapport au sous-espace
I = Ker(A —I,) paralltlement au sous-espace G = Ker(A + I,,). Soit
sloes f l'application qui & cette matrice A associe le couple des sous-
espaces supplémentaires (F, G). 11 est clair que f est injective {A est
parfaitement déterminée par la connaissance des sous-espaces F et G)
vl que son image est exactement 'ensemble des couples de sous-espaces
sipplémentaires, L’exercice revient donc & dénombrer ces couples.

¢ Pour p € [0,n] on note E, I'ensemble des couples (F,G) o
dinF = pet F& G = K". Le groupe GL,(K) opére naturellement
sur B, et cette opération est clairement tramsitive. Notons (ey,..., e,) la
Lase canonique de K™, F, = Vect(ey, ..., ep) et G, = Vect{ep,1,...,en).
On a (Fp,G;) € Ep. Le cardinal de E,, est ¢gal a I'indice du stabilisateur
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de 'élément (F;, G;) dans GL,(K). Or, une matrice de GL, (X) stabilise
(Fp.Gp} si et senlement si elle est de la forme

X0

oY
ot X € GLy(K) et ot Y € GL,_,(K) (évidemment, sip = 0 ou p = n,
I'uin des deux éléments disparait). On a donc

|GL (X)|
Card{A € GL, =1} = :
B4 =1 = 3. o o
oit par convention |GLg(K)| = 1. On peut conclure en remplagant les

cardinaux des grotipes linéaires par la valeur déteyminée dans 'exercice
18. g

L’exercice qui suit concerne un sujet qui forme un pen entier de lo
combinatoire : la théorie des partitions. On appelle partition d’un entier
naturel n toute décomposition de r sous lo formen = a1 4+ az + -+ + a;
ot 0 < a1 € a3 <+ < ag. Les a; sont appelés les parts de la partition.
L’entier 5 admet ainsi 7 partitions qui sontd =144 =243 =1+143=
1+24+2=14+141+2=141+1+1+1. Cette notion est étudide
depuis Euler & gqui Uon doit déjd de trés beaur résultats, par exemple
le fait qu'un entier admet autant de partitions en parts distinctes gque
de partitions en parts impaires. Ce résultat peut s’établir & Paide de lo
série génératrice 3 p(n)z™ ot on note usuellement p(n) le nombre de
partitions de n. A aide de Uonolyse complexe, on peut démontrer lo
formule de Ramenujan (1887-1920)

2n

1 ~
np(n) ~n 3

Lexercice qui suit est un joli probléme extrémal sur les partitions.

1.11. Partitions d’un entier

1. Pour quelles partitions de n sous la forme n = a; + + -+ + ax
k

(olt les a; sont dans N*), le produit [] a; est-il maximal ?
i=1
2. Résoudre le méme probléme si on considére seulement les
partitions constituées d’entiers 2 4 2 distincts,

(Ecole normale supérieure)
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1- Solution.
I. Voici pour les premiers entiers les partitions réalisant le produit
maximal ¢

D203 =3:4=24+2=4,5=2+3:6=3+3,7T=2+2+3 = 3+4;
K- 21343:9=34+3+3+: ..

Soil n un entier que l'on suppose supérieur & 5. L'ensemble des par-
lilions de n étant fini, on est certain d’en trouver au moins une donnant
i produit maximal 1 n =0y + a2+ +ap avec gy € a2 € - < Gk
[*tndions les propriétés que doit avoir une telle partition.

* l.os a; sont inférieurs ou égaux 4 4. En effet, si ap = 5 on peut le
rouiplacer par {ax — 3) + 3 et comine 3{ay — 3} > ai (car 2a; > 9), on
a unhe partition de n donnant un produit strictement plus grand. C'est
nlyinrde,

¢ Ou peut remplacer les coefficients égaux & 4 par 242 sans changer
liv produit. On peut donc supposer ax < 3.

e On aay > 2. Eneffet, si @y = 1, la partition (1+a2} +az++ - 4 0x
thonne un produit strictement plus grand.

e [l ¥ a au plus deux o; égaux a4 2. En effet, g'il y en a trois, le terme
21 2+ 2 peut étre remplacé par 3 + 3 qui donne encore un produit
Hipérieur.

Conclusion.

*xsin =0 (3, n =3k (k> 1}, 'unique partition de produit
maximal est n =3+ 3 + - - + 3 avec k fois le terme 3.

*sin=1[3,n=3k+1(k = 1), les partitions de produit
maximal sont n =24+24+3+3+ - +3=4+3+3+---+3avec(k—-1)
[ois le terme 3.

*sin=2[3], n=3k+2(k >0}, 'unique partition de produit
msximal est n =24+34 3+ -+ + 3 avec & fois le terme 3.

2. Le probléme est. plus difficile mais la démarche est la méme. L'exis-
tence est claire pour les mémes raisons que ci-dessus. On commnence par
reparder les premiers entiers. On donne toutes les partitions en entiers
ilistincts, celle(s} de produit maximal étant en gras.

2=2
3=1+2=3
4=143=4

b=1+4+4=2+3=5

6=14+243=14+5=2+4=6

T=1+244=2+4+5=34+4=7

8=1+24+5=143+4=246=34+5=28

9=14+24+6=1+3+5=24+3+4=3+6=4+5=9

10=14+24+344=14+247=1+3+6=14+44+5=24+3+5=
I+7=4+6=10 ...
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Soitn =z hquelonécrit n = aj4as+-- - +ag, aveca; < ag < +-- < ag,
ou le produit est maximal. On va ici encore étudier les propriéiés que
doit avoir cette partition. Sur les exemples ci-dessus, il semblerait qu’il
faille prendre des entiers presque consécutifs, Précisons cela,

e Fait 1: il ¥ a au plus un entier de Vintervalle [a1, ax] qui n’apparait
pas dans la partition. En effet, dans le cas contraire, on peut trouver deux
éléments a < b de la partition tels que @ 4+ 1 et b — 1 ne soient pas dans
la partition et @ < a+1 < b—1 < b, Mais si on remplace alors a+ b par
(@+ 1)+ (b—1), le produit obtenn est strictement plus grand en vertu de
I'imégalité (a + 1)(b— 1) > ab (car b—a > 1), ce qui est contradictoire.

La partition est donc formée d’entiers consécutifs avec au plus un
«trour. Sur les exemples ci-dessus, il semblerait aussi gqu’elle commence
toujours par 2 ou 3.

o Fait 2: on a ay € {2,3} (on a supposé n = 5). Eneffet, sia; > 7
on le remplace par 3 + (a; — 3) et le produit est strictement plus grand.
Sia, = 6 on le remplace par 2 +4 et si a; = 5 on le remplace par 2 4 3.
Supposons que a; = 4. Siaz = 5 onremplace ag +63 = 4+ 5par 24 3+4
avec 2X3xd =24 >4x5=20et sia; =6 onremplace a; +ax =4+86
par 24+ 3+ bBavec 2x3 x5 =30>4x6=24 1l reste enfin 4 voir que
a; ne peut étre égal & 1 ce qui est évident car si on le rajoute a ag, le
produit est plus grand.

Enfin, voicl une derniere propriété qui n'est pas visible sur les
exemples ci-dessus mais que V'on découvre par exemple en décomposant
14=34+5+4+6=2+3+4+5. La partition maximale est la seconde : le
6 est avantageusement remplacé par 2 + 4. Plus généralement,

o Fait 3 : si a; = 3 et si la partition admet un «trou», celui-ci est
nécessairement entre ar—; €t agp (¢’est-d-dire en derniére position). En
effet, dans le cas contraire, la partition s'écrit

n=34+4+--+(m-L+(m+1)+(m+2)+ - +ag,
ou m est Uentier manquant. Mais la partition
n=243+ - 4+(mMm-L+m+m+L+m+3)+- +ap

donne un produit strictement plus grand car 2m > m { 2, ce qui est
absurde.
s On peut maintenant effectuer la synthése de ce travail. On fixe

un entier m > 3etonpose S, =243 4 -4+ m = m(—mzt—)*l. On

note enfin E,, 'ensemble des suites finjes strictement croissante d’entiers
s ={ai,az,...,a;} ayant les propriétés suivantes :

(¢) les e; sont des entiers consécutifs avec éventuellement un
“trou» ;

(i1) a1 — 2 ou @y = 3;
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(4ii) lorsque a1 = 3, §'il y a un «trous, il est entre az_; et ay;
(i) la somme a1 + - - - + @ est inférieure ou égale & S,,,.

I 'application f qui & une suite s de E,,, associe la somme de ses
etipes, a pour image Vintervalle [2, S,,,] privé de Ventier 4 : c’est ce qui
resndle de 1'étude précédente.

On se propose de montrer que f est bijective, ¢’est-a-dire que la
pnrtition réalisant le produit maximal est unique, ce qu’on a pu observer
i les exemples ci-dessus. Pour cela il suffit de montrer que le cardinal
m2+m—6 )

ik 1%, est égal au cardinal de 'image de f & savoir §,,—2 = 5

Comptons les élémerts de E,;,.

r [I y a les suites commencant par 2. It v a m — 1 suites sans «trou» :
(:(2,3); (2,3.4); .5 (2,3,...,m).

Dans chacune de ses suites (sauf les dewx premiéres), on peut placer
e «trour dans n'importe quelle position, ce qui a partir de la suite

{2,3,...,k), donne k — 3 suites supplémentaires et donc k& — 2 suites en
tonl. Onaauntotal 1+ 142434 -+ (m—-2)=1+ (—m;%l
[l suites.

« Il y a les suites commengant par 3 sans «trou» : (3); (3,4); ...;
(A, ., m). Cela fait n — 2 suites.

« [1y a enfin les suites commengant par 3 avec un «trou» en derniére
phee 1 (3,8); (3,4.6); ...; (3,4,5,...,m — 2,m); mais aussi (& ne pas
oublier !} la suite (3.4,5,...,m — 1,m 4 1) dont la somme est S,, — 1.
O a donc m — 3 telles suites.

Au total, on obtient

2
(m—2(m—-1) 4 (m—2)+ (m - 3) = m+m 6’
2 2
e qui est le résultat voulu.

Conclusion. Tout entier n > 2 admet une unique partition en entiers
fistincts de produit maximal, partition décrite ci-dessus. <

Remarquons qu'il est facile de trouver la partition optimale de proche
en proche. Supposons celle de n connue, n = a, + -+ + ag, e voyons
romment oblenir celle de n + 1.

e Siay =3 et 57 n'y e pas de trou, on remplace ap par ap + 1.

e Sia;—=3ets’ilyauntrou,ie n=3+4d+---+(m—-2)4+m, lo
prtition demn +1 estn +1 =243 4+4 4+ -+ (m —2) +(m—1). Cest
per exemple le cas pourn =13 =31446; on oblient 14 =243+ 44 5.

e Sia, =2 et slnyapas de tyou, te.m =243 +--4+m, la
purtition den+ 1l estn+1 =243+ +(m— 1)+ (m+1), obtenu en
remplagant m par m + 1. Pour obtenir n 4 2, on remplece m — 1 par m,
vle. Le trou se décale progressivement vers lo gauche. Enfin st on a une
décomposition de lo forme 24+ 4 45 4 .- - + m Pentier gui suit s’éerira
3444 -4 m et on est ramené au premier point.

‘Em| :1+
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L'étude de configurations d’ensembles finis obéissant o diverses
contraintes forme ce qu’on appelle la théorie extrémale des ensembles.
Cette définition étant assez vague. voici deuxr exemples simples de pro-
blémes de ce type : quel est le nombre mazimal de parties distinctes de
[1,n] dont deur quelconques ont toujours une intersection non vide®* ¢
Un autre exemple, moins simple, est le probléme de Sperner : quel est
le nombre mazimal de parties distinctes de [1,n] telles gu’ancune des
parties ne soit incluse dans une autre (on parle d’antichaine pour la re-
lation d’inclusion) ¢ Les problémes posés sont souvent difficiles. En voici
un exemple qui montre en outre corvment un outil algébrigue, ici les
matrices d’incidence, permet de résoudre un probléme combinatoire.

1.12, Un probléme de théorie extrémale des ensembles

Soit A un ensemble fini de cardinal m = 2 et Uy, ... U, des
parties non vides deux & deux distinctes de A. On suppose qu'il
existe un entier a > 0 tel que si ¢ # j, Card(U; N U;) = a. Montrer

que n < M.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

e Notons z1,..., T, les éléments de A. On va traduire les relations
d’appartenance des z; aux ensembles U; & 'aide d’une matrice, appelée
matrice d'incidence. Soit M = (my;) € Mpm «(R) définie par my; = 1 si
z; € U; et my; = 0 sinon.

o Regardons comment se traduisent les hypothéses sur cette matrice
M. Pour i # joua

Card(U; 11 U;) = Y mpmp; =a
k=1

On reconnait le terme (i, j) de la matrice ‘MM € M, (R). En notant d;
le cardinal de U, on a done

dl 4 a

e dy a
H=*MM =

a ... a dy

4. Réponse 27~1_ Cette valeur est atteinte en prenant par exemple la famille des
parties qui contiennent un élément fixé. Et si Ay, ..., Ay sont des parties deux & deux
distinctes qui ont la propriété mentionnée, alors les complémentaires des A; sont deux
& deux distincts et distincts des A;, de sorte que 2p < 27.
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{hi vic montrer que cette matrice H est inversible. Cela permettra de
voncinre puisqu’alors 7 = rgH € rg(M) € m fournit Pinggalité sou-
[T [RET

I'onr cela on va simplement calculer le déterminant de H, connu sous
lo nom de déterminant de Hurwitz. Notons (ey, ..., e, ) la base canonique
e R ot C la colonne dont tous les coeflicients sont égaux 4 a. On a

detH = det(C -+ (dl — a)el, PN ,C + (d'n, — a)en)-

n
Bl on développe det H par multilinéarité, on obtient [] (d; —a) +
i=1

]

N idet((dy —aer, ..., (dx_1 — @ex—1, C, (digr — @)y, - -, (dn —a)en),
b

jmisque les déterminants ou la colonne C intervient deux fois ou plus
sl s, On a done

7

detH = H(di—a)—{-ai [[(d; —a)

=1 i=1 44

Or, pour tout i, on a ¢ < d, (car g = Card(U;NU;), pour tout j £ i), avec
fpalilé pour au plus un indice 3 (car les égalités a = d; — d; impliquent
It, - U;nU; = Uj et les ensembles U; sont denx a deux distincts). I en
1isulie que det H > 0 et donce que H est inversible, <

’exercice suivant est un autre exemple ot I'on utilise un outil algé-
hrique, cette fois des polyndmes, pour traduire une situation ensembliste,

1.13. Ensembles définis par récurrence

On définit des sous-ensembles de N par A; =0, By = {0} et pour
w entier 2= 1,
Antq =B,+1 ={$+1, T EBn}
BTH'"I = A,AB, = (An, U Bn) \ (An n Bn) ,

Montrer que si p est une puissance de 2, alors B, = By.
Indication : on pourra considérer les polyndmes P, = 3 X

kEAn
et Qp = S X et raisonner modulo 2.

kEBn (Ecole polytechnique)

I - Solution.
¢ L’ensemble B, 11 est la différence symétrique de A, et B,,. Regar-
ons les ensembles pour les premiéres valeurs de n. On a
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Ay = {1} By = {0}

A—S = {1} B3 {Oa 1}
As={L2} By={0}

Ay = {1} B; = {0,1,2}
As —{1,2,3} Bg={0,2}
Ar={13} By=1{0,1,3}
As={1.2,4} Bg={0}.

i

Il apparait effectivement que By = By = Bg = B;.
e Suivons l'indication et posons P, = 3 X*et Q, = Y X* en
kEAn kB,
regardant ces polyndmes dans Z/2Z[X]. Ces polynémes caractérisent par-
faitement les parties A, et B,,. Les relations de définition se traduisent
alors par les relations

Ppni1 =XQ, et Qnyq =Pn+Qp, pourtout n e N*,

En particulier, la suite (Q,) vérifie la relation de récurrence linéaire a
deux termes : pour tout n = 2, Qni1 = Qn +XQnop, avec @ = Q2 = 1.
Par convention on poge Qg = , ce qui rend la relation encore vraie pour
n=1.

e On va regarder {QQ,,) comme une suite du corps K = Z/2Z(X) des
fractions rationnelles a coeflicients dans Z/2Z. L'équation caractéristique
est 72 + 7 + X = 0 (ne pas oublier qu’on est en caractéristique 2 donc
les moins peuvent &tre remplacés par des plus). La théorie habituelle
de l’équation du second degré ne s’applique pas en caractéristique 2 : il
est impossible de passer 4 la forme canonique car 2 n’est pas inversible.
Cela dit, il existe un sur-corps K’ de K dans lequel I'équation admet
deux racines a; et az. On a

ay +as =1 et ayan =X,

En particulier a; # o car sinon 1 = 2y = 0 ce qui est impossible. On
sait alors qu'il existe deux éléments A, B de K’ tels que, pour tout n € N,

Qr = Aal + Baoj.

On détermine A et B A I’aide de Qg et ;. Il vient A+ B = {}, ¢’est-a-dire
A =B et A(a; 4+ a3) = 1, soit finalement A = B =1, On a donc, pour
tout n € N,
Qn = Q? + of.
# Il ne reste plus qu'a calculer o lorsque n est une puissance de 2
(pour i =1 et 2). On a o? = o; + X. Comme on est en caractéristique
deux, le carré d’une somme est la somme des carrés (les doubles produits
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disparaissent). On a donc af = (a; + X)) =af + X2 = a; + X+ X2 De
e, on & facilement par récurrence sur p,

-~ p—1
0%2'}) —a+ X4 X+ XX ' =+ Zx2k-
k=0
O en déduit que Qor = 0f + 0" = a1 + a3 = 1. Donc By = {1}. <
Dans Pénoncé suivant on s’intéresse auzr applications d’un ensemble

Jiwe dans lui-méme qui peuvent se décomposer en un produit d’applica-
fions idempotentes.

1.14. Théoréme de Howie

Soit X un ensemble fini non vide et # une application injective
¢l 1ion surjective d’une partie D de X dans X.

1. On suppose que (D) < D. Montrer qu'il existe un nombre
lini d’applications p,,...,p, de X dans X vérifiant p; o p; = p; pour
iont ¢ et telles que la restriction & 1) de p1 o - - - © p,, coincide avec 8,

2. Montrer que la conclusion de la guestion 1 reste vraie sans
I"ypothese 4(D) < D.

3. Soit & une application non bijective de X dans X. Montrer
(il existe un nombre fini d’applications 7y, ...,m, de X dans X
vérifiant m; o m; = m; pour tout i et telles que o = wy o oq,. Clest
lv théoréme de Howie,

(Ecole normale supérieure)

i - Solution,

l. Comme & est supposée injective et que (D) C D, on a forcément
AN} = D et @ établit une bijection de D sur D. Comme # n’est pas
Hurjective lorsqu’on la regarde comme une application de I dans X,
v peut affirmer que D est une partie stricte de X. Observons qu'une
npplication p de X dans X vérifie p o p = p si et seulement si p fixe tous
les points de son image. La question est triviale si D est vide et facile si
IV est un singleton {z} (il suffit de prendre i = 1 et pour p; lapplication
ronstante égale & ). Nous supposerons que D contient au moins deux
rléments. Nous savons que toute permutation de D peut se décomposer
vy un produit de transpositions. Il suffit donc de traiter le cas ol 8 est
nut: transposition, disons § = (b, ¢). Par hypothese, il existe au moins
un clément @ € X\ D. Notons p, application gui envoie b sur a et qui
lixe Lous les autres points de X, po l'application qui envoie ¢ sur b et qui
lixe: tous les autres points et enfin py Papplication gui envoie a sur ¢ et
qim fixe tout le reste. Il est clair que p, p2, p3 sont idempotentes (i.e.
verifient p; op; = p;). Et on a
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p1 p2 P3

b — a —— a — ¢

c — ¢ — b — b

Comme par aillelrs pgopaop fixe tout point de D\ {b, ¢} on a le vésultat :
la restriction de p3 o pa o p; & D est égale & la transposition gni échange
b et c.

Notons qu’on anrait anssi pu utiliser la décomposition de la permuta-
tion # en produit de cycles a supports disjoints avec la méme idée, Pour
obtenir la décomposition d'un cycle (by,...,by) on choisit & nouveau a
en dehors de D et on considére p; qui envoie by, sur ¢ en fixant tous
les antres points, ps qui envoie by, sur by, en fixant tous les antres
points, jusqu'a p. qui envoie by sur by en fixant le reste, et enfin pp4q
qui envoie a sur b, en fixant le reste. On vérifie comme avant que les p;
sont idempotentes et que la restriction de pp,1 o pm o - op1 & D est
égale au cycle (by,..., by).

2. On ne suppose plus maintenant que D’ = #(D) est égal 4 D. On va
utiliser une généralisation de la décomposition en cycles & support dis-
joints d'une permutation. Prolongeons momentanément. # & D’ en disant
que les points de I\ D sont fixes. On définit alors la relation binaire R sur
DUTY en disant que xRy s'il existe un entier naturel & tel que y = 6% (x)
onz = 8%(y). Il s’agit clairement d'une relation d’équivalence sur DUD'.
Décrivons la classe d’nn élément. Soit x € D. Si les images successives de
x par § restent toutes dans D alors, comme dans le cas des bijections, il
existe nécessairement un plus petit entier k tel qne 8%(z) = =z et la classe
de x est égale a {z,0(z),..., 0% 1(z)}. Lalternative est qu'il existe un
entier k tel que #%(x) ne soit plus dans D. Les itérés de z par ¢ s’arrétent
alors & cet élément. On regarde alors si z est ou non dans D', Si oui, il
est I'image par # d’un unique élément z; de D : la classe de z est la
méme que la classe de z1. On regarde alors si z; est encore dans D' ou
non. Bref, on peut trouver un élément z de D\ D’ tel que la classe de x
soit celle de z, & savoir {z,0(2),...,0¢(2) = ..., 0%(x) = 9%+*(2)}. La
figure suivaute résume ces possibilités ;

AN v
N

3
>

z '’ >
e z

D

Comnme dans la question 1 il nous suffit de prouver le résultat pour
la restriction de # & une classe d’équivalence (intersectée avec D), res-
triction qui reste injective. (Mest fait dans la question 1 pour les classes
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vheutaires. Il reste done & traiter le cas d’une classe du second type. On
mippose done que D = {2,0(z),...,8571(z}} avec 6%(z) ¢ D (k > 2).
["enwns alors application p; de X dans X qui envoie 881 (2) sur #%(z)
ol (i fixe tous les autres points, py qui envoie 8% 2(z) sur 65~(z) et
i hixe Lous les autres points et ainsi de suite jusqu'a pe qui envoie =
ann (4 2) on fixant le reste. I est clair que les p; sont idempotentes et que
b 1esbriction de pr o - e pp A D est égale 4 0.

3. Choisissons DD = {z1,...,2,} un systéme de représentants des
s d'équivalence pour la relation d’équivalence canoniquement as-
swice A o ¢ la restriction & de @ & D établit une bijection entre D
ol Pimage de o. Comme o n'est pas bijective, ¢ n’est pas surjective
ol i peut donc appliquer la question 2. I existe des applications
ni....,mp de X dans X vérifiant m; o m; = m; pour tout i et telles que
) =7 o+ oM (Zk) pour tout k. Notons alors 7 Papplication qui a
lont . de X associe Punique zx tel que a(z) = a(zg). [ est clair que =
thit lempotente et on a o = 0 --- o, o w. Le théoréme de Howie est
pronvé. <1

les deux exercices qui sutvent concernent des évaluations asympto-
fhpies.

1.15. Distribution du premier chiffre des puissances de 2

Pour 7 € [1,9], et n € N*, on note N;(n) le nombre d'éléments
(e Pensemble {2,2%,...,2"} dont le premier chiffre de l’écriture
Ni(n
décimale est i Caleuler Hm _ﬁ
R 00 n
(Ecole normale supérieure)

I - Solution.
L.e but de l'exercice est de déterminer la fréquence d’apparition des
chiltres 1,2, ..., 9 en premigre position dans la suite des puissances de

. A priori on ne sait pas si tous les chiffres vont apparaitre, et encore
moins s'il vont apparaitre une infinité de fois. Fixons i entre 1 et 9, et
ronimencons par traduire le fait que 4 est le premier chiffre de 27,

s L’entier 2P comnience par i si et seulement s'il existe & € N tel
e .10% € 27 < (i + 1).10% c’est-a-dire, en prenant le logarithrue, si et
rnletnent s'il existe k tel que

Ini In?2 {i +1)
— ‘-<~.. .
w10 T S P10 S 1o

Cela est encore équivalent & dire que le résidu modulo 1 de pf est dans
lni In(i+1) ot f — In2
In1d’ InldD | In 10

intervalle - Alnsi, N,(n) est exacte-
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ment le nombre d’entiers p € [1,7] tels que pf modulo 1 appartienne a
Inéi In(i+1)

In10* In10
e On est donc amené a étudier le comportement de la suite (p#)y>1
module 1. Il s’avére que 8 est irrationnel. En effet, si % = % avec

(a,b) € (N*)?, il vient 2° = 10° ce qui est impossible puisque 2° n’est pas
divisible par 5. Montrons alors que la suite (pf) mod 1 est dense dans
I'intervalle [0,1]. Cela prouvera déjh qu'il v a une infinité d’entiers p tels
gue 27 commence par le chiffre 4, '

Il est bien entendu équivalent de montrer que 'ensemble N§ + Z est
dense dans R. On a presque un scus-groupe additif de R. Or, nous savons
qu’un sous-groupe additif de R est soit monogene, soit dense. Le sous-
groupe Z + 87 n’est pas monogene : si on avait Z4 8Z = oZ, il existerait
des entiers o, 5 tels que 1 — ag et § — Ba. Mais en faisant le rapport
des deux égalités, on aurait 8 = Z— € @ ce qui n’est pas. Alnsi, Z 4 6Z
est dense dans R. Il est alors facile d’en déduire que Nf + Z reste encore
dense dans R. Soit Ja, 5[C R. On peut trouver un élément z non nul de
Z.+ 87 tel que |z| < b— a. Quitte a prendre —z, on peut prendre z dans
N@# + Z. Supposons par exemple z > 0. 8i ng € Z est un entier inférieur
a a, il est clair que 'un des éléments de la suite (ng + kz)x»0 va tomber
dans U'intervalle |a, 8], Or, np + kz est dans Né +Z pour tout & = 0. Dol
le résultat, (Pour z < 0, on considére de méme un entier ng > b.)

e La suite (p#) (mod 1) est donc dense dans [0, 1]. Mais cela ne suffit
pas pour déterminer un équivalent de N;(n). Il nous faut étudier com-
ment les résidus modulo 1 des termes pf se répartissent dans Uintervalle
[0,1] afin de déterminer la proportion de ceux qui vont tomber dans

»: Ini In(i+1)
Dintervalle 10’ 110

fixé. Si la répartition est régulitre, concept que nous allons préciser, il
est légitime de penser que la proportion cherchée est exactement la lon-
gueur de lintervalle 1. Nous dirons qu’une suite (s, ) de réels de [0, 1] est
équirépartie si, pour tout intervalle I C [0, 1], la proportion

Card{k € [1,n], sy €I}
n

ou plus généralement dans un intervalle I

tend vers la longueur de I lorsque n tend vers U'infini,

Topologiquement le quotient R/Z est un cercle (c’est le segment [0, 1]
ol on a identifié 0 et 1). En fait, 'application T +— %% ¢tablit une
bijection (et méme un homéomorphisme pour le lecteur connaissant la
notion de topologie quotient) entre R/Z et le cercle unité S* du plan
complexe, La suite (pd) modulo 1 devient la suite des pnissances de e,
Cette suite tourne sur le cercle 8, écart (angulaire) entre deux termes
consécutifs étant constant. Il est alors assez naturel de penser que cette
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antte esl, équirépartie et c’est effectivernent le cas : c’est le théoréme de
[Wihl Sierpinski-Weyl? qui Paffirme. Pour notre probléme on peut alors
mi deduire que

. Ni(n) _ In(é +1) —Ini
S == In 10

lin particulier le chiffre ¢ apparait d’autant plus fréquemment qu'’il

it petit! Pour 4 = 1 on a une fréquence de 30%, alors que pour ¢ = 9,
mn obtient 4, 5%.

¢ l'videmment il reste & prouver le théoréme de Bohl-Sierpinski-Weyl.
(h peut en donnher une preuve directe® majs c'est assez long. On ren-
vaie lo lecteur au tome 2 d’analyse (exercices 1.29 et 1.30) ol figure un

iwereice qui démontre le critére d’équirépartition de Weyl qui implique
fucileinent ce résultat. <

I cwercice swivant élablit wn résultat gui remonte ¢ Gauss et qui
donne une estimation du nombre de points & coordonnées entiéres dans
i disque euclidien de rayon R.

1.16. Un théoréme de Gauss

On munit R®, n 2 2, de sa structure euclidienne canonique.
Ponner un équivalent lorsque r tend vers +-oc du nombre N(r) de
points de Z" de norme inférieure ou égale & r.

(Ecole polytechnique, Ecole normale supérieure)

|- Solution.

I."idée naturelle est la suivante. Le nombre de points entiers dans un
domaine D de R™, suffisamment grand et assez régulier (par exemple
convexe), est approximativement le volume de D. Dans le cas des boules
feriées B, de centre 'origine ef de rayon r > 0 on va montrer rigoureu-
tenent que N(r) est effectivement équivalent an volume V(r) de cette

houtle.
A tout point 2 = (z1,...,2,) de Z", on associe 'nypercube C, de
volé 1 centré en z défini par
1
C, = {t: (b1, ) € R, Vi€ [1,n], |t - 2] < 5}.

Clos nypercubes C, sont de volume 1. Pour » > (), considérons 'ensemble

5. Prouvé indépendamment par les trois mathématiciens vers 1910.

. Le lecteur pourra trouver une preuve de ce type dans les deux ouvrages suivants :
WAUZY (G.), Propriétés statistiques de suites arithmétiques, PUF, 1976 ; HARDY (C.H.)
& WRIGHT (B.M), An introduction to the theory of numbers, Oxford University Press,
wed., 1979.
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des cubes C,, centrés aux points de Z* qui sont dans la boule fermée B, ;
ily en a N(r). Le volume de la réunion de ces hypercubes est donc N{(r).
¢ Voici une figure dans le plan :

+ o+ o+ F O+ o+ o+ o+
+ o+ + T + + F
’/ I
+ 4 / A+ |+ |+ \-K\ +
4 N
+ +/ E B T I I \( \+ +
+ /+ O T I T (R +

H |k (+ RAE A EARA &

+ \+ +l+ i+ ]+ ]+ +
+ +\\+ IR ERERE: /+ +
+ 4 \\+ |+ ]+ / +
e U + = + o+
+ o+ o+ o+ F o+ o+ o+ o+

Le réseau Z? est représenté par des petites croix. En gras figure un cercle
de rayon r > 0, les deux autres cercles ayant pour rayohs respectifs

V3 %

o+ - et r— - - Commengons par expliquer 'idée dans le cas du

plan. 11 est clair que tout carré C, centré en un point x € 72 N B,

est inclus dans le disque de rayon r + ﬁ Cela provient de U'mnégalité
triangulaire et du fait qu'un peint de C; est & une distance inférieure

Y

a —5% de x. De méme, on montre que le disque de rayon r — ﬁ est,

complétement inclus dans la réunijon des petits carrés. Or, l'aire de la
réunion des carrés est exactement N(r), le nombre de carrés (car ils sont
tous d’aire 1 et d’intérieurs disjoints). On a donc Iencadrement

2 2
W(r—?) QN(T‘)QTP(T—F?) .

Cette double inégalité prouve que N(r) ~ w72,

e Passons an cas général. La démarche est la méme. On fait intervenir
le volume d’une boule de rayon r. A priori, on ne sait pas le calculer,
majs si on note b, le volume de la boule euclidienne fermée de rayon 1
(ainsi by = 7), par homogénéité une boule de rayon r > 0 a pour volume
V(r) = bpr™. La distance maximale d'un point d'un de nos hypercubes

& son centre est % . L’inégalité précédente s’écrit alors

by (r?) \<\N(?‘)\<,bn(r+§) .

On en déduit que N{r) ~ bnr™ lorsque r tend vers +oo. <
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Vil une autre maniére de voir les choses. Av lieu de compier les
pneids de Z™ dans By, il revient au méme de compter les points du réseay
bow " N(r ,
' 2N dans Lo boule unité By, Alors rL") est le volume de [a réunion des

hijprieubes de coté % centrds qux points de 1 Z"NBy et il semble clair que
e nofune va tendre vers le volume de By ! ¢’est pratiguement le procédé
o ‘wpprocimation utilisé pour définir la notion de partie quarrable dans le
von ol plan.

On trouvera dans le tome 2 d’analyse (exercice 3-23) une appli-
rnfwon du résultet de cet exzercice d la recherche d'un équivalent pour
wie série entiére. Signalons enfin qu’il est facile d’obienir une rela-
tinn de récurrence entre b, et b,_1 conduisant & la formule swivante :

'.'Tn/2
B e
[ﬁ( nt? )

2
Nous allons terminer par deux exercices concernant les entiers natu-
rly, czercices de nature moins combinatoire, mais qui s’inscrivent tout
de méme naturellement dans ce chapitre. Le premier étudie ¢ quelle
condition deur suites pseudo-arithmétiques permettent de partitionner

N* {une suite pseudo-arithmétigue est une suite d’entiers de la forme
(bi1r))nz1 ovec o > 1).

, ou I' est la fonction d’Fuler.

1.17. Théor2me de Beatty (1926)

Soit a,b > 1, E = {E(na},n € N*} et F = {E(nb),n € N*}.
Montrer qu’il y a équivalence entre :
(i} E et F forment une partition de N*;
(#1) 1 + % =1 et a et b sont irrationnels.
“ (Ecole normale supéricure)

i+ Solution.
e Le résultat est assez intuitif si P'on introduit la notion de densité
('mie partie A de N*. Pour tout n > 1, on note a,, le cardinal de AN[[1,n].

Ni la suite (%") converge on dira que A admet une densité égale par
thefinition & la limite d(A) de cette suite. Par exemple, ensemble des
entiers pairs est de densité %, I’ensemble des carrés est de densité nulle.

e Montrons que pour o > 1, Pensemble {E(na),n € N*} est de
densité o=, En effet, les entiers E(ka) sont deux & deux distincts et il

yeana E (E) dans Dintervalle [1, n]. Le résultat annoncé provient de ce

9 1
que lim —E (E) = —.
notoon  \o e



34 CHAPITRE 1. COMBINATOIRE

e (1) == (#7). Il est clair que si A,B sont des parties disjointes de
N* admettant toutes deux une densité, alors A UB admet une densité
et d(AUB) = d(A)+ d(B). Comme d(N*) =1,onadonca '+b71 =1
d’aprés le point précédent. De plus, a et b ne peuvent pas étre tous les

deux rationnels car si a = g et b= ‘%, alors E(p'ge) = E(pg'b) = pp’ est

dans ENF. L'un des deux est donc irrationnel. Mais la relation é + % =1

impose alors I'irrationalité du second.

e (i7) == (7). Commencons par montrer que E et F sont disjoints.
On raisonne par l'absurde. Scit k € ENF, n 2 1 et m = 1 tels que
k = E(ne) = E(mb). Par définition de la partie entiere, k € na <k +1
et k < mb < k+ 1, En divisant la premitre inégalité par a et la seconde
par b on a ‘E €£€n < E+E et % Lm< %-{-%.COmptetenude
la relation qui lie a et b, on obtient en additionnant les deux inégalités
k< n+m< k+1. Comme k,n et m sont entiers cela impose n+m = k.
On a alors nécessairement égalité dans les denx inégalités précédentes,
c'est-d-dire na = mb = k. (Mest absurde car a et b sont irrationnels. On
adonc ENF = 0.

Montrons maintenant que EUF = N* Soit n 2 1, p = E(na) et m
I'unique entier (éventuellement nul) tel que E(mb) < p < E((m~+1)b) (les
inégalités sont strictes car ENF = 0). L’entier E(mb) (resp. p = E(na))
est le plus grand élément de I (resp. de E) appartenant & l'intervalle
fi,p]. Les applications k& —— E(ka) et k& —— E(kb) étant injectives

(car a,b > 1), l'intervalle [i,p] contient donc m + n éléments de EUF
p+1
a

(car ces deux ensembles sont disjoints). Or, on a P<nc< et
&€

%—l<m< 1"-%'_1‘ Fn additionnant il vient p —1 <n+m < p+ 1,

donc p = n + m : tous les entiers de [1, p] sont dans EU F. Le résultat
suit car n est arbitraire et p est donc arbitrairement grand. <

Il a été démontré, dans les anndes 20, qu'il est impossible de parti-
tionner N* avec trois suites pseudo-arithmétiques ou plus.

Voici, pour finir, un exercice posé aux Olympiades Internationales en
1971 4 Zilina (aujourd’hui en Slovaquie).

1.18. Un exercice d’Olympiades

Soit A = (a;;) une matrice carrée de taille n = 2, & coefficients
entiers naturels et telle que, pour (k,1) € [1,n]* si ay = 0 alors
2

n n

n
N ai + > ax; = n. Montrer que Y aqy; 2 5 Donner un exemple
i=1 j=1 i3
ot il y a égalité.

(Ecole narmale supérieure)
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|- Solution.

O va essayer d'évaluer [a somme des coefficients en utilisant une
vnpco (1.e. une ligne ou une colonne) ol il y a beaucoup de zéros pour
exloiter au mieux I'hypothése. Cela invite & considérer une rangée dont
I romime S des éléments est minimale. Quitte & prendre la transposée
i A puis & permuter deux lignes on peut supposer que la rangée en
ijeition est la premiére ligne de A.

« 518 = g, le résultat est évident car la somme des coeflicients de

rlinciune des n lignes de A est minorée par ;
» 58 < g-, ilyaaz T zéras dans la premiére ligne de A. En
uobant J = {j € [1,n], a1; =0}, on a d’aprés Phypothése

Doa =2 aij+ Y ay >a(n-S5) +(n-a)s.
ilj

jETi=1 JgFi=1

(&}

n n’

I derivant a(n — 8) + (n — a)S = + (n—28)(a — g) Z -

T 5 s Ol

ihtient 'inégalité voulue.

Pour avoir égalité, il est bien entendu nécessaire de prendre n pair.
L matrice «damier» définie par a;; = 1 si ¢ = j [2] et a;; = 0 fournit
nlors un exemple ol il y a égalité. <



Chapitre 2

Théorie des groupes

("est au cours du XIX® siécle qu’émerge lo notion abstraite de groupe.
Hewr sortes de lois de composition interne sont 4 Uorigine du concept :
vrlle velative cur closses d’équivalences en Arithmétique (infroduites de
municre émplicite dans les Disquisitiones arithmeticee de Gauss) et lo
reinposition des permutations sur un ensemble fini dtudide notamment
e (Julods et dont la théorie fut largement développée par Jordan dans
s ' raité des substitutions. Le premier d rapprocher les points de vue et
i cenecevoir que la structure de groupe est indépendante de la nature des
obyels considérés est Cayley gui donne une premiére définition abstraite
i ‘un groupe dans On the theory of groups as depending on the symbolic
equntion 8% = 1 (1854). Il dresse des tables de multiplication pour les
sronepes de petit ordre. Il connait les deux groupes d’ordre 6 (& isomor-
plisine pres), les cing d’ordre 8 et fournit des exemples d’une grande
meridlé ¢ ensembles de motrices inversibles, de quaternions, groupe des
rucines n-iéme de unité... Jordan epprofondira ce travail et étudiern
e maniere trés poussée le groupe linfaire et ses sous-groupes. Il est no-
tnement & Uorigine de lo notion de groupe quotient et de lo théorie des
reprdsentations linéaires (le. Détude des morphismes d’un groupe dans
e groupe linéeire d'un espace vectoriel). Cette réalisation géométrique
des groupes permet de traduire les propriéiés géométriques en propriéiés
nlgihrigues et inversement. L’étude des groupes de transformations per-
el la clossification des géomeétries de Feliz Klein. Il faut toutefois re-
connaitre que durant tout ce siécle le terme de «grouper fut employé
de inaniére trés vague, sans que les exemples classiques des groupes ad-
duif Z ou multiplicatif QF soient relevés ef ce n'est qu'en 1898 que le
muthématicien Weber en donne la définition connue aujourd hui.

Commengcons par un evercice élémentaire sur les lois de composition,
sl gu concours de ["Eeole polytechnigue.

2.1. Existence d’un idempotent

Scit E un ensemble fini muni d’une loi de composition interne
nssociative, Montrer qu'il existe s € E tel que 82 = s,
(Ecole polytechnique)
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> Solution.

Soit ¢ un élément quelcongue de E. L’associativité de la loi permet
de donner un sens i o® pour tout entier £ € N*. Comme E est fini, la
suite u, = a?  (obtenue & partir de up = a par itération de s — s2) ne
peut pas étre injective. On peut donc trouver n € N* et p > 0 tels que
Untp = Up. Si on pose b = a?", on a alors b*° = b. Si p = 1 c’est gagné.
Pour avoir des idées regardons ce qui se passe pour p = 2. On a b* = b.
On obtient alors (b%)2 = 8% = b*b? = bb? = b et b* est idempotent.
En fait de manitre générale, si z™ = z avec m > 2, alors z™ ! est
idempotent puisque (z™ 1) = g2m=2 = gm . pm=2 5. g2 = gl
Donc ici, s = b2 ~L convient. <

Les exercices suivants concernent les notions de sous-groupes et de
morphismes de groupes.

2.2. Groupes dont ’ensemble des sous-groupes est fini

Caractériser les groupes dont I'ensemble des sous-groupes est fini.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Les groupes finis vérifient de maniére évidente cette condition. Nous
allons démontrer que ce sont les seuls. Soit G un groupe dont I'ensemble
E des sous-groupes est fini. Tout = de G est d’ordre fini car un élément
d’ordre infini engendre un sous-groupe isomorphe & Z et Z admet une
infinité de sous-groupes. S; E' désigne le sous-ensemble de E formé des
groupes monogeénes, on a G = U H. Comme E' est fini et que les

HeE
éléments de E' sont des emsembles finis d’aprés ce qui précéde, G est

fini. <

2.3. Morphismes de Q dans Z

Trouver tous les morphismes de groupes de (Q, +) dans (Z, +).
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Soit f un morphisme de groupes de (Q, +} dans (7, +). Son image
est un sous-groupe de Z, c’est-d-dire un certain nZ, n € M. 8in 2 1,
on choisit un antécédent z de n. On obtient alors 2 f( %} = f(z)=mnet

n

donc 5 = f(%} € nZ, ce qui est absurde. On a donc n = 0 et f est

nul. <
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I.'vrercice sutvant doit étre rapproché de lexercice 6.15, plus clas-
mune, ou il 8’agit de démontrer lo méme équivalence pour un endomor-
plisme o d’un espace vectoriel E de dimension finie, La démonstration
eal qnastment [g méme : on passe d’une inclusion § une égolité ensem-
bhsic en invoguant ici un argument de cardinal et Id un argument de
ihunension ; une relation entre le cardinal de Im f et celui de Ker f rem-
paen le théoréme du rang.

2.4, Equivalence Ker f = Ker f2 <= Im f = Im #2

Soit G un groupe fini et f un morphisme de G dans G. Montrer
(e
Ker f = Ker f? <= Im f = Im f2,

(Ecole normale supérieure)

|+ Solution.

» On ohserve que 'on a Ker f C Ker f? et Im f* C Im f. Ces en-
nembles étant tous finis, on en déduit que Ker f = Ker 2 équivaut &
Hser fl = |Ker f2| et Imf = Im f2 & |Im f| = |Im f2|. 11 sagit de
thhmontrer que ces deux égalités de cardinaux sont équivalentes.

e Montrons que si f : G — G est un morphisme de groupes, alors
It = |Im f| x |Ker fi. Soit R la relation d’équivalence associée & f :
£Ry <= f(r) = f{y). L’ensemble quotient G/R est équipotent & Im f.
Mais d’autre part, f(z) = f(y) équivaut & f(z ly) = 1, puisque f est
in norphisme et done & 7'y € Ker f. La classe T d'un élément z pour
K st done la classe & gauche modulo Ker f : T = rKer f. Ainsi, T est
cquipotent & Ker f (par la bijection g € Ker f — zg € T). Les classes
onl done toutes méme cardinal, celui de Ker f. On en déduit que

|G| = |G/R| x |Ker f| = |Im f| x | Ker f].
O » done, pour tout morphisme f de G,
(Gl = | Tm | x | Ker f.
O obtient de méme
|G| = | Tm f?| x | Ker f2|.
ey deux égalités impliquent Péquivalence entre |Im f| = |Im f?| et

IKor f| = | Ker £2|, ce qui établit le résultat demandé. <
' q

Voici quelques rappels sur la notion de groupe quotient dans le cas
whittien., Soit G un groupe abélien, et H un sous-groupe de G. Lo relation
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Ry (dite de congruence modulo H) définie sur G par tRuy < s 'y e H
est une relotion d’équivelence. On note T = tH = Hzx la classe d'un
élément © de G et G/H Pensemble quotient. La loi de G est alors com-
patible avee le passage au quotient, ¢’est-i-dire que lo classe Ty ne dépend
pas du choiz de © dans T et de y dans §. Cela permet de définir une loi
de composition interne sur G/H par T.y = Ty, loi qui munit G/H d'une
structure de groupe, appelé groupe quotient de G par H. Les quotients de
7. sont des exemples fondamentaur qui ont ét€ étudiés en cours.

Rappelons enfin le premier théoréme d’isomorphisme dans le cas
abélien. 8 f : G — G' est un morphisme de groupes, alors la relation
d’équivalence associde ¢ f et lo relation de congruence modulo Ker f sont
égales et la bijection canonique f de G/ Ker f sur Im f induite por f est
un isomorphisme de groupes.

2.5. Sous-groupes finis de /Z

Montirer que, pour tout n = 1, il existe un unigue sous-groupe
de (Q/Z, +) de cardinal n.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Soit n = 1 et G un sous-groupe de cardinal n de Q/Z. 81 ¢ € @ est
tel que T € G, l'ordre de T divise n et donc #Z = nT = 0. On en déduit
qu’il existe p € Z tel que z = -‘E Si r désigne le résidu de p modulo n,

on a méme T = (%) Ceci montre que G C {(%),Os r < n—l}. Les

n éléments de cet ensemble sont distincts et ils forment un sous-groupe

de Q/Z, le sous-groupe engendré par (%) D’aprés ce qui précede, c'est

le seul sous-groupe de (Q/Z, +) de cardinal n. <

Les exercices suivants concernent lo notion d’ordre d’un élément dons
un groupe. L’ordre d’un élément ¢ d’un groupe G est le cardinal (fini ou
infini) du sous-groupe de G engendré par x. 8i Uordre de © est fini égal ¢
m, ce sous-groupe est égal ¢ {e,z, 2%, ... ™ '} et isomorphe 6 Z/mZ.
Lientier m est le plus petit k € N* tel que z* = e. Dans le cas ot l'ordre
de & est infind, le sous-groupe qu’il engendre est isomorphe é Z.

Lorsque G est fini, Uordre de tout ¢ divise le cardinal de G (clest
un corollaire du théoréme de Lagrange). Bien entendu il n’y a pas, en
général, d’élément d’ordre d pour tout diviseur d de |G| (sans quoi tous
les groupes finis seraient cycliques). Le lemme de Cauchy, qui fera plus
loin Uobjet d'un exercice, mondre que si G est fini de cardinal n, alors
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C adinet, pour tout diviseur premier p de n, des éléments d’ordre p.
Lea dewe ezercices qui suivent deviennent trés simples dés lors que lon
dixpose de ce lemme. Nous en donnons toutefois des solutions n'y feisant
pun appel el qui sont sans doute plus dans Uesprit de ce gu’attendait
Preramanateur.

2.6. Groupes abéliens de cardinal pg

Soit G un groupe abélien d’ordre pg, ol p et ¢ sont deux nombres
premiers distinets. Montrer que G est cyclique.
(Ecole normale supérieure)

|- Solation,

Nous noterons la loi du groupe multiplicativement. Comme p et ¢
uont. premiers, les éléments de G différents de 1 sont d’ordre pg, p ou ¢
itnpis le théoréme de Lagrange.

e Montrons que si G admet un élément x d’ordre p et un élément y
iFordlre g, alors 2y est dordre pg. On a oy £ 1, car sinon y = 27 a
neme ordre que x, (xy)? = yP #£ 1 car ¢ ne divise pas p et, de méme,
gy # 1. L'ordre de zy ne peut étre que pg. A l'aide du lemme de
(puchy (voir 2,10) on pourrait done conclure ici.

» 51 G n’est pas cyclique, i.e. ne posséde pas d’élément d’ordre pg, on
on déduit que les éléments de G distinets de 1 sont tous d’ordre p ou tous
d'ordre g. Supposons-les par exemple tous d’ordre p. Soit 2 un élément
d'ordre p et H le sous-groupe qu’il engendre. On considére le groupe
qunticnt G/H de cardinal ¢. Comme ¢ est premier, le cours assure que
ti/11 est cyclique. Soit z € G tel que z engendre G/H ; Z est donc d’ordre
i. Mais on a aussi 2 = 2P = 1. Comme % est d’ordre ¢, on en déduit ¢
divise p, ce qui est ahsurde.

Conclusion. G est cyclique. <

Le résuliat n’est bien entendu plus vrai si G n’est pas supposé abélien :
I yroupe Sz est d’ordre 6 — 2x3 et n'est pas abélien (donc non cyclique).

2,7. Un cas particulier du lemine de Cauchy

Soit G un groupe de cardinal 2p avec p premier. Montrer que G
contient un élément d’ordre p.

(Ecole normale supérieure)

| - Solution.
D’apres le théoréme de Lagrange, les dléments de G sont d’ordre
[, 2, p ou 2p. Raisonnons par Pabsurde et supposons qu'il n'y ait pas
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d’élément d’ordre p. Dans ces conditions, G n'est pas cyclique {car sl x
est un générateur de G, alors z2 est d’ordre p) et si z € G, x est d’ordre
1 (sl = est I’élément neutre) ou 2. En particulier, p 2 3 et pour tout
z € G, 22 = 1. On peut alors prouver le lemme suivant, intéressant en
soi :

Lemme. Soit G un groupe tel que pour tout z € G, 22 = 1. Alors G est
abélien et Card G est une puissance de 2.

Démonstration.
e Soit z et y dans G. Pour tout z € Gonaz? =1, 4.e. z=2"1. On
en déduit que
R S L L
zy=(zy)” =y rT =uyx
et G est abélien.

¢ Montrons par récurrence sur Card GG que Card G est une puissance
de 2.

Il o'y arien & vérifier si Card G = 1.

Supposons Card G = 2. On considére les sous-groupes de GG distincts
de G; il en existe, {1} par exemple. On en choisit un de cardinal maxi-
mal que l’on note H. D’aprés 'hypothése de récurrence, Card H est une
puissance de 2. Soit a € G\H. Montrons que HU aH est un sous-groupe
de G; en effet, il est égal au sous-groupe H' engendré par a et H:

* on a clairement HUaH € H';

% réviprogquement, ¢ étant d’ordre 2, tout élément de H' s’écrit a®h,
avec a € {0,1} et A € H. D’ol1 le résultat annoncé.

Les ensembles H et ¢H sont disjoints car sinon il existerait k € H qui
s'écrirait h = ak avec k € H et on aurait @ = hk~1 € H, ce qui est exclu.
On en déduit que Card(HUaH) = 2 Card H. Par maximalité du cardinal
de H, HUaH = G. En particulier, Card G = 2 Card H est une puissance
de 2. ¢

Le cardinal de notre groupe G devrait étre une puissance de 2. Mais
Card G = 2p, avec p > 3 et premier. C'est contradictoire et G posséde
done un élément d’ordre p. <

Un élégont argument d’algébre linéaire permet de mieux soisir encore
la structure de G lorsque pour tout € G, 22 = ¢ : G est alors naturel-
lement muni d'une structure d’espace vectoriel sur le corps Z/2Z, la loi
externe étant définie par 0.2 = e (neutre de G) et Lo = x pour tout x de
G, et la loi de groupe étant bien entendu celle de G. La propriété vérifide
par G intervient dans l'ariome de distributivité : (1 + 1).z = 0.z = ¢
et (Lz)(Lz) = 2% = e. On laisse au lecteur le soin de vérifier les
autres axtomes. Comme G est fini, il est de dimension finie en tont que
Z/27-espace vectoriel. St on note n cette dimension, G est isomorphe 4
(Z/2Z)" en tant qu’espace vectoriel et a fortiori en tant que groupe.
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I+ fuit qu'un groupe abélien fini d'exposant 2 (voir ci-aprés) est iso-

morphe & (Z/27)% résulte aussi du théoréme de structure des groupes
twhelicns finis (cf. exercice 2.20 pour Dunicité et 7.22 pour lexistence).

2.8, Exposant d'un groupe abélien fini

Soit G un groupe abélien fini. Pour tout z € G. on note O(z)
I"rdre de z.

1. Soit (z,y) € G, m = O(z), n = O(y). On suppose que m
¢l n sont premiers entre eux. Montrer que O(xy) = mn. Si on ne
mippose plus m premier avec n, a t-on O(zy) = ppem(m,n)?

2. Soit (m,n} € (N*)2. Montrer l'existence de (m',n') & (N*)?
el que m'|m, n'|n, pged(m', n’) = 1 et ppem(m, n) = m'n’.

3. Montrer qu’il existe z € G tel que O(z) soit le ppem des
ordres des éléments de G (ce ppem est appelé Pexposant du groupe
(),

4. Soit K un corps commutatif, G un sous-groupe fini du groupe
munltiplicatif K*. Montrer que G est cyclique.

(Ecole normale supérieure)

|- Solution.

L. Supposons m et n premiers entre eux et considérons k € Z tel que
L) = 1. Elevons cette égalité & la puissance n. Comme G est abélien
il vient 2** = 1. Donc m divise kn. Comme n A m = 1, le lemme de
Cuulss garantit que m divise £ On montre de la méme maniére que n
divise k, puis que nm divise &, & nouveau parce que n Am = 1. Comme
(ry)™ = 1, il en résulte que O(zy) = mn.

I’hypothése «m et n sont premiers entre eux» est essentielle : en
illcl, si on prend par exemple y = 1. 'élément xy = 1 est d’ordre 1
nlors que O(z) = O(y) et done que ppem(O(z), O(y)) = n.

2. Ferivons m = ][ p»™ et n = ] p**™, ot P désigne Ven-

peP pEP
nanble des nombres premiers. On a alors

ppem(m,n) = [ prextetm e,
PEP

Seil. (m/, n’) € N*, Pour que m/|m et n'|n, il faut et il suffit que pour
Wit p € P, vy (m') < vp(m) et vy(n') € vp(n). Pour que m' et o’ soient
preniiers entre eux, il faut et il suffit que pour tout p € P, vp(m'y =0
ot 14,(n") = 0. Enfin, pour que m/n’ = ppem(m, n}, il faut et il suffit que
pour tout p € P, vp(m'y + vp(n'} = max(v,(m), vp(n)). Tout cela nous

ivile & poser
[ ap [ Op
mo= pr et no= P
el nEP
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avec, pour tout p € P,

{Up(m) sl vp(m) > wpin) {0 sl vp(m) > vp(n)
Op = . et ﬁp = .

0 si vp(n) 2 v,(m) vp(n) sl wp(n) = ve(m).
Les entiers m' et n' vérifient alors toutes les conditions demandées.

3. Considérons un élément z de G d'ordre maximal m. Soit x un
élément de G d’ordre n. On choisit m' et n’ comme & la question 2.
L'élément 2™/™ est d’ordre m/ : en effes, on a (2™ )% = M =1 et
si (2™ = 1, avec k > 0, on obtient 2™*/™ = 1 et nécessairement
mh:/m’ =z m, {e. k= m' De méme, /" est d’ordre . D’aprés la ques-
gion I, =™/™ g7/7" est d'ordre m'n’ = ppem(m, n). Or, par construction,
cet ordre est inférieur & m. On a done ppemfm.n) < m, cest-b-dire
ppem(in,n) = m et n divise m.

L’ordre m de z est domc multiple de tous les ordres des éléinents
de G. C'est évidemment le plus petit, m étant lui-méme l'ordre de -.
C’est donc le ppem des ordres des éléments de G,

4. Soit m le ppem des ordres des éléments de G et n le cardinal de
G. Comme z™ =1 pour tout z de G, on a

Gcl{zek, 2 -1=0}

Or, Pensemble des racines de X™ — 1 € K[X] est fini, de cardinal au
plus m. On a donc n € m. Mais 'inégalité m < n est également vérifiée
puisqu'il existe z € G d’ordre m. Finalement on obtient m = n et 2 est
un générateur de G, qui est cyclique. <

Il résulte notamment de lo question { que, pour p premier, le groupe
mudtiplicatif (Z/pZ)* est eyclique. Le lecteur trouvere une auire preuve
de ce résultat trés important dans Uexercice 4.13.

2.9. Puissances dans un groupe abélien d’exposant fini

Soit G un groupe abélien. On suppose qu'il existe n € N* tel
que z" = 1 pour tout z € G.

1. On suppose que n = ab, avec pged(a,b) = 1, et on considere
G = {@%, z € G}. Montrer que G, est un sous-groupe de G. On
définit de mnéme Gp. Montrer que pour tout z € G, il existe un
unique (u, v) € G, x Gp tel que & = ww.

2. Soit £ un entier nature] premier avec n. Montrer que I'applica-
tion # +— z¥ est un automorphisme de G. Déterminer application
réciproque. .

(Ecole normale supérieure)
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|- Solution.

I. Pour tout entier &, I'application fi :  — 2* est un morphisme
de groupes de G dans G, car (3 est abélien. Cela montre que G, = Im f,
vl (i, = Im f, sont des sous-groupes de G.

Considérons le morphisime de groupes 4 : G, x Gy — G qui au eouple
(n. e} associe wv. 1] 5°agit de prouver que 1 est un isomorphisme.

s Injectivité. Soit (u,v) € G, x Gy tel que uv = e. Comme u s’éerit
wons la forme u = w®, on a u? = w* = e. Donc Pordre de u divise b.
I méme, 'ordre de v divise a. Or, v = u~! a le méme ordre que u. Cet
ardre divise donc a et b et commnie a et b sont premiers entre eux, ¢'est
I Ainsi e = v = e et Keryr = {{e. €)}.

» Surjectivité. Soit ¢ € G. Par le théoreme de Bezout on peut trouver
nei Jtelsquel = aa+ 3b. Onaalors z = (22)%(2f)P — w((z®)%, (27)?).
[Y'oil le résultat.

2. Montrons que fi est injective en cherchant son noyau. Soit x dans
Ker fr,. Onax® = eet " = ¢ par hypothese. L'ordre de x divise k et n;
¢'vst dane 1 puisque pged(n, k) = 1. Ainsi, x = e et Ker fr = {¢}. Pour
b wurjectivité, on écrit une velation de Bezout entre ket n: rk+sn = 1.
On a alors, pour tout = € G, & = 2% = (£™)%. Donc f) est hijective
oS = fee

Les actions de groupe jouent un role essentiel dans bien des domaines
des mathématiques. Tout d’abord en théorie des groupes. En regardant
diverses actions d'un groupe G. on peut obtenir beaucoup dinformae-
hwms sur G lui-méme (voir par exemple la prevve du lemme de Cauchy
v 2.10). La théorie des représentations linéaires {ie. des opérations
lnidaires d'un groupe sur un espace vectoriel) forme par exemple un pan
enficr de la théorie des groupes. Mais cette notion peul aussi se rencon-
hrer en combinatotre lorsgu'on cherche & dénombrer les configurations
o un objet sur lequel un groupe agit : on se reporiere par eremple &
erercice 1,10 ou encore a exercice 6.21 qui donne une preuwve de o
forinule de Burnside. Enfin, la notion d’opération de groupe est qu ceur
te lu géométrie. Depiis le programme d’Erlangen de Felirv Klein (1872),
e comprend une géométrie comme étude de propridtés invariantes sous
Paction d’un certain groupe.

Dans le programme de Spéciales, le lecteur pourra avec un peu de re-
cul se rendre compte que beaucoup de résultats sont des descriptions d’or-
hites pour certuines opérations de groupes : définition des angles orientés,
ieehierche des classes de stmalitude de M, (K), classification des formes
yuudratiques...

Voici un petit rappel de essentiel.

¢ Une opération d'un groupe G sur un ensemble non vide B est yn
wmorphisme @ de G dans Sg le groupe symétrigue de E. On note usuel-
lewent g - x au lieu de o(g)(z) pour (g,x) € Gx E.
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e 5i G opére sur B la relation xRy < 39 € G, g -z = y est
une relation d’équivalence sur ¥ dont les classes sont appelées orbites.
Liopération est dite transitive sl n’y @ qu’'une seule orbite. Six € £ on
note G, = {g € G, g-z = x} le stabilisateur de x. C’est un sous-groupe
de G. '

o Dans les exercices on ufilisera plusieurs fois Pimportant résulfat
sutvant : st G est fini et siz est un élément de B, le cardinal de Iorbite de
x sous [action de G est égal & Vindice du stabilisateur de x. Démontrons-
le. Notons 0, lorbite de z. L application f : G — §1, qui & g associe
g - T est surjective par définition. FEtudions la relation d’équivalence Ry
associée & [ :

Reg = (@ =flg) =g =g e (g7')z=2
e g7y € G, = ¢ € ¢gG,.
La classe d’équivalence de g € G est donc la classe & droite gG,. ; elle

est de cardinal |G,|. Toutes les classes d’équivalence ont donc le méme
cardinal. Comme Densemble quotient G/Ry est en bijection avec Qp on

o bien
Card G
Card O, = Card G GJ'

o Léguation aux classes consiste & écrire, lorsque B est find, que le
cardinal de E est égal & la somme des cardinouz des différentes orbites.
Elle permet souvent des raisonnements combinatoires ou arithmétiques
comme dans la preuve sutvante du lemme de Cauchy donnde por MacKay
en 1959,

2.10. Lemme de Cauchy

1. Soit G un groupe fini de cardinal p"™ (avec p premier et m
dans N*¥) qui opére sur un emsemble fini non vide E. On considére

E¢={xeE, Y9eqG, g-z =1}

Montrer que |E9| = |E| (mod p).

2. Soit H un groupe fini d’ordre n et p un diviseur premier de n.
Montrer que H contient un élément d’ordre p (lemme de Couchy). On
pourra, pour ce faire, utiliser une opération de Z /pZ sur I'ensemble E
des (#1,...,2p) € HP tels que 21%2...7, = €.

3. Soit H un groupe fini d’ordre n et m dans N* tel que, pour
tout z € H, 2™ = e. Montrer gue n divise une puissance de m.

(Ecole normale supérieure)
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|- Solution.

I. Siz € E, on notera O(z) lorbite de z sous Paction de G. Les
climents de EC sont exactement Jes éléments 2 de E tels que O(x) = {x}.
Notons wq, Wa, . . ., wy les orbites de E de cardinal strictement supérieur
n 1. On sait que 5i x; est un élément de w,, le cardinal de w; est 'indice
i stabilisateur de z; dans G : c’est donc une puissance de p. Il résulte
e équation aux classes que

Bl = [E% + élwd = S| .

2. Soit (z),...,%p) un &lément de E. On a donc 122 ..., = e. En
muliipliant & gauche par z7! et & droite par xq il vient ory. .. Tpry = €,
o esl-a-dire (zo, ..., Ip.21) € B

Notons ¢ le cycle {1,2,....p) élément du groupe symétrique S,. Il
wagit dim élément d'ordre p qui engendre un groupe cyelique K iso-
morphe & Z/pZ. On définit une opération de K sur I'ensemble H? par
oy, ) = (Ben, Te@y -5 Togpy) = (2, -, 2p, T ). La remarque
ci (lessus montre que K est stable par cette opération. Appliquons alors
e résultat de la question précédente & Popération induite sur E. On a -
14 = 1EX| |p). Le cardinal de E est n?~! : on peut choisir zy, ..., zp—1
t(uelconques ; xp est alors déterminé de maniére unique. Comine p di-
vise n, |ER| est. nul modulo p. Or, les éléments de EX sont justement
les puplets (z, 2, ..., z) avec &P = e. Comame E¥ est non vide puisqu'il
contient le p-uplet {e,e,...,e), il a un cardinal supérienr a p. Il y a done
auomoins p — 1 éléments d’ordre p dans H.

3. 1l suffit de montrer que tous les facteurs premiers de n sont des
fuelenrs premiers de m, Soit p premier divisant n. Le lemme de Cauchy
porantit existence d’un éément z € H d'ordre p. Or, par hypothese
= e Clest done que p divise m. <

Le défaut de commutativité d'un groupe G se mesure & Uaide de son
vedre. Il s'agit du sous-groupe Z(G) formé des éléments de G gqui com-
mutent avec tous les autres. Le lecteur montrera por exemple que le centre
dn groupe symétrique S, est réduit o 'identité pour n > 3. Llexercice
nuivant se propose de prouver que le centre d’un p-groupe ne peut pas
clye trivial.

2.11. Centre dun p-groupe

Soit G un groupe fini et @ € G.
1. Montrer que le nombre de conjugués de a est égal A I'indice
Jdans G du centralisateur de a.




48 CHAPITRE 2. THEORIE DES CROUFES

On suppose que G est de cardinal p™ avec p premier et m = 1.
2. Montrer que le centre de G est d’ordre p* avec 0 < k& < m.
3. On suppose m = 2. Montrer que G est abélien.

(Ecole polytechnique)

&> Solution.

1. On considére 'action de G sur lui-méme par conjugaison : si g
et x sont dans (3, g- 2z = grg . L'ensemble Q, des conjugués de a est
Porbite de a et le centralisateur de a {g € (3, ga = ag} n'est autre que
le stabilisateur {g € G,gag™ = a} = G, de a pour cette opération. On
a donc

Card G
CardQa = 5 i |

2. Notons Z(G) = {a € G, ¥g € G, ag = ga} le centre de G. Pour
a € G, nous avons les équivalences :

Veg = Q, ={a}

a € Z(G) < Vg e G, gag™
Ecrivons que G est réunion disjointe des classes de conjugaison. La ques-
tion précédente assure que le cardinal d'une classe de conjugaigon est un
diviseur de Card G = p™. Si elle n’est pas réduite & un singleton, son
cardinal est de la forme p* avec & 3 1 donc est nul modulo p. Ainsi, on
obtient

CardG= Y CardQ=CardZ(G)+ »_ Card(
{1 orbite Q orbite
Card 022
et, modulo p, il reste 0 = Card G = Card Z(QG). Donc p divise Card Z(G).
Or, Z(G) est un sous-groupe de G, donc son cardinal est de la forme p*
avec O < & € m, d’aprés le théoréme de Lagrange, Comme p divise
Card Z(G), k est nécessairement supérieur ou égal a 1.

3. Soit p: g€ G py € Sg oil Sg est le groupe des permutations
de G et ¢, le morphisme de conjugaison = +—— gzg—!. On a pour tout
9,9 € Q, @gg = pg 0 g et Papplication  est un morphisme’ de G sur
un sous-groupe de S, noté Int G et appelé groupe des automorphismes
intérieurs de G. Le noyau de o est exactement le centre de G. Comme ce
centre n'est pas réduit & ’élément neutre d’aprés la question précédente,
la relation |G| = |Im p|.|Ker ¢ | (voir exetcice 2.4) donne |Int G| = 1
ou p. Comme p est premier, Int G est cyclique dans les deux cas. 1} existe

1. Cela traduit le fait que la conjugaison est une opération de groupes.



4 12, NOMBRE DE CLASSES DE CONJUGAISON 49

tdome gy € G tel que, pour tout g € G, il existe k € Z vérifiant g, = <p§0,
est-a~dire
Vr€G, grg' = glzgy®

Mnis alors, go est dans le centre de G puisque ggog™" = gEg0m5 " = go

ol g = gog- Ainsi g, est 'identité et |Int G| = 1. Done, Z(G) = G et
¢ et un groupe abélien. <

1l existe en revanche des groupes non abéliens d’ordre p° et par suite
des groupes non abéliens d’ordre p™ pour tout m = 3.

[Vexercice suivant évalue la proportion d’éléments d’un groupe non
ahclien gui commutent, proportion qui est reliée au nombre de classes de
CONFUGRISON.

2.12. Nombre de classes de conjugaison

Soit G un groupe fini non ahélien. On note n(G) le nombre de
conples d’éléments de G qui commutent divisé par le nombre total

do couples de G. Montrer que n(G) < g

(Ecole polytechnique)

! - Selution.

» On va commencer par interpréter n(G). Pour tout a € G, on note
!, lo centralisateur de g, c’est-a-dire I'ensemble des éléments de G qui
eomnnutent avec a. On obtient alors

Ca
“ TR %

Or, on sait que indice de C, dans G est égal au cardinal de la classe de
ronjugaison de a. En notant wq, ..., wy les classes de conjugaison de G,
Il vient alors '

()_JGIZZZIRi iG|2ZZ

i=1 acw; i=laEw; "'

1 & k
—~ S0 =
|G|2§| el

On est ramené 4 prouver que pour un groupe fini non commutatif, on
k- §)|G‘ Le résultat est bien entendu faux si GG est abélien, puisque

duns ce cas il ¥ a |G classes de conjugaison (réduites & des singletons).
¢ De manitre générale, la classe de conjugaison d'un élément a de
t¢ esl un singleton si et seulement si ¢ est dans le centre de G, que
Fan notera Z(G). Les autres classes ayant au moins deux éléments, on a
Vindpgalité
Z(@)] + 2k - 1Z(@)) < 16,
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Celle-ci, divisée par |G| moutre que

k 1 |Z{G)
n(G) = — < = :
TS
10S)] I S
Il nous suffit done, pour conclure, de prouver que 3/ < 5: est-&-

dire que l'indice de Z{G) dans G est supérieur ou égal 4.

Nous raisonnons par I'absurde. L’indice de Z{G) dans G est supérieur
ou égal & 2, car G n'est pas commutatif.

Supposons d’abord que Z(G) soit d’indice 2 1 |G} = 2|Z{G)|. On a
alors G = Z(G) U «Z(G), ol a est un élément guelconque n'appartenant
pas & Z{G). Par deéfinition, @ commute avec les éléments de Z{G}. Soit
b £ aZ(G}, que 1'on écrit az, ol 2 est central. Alors ¢ commute avec a
lui-méme et avec :z, donc avec b. Ainsi, ¢ commute avec tous les éléments
de G : c’est ahsurde.

Supposons maintenant que Z{G) soit d’indice 3 : |G| = 3|Z(G)|.
On considére les classes & droite modulo Z{G) : Z(G), aZ(G) et bZ(G).
L'élément a commute avec tout élément, de Z{G)} et avec tout élément de
aZ{G} (comme précédemment). Montrons qu’il commute aussi avec les
éléments de §Z{G). Pour cela, il suffit de prouver qu'il commute avec b.
Or, ab n'est pas dans eZ((G), car b n'est pas central. 371l est dans bZ(G),
alors b~ lab est central. On en déduit que ab = bb~'ab = b 1ab? et donc
que ba = ab. Sinon. ab est dans Z{G). Mais alors, aba ' =a lab=b et
donc ab = ba. Dans tous les cas, on obtient que ¢ commute avec b, donc
est central, ce qui est faux. «

En fait. le lecteur connaissent la notion de groupe quotient pourra
montrer plus généralement que si G/Z{G) est un groupe cyclique alors
G est abélien (et le quotient est donce trivial). Comme tout groupe d’ordre
2 ou 3 est cyclique, il en résulte que dans un groupe non abélien le centre
est au moins dindice 4. On retrouve aussi gu'un groupe d’ordre p* avec
p premier est cycligue (question § dr Urrercice 2.11).

2.13. Sous-groupe d’indice infini

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G d’indice infini, ¢’est-
a-dire qu’il existe une suite infinie (z,,) d’éléments de G telle que les
z,H soient deux & deux distinets. Soit Hy, ..., H, des sous-groupes
de G tels que G = HUH; U---UH,. Montrer que G = Hy U---UH,,.

(Ecole normale supérieure)
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I - Solution.

[Kaisonnons par Pabsurde et supposons l'existence d’un élément A
ens 1\ (Hy U ... UH,). On considére une suite (2, )nen de G telle que
b e, H sont deux & deux distinets. En particulier, au plus un des z,H
penl Gtre égal A H et dans ce cas, on peut supposer que c¢’est le premier
+ill. OUn supposera donc que, pour n 2 1, les x,, ne sont pas dans H.

Pour tout n 3 1, il existe ¢ £ [1,p] tel que =, € H;. D’aprés le lemme
il Liroirs, il existe 4, € [1, p] tel que z,, € H;, pour une infinité d’indices
1. On peut donce extraire de (z,)p>1 une suite (;z:,(,,”)n;g d’éléments de
AL Pour n #£ m, on a re H # 2{H.

Considérons pour n € N, y, = h:rg) qui n’est ni dans H (sinon
e H), ni dans H;, (sinon h € H;, ). Pour tout n, y, est dans I'uin
il 11; avec 7 # 7. Il existe donc une sous-suite (z;)neN de (Yn)nen
thant les élénients sont dans le méme sous-groupe Hy, avec iz # 4;. On
(1o :1:512) = zo_lzn pour n € N, On a mf,f) € H;, puisque H,, est un

mie-proupe. D’autre part, de zg = h:z:}cl) et z, = hm?) avec k, £ € N, on

-1
alnit 22 = [sc.(kl)] :L'E._;]) €H;i,. Deplus, sim € Net 2, = h;r:q(n]), on a

.J'(B)H:$£12)H — z,H=zH <= J;£1)H:1'2L]H > r={

i

vl linalement,
tPH=2PH —= m=n.

Ou dispose donc d’une suite (mE )) de H;, N H;, pour laguelle les

#2911 sont deux & deux distinets.

~ Un réitere le procédé : supposons construite pour ¢ < p une suite
(;::f,”)) o de H;, N ... N H;, pour laquelle les argf")H sont deux & deux
n2

ilinlinets. Au plus un terme de la suite peut étre daus H et on peut

mipposer que ¢'est le premier m((JQ).

{lonsidérons pour n € N* ¢, = ha'® qui nest ni dans H (sinon

e H), ni dans H;, N...NH;, par hypothése sur h. Pour tout n, y,
it dans 1'un des H; avee ¢ € {i),...44}. Tl existe donc une sous-suite

{“w)nen de (Yn)new dont les éléments sont dans le méme sous-groupe

. . . —+1 —
I,, , avecigyy & {é1,-+-,%q} On pose Zhath) = Z2y 'z, pourn € N. Ona

()} . s N
P e H;,,, puisque H;_,, est un sous-groupe. De maniére analogue &
e qui a été fait précédemment, :ri,f” ) s’éerit aprés simplification comme

produit de deux éléments de Hy, ... N H; et les SVH sont des

priies deux & deux distinctes. On dispose donc d'une suite (z§f+ ))
un2z0

de W, Mo N H, M H;,, pour laguelle les :c,(f”'])H sont deux & deux
tlistinets.
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Au final, on obtient une suite (a:gf’ )) o de H;, N...NH;,, c’est-a-dire
ngz

de Hy N... N H, avec les P H deux & deux distincts. On choisit n € N

tel que z = a:%p ) ¢ H. Dans ces conditions, xh ne peut appartenir ni a

H, ni & aucun des H;. Comme G = HUH, U...UH,, on aboutit & une
contradiction. <

2.14. Un théoréme de Frobenius (1895)

Soit G un groupe fini, H un sous-groupe de G. On suppose que
Card G = p Card H, of1 p est le plus petit diviseur premier de Card G.
Montrer que H est distingué dans G, c’est-a-dire que 'on a, pour
tout z € G, zHzr ! =H.

(]:lcole polytechnique)

> Solution.
¢ On considére les classes & gauche modulo H 4.e. les gH o g parcourt

G. On notera G/H l'ensemble de ces classes. Comme elles ont toutes le
Card G

CardH
naturellement sur G/H par translation & gauche : sige Get v € G,

g - zH = (gz)H. Mais on ne peut pas avoir d’information intéressante
dang Pécriture de I’équation aux classes pour cette action, puisqu’il n'y
qu'une seule orbite de cardinal p. On va plutét regarder la restriction de
cette action & H définie, pour h € H et € G, par h - zH = (ha)H.

¢ On note (2;)1<ign les orbites de G/H pour cette action. On sait que
le cardinal de chaque §; divise celui de H, donc celui de G. Ecrivons alors
I’équation anx classes qui exprime le fait que G/H est réunjon disjointe
des orbites sous I'action de H :

meéme cardinal que H, on obtient Card G/H = - Le groupe G agit

ke
p=CardG/H=>Y_ Card(;.

i=1

L'orbite de H est bien siir réduite au singleton {H}. Les orbites qui ne

sont pas des singletons ont un cardinal divisant |G|; par hypothése, un

tel cardinal est supérieur ou égal & p. §'il existait une telle orbite, on
n

aurait Y Card©; = p+ 1, ce qui est impossible. Toutes les orbites sont
i=1

donc réduites & des singletons.

e Ainsi, pour tout © € G ¢t tout h€ H, on a

h-zH = (hx)H = oH

et donc z—'hz € H. On obtient, pour tout = € G, I'inclusion *Hx C H
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ot done Uégalité — Hz = H puisque H et 2~ Hzr ont le méme cardinal,
v montre que H est distingué dans G. <

I vercice suivant montre que dans un groupe fini, un sous-groupe
prapre ne peut pas couper toutes les classes de conjugaison.

2.15. Classes de conjugaison

1. Soit G un groupe fini. H un sous-groupe strict de G. Montrer
il existe £ € G tel que la classe de conjugaison de r ne rencontre
ps HL

2. Donner un contre-exemple si G n’est pas fini.

(Ecole normale supérieure)

i - Sohation,
I. Pour z et g dans G, on a gzg™! ¢ H &= =z ¢ ¢ 'Hy
lu: probléme revient donc & démontrer que la réunion U gHg™ ' des

g€l
capjuguds de H, n’est pas égale 4 G. Pour cela on va majorer le car-

dlunl de cette réunion et montrer qu'elle contient strictement moins
itléments que G (la seconde question peut nous faire songer & un argu-
minl. combinatoire). On observe que si g et ¢’ sont dans la méme classe
iv pniiche modulo H, c’est-a-dire s'il existe h € H tel que g’ = gh, alors
gy~ = g(hkHh1)g~1 = gHg~!. Dans la réunion ci-dessus, on peut
itlone se contenter de prendre un systéme de représentants des classes
fi pauche module H. Soit g,,...,9% un tel systéme de représentants.

k- |G|/{H]| étant 'indice de H dans G. Les conjugués de H ayant an
wwins 1’é]lément neutre en commun, 1l vient
P P e
| gHy ' = | 9:Hg; ~<~1+(|H|—1)k:lGi+1*ﬁ“<iG|=
[fcle i=1 \ |

v |Hj < |G| par hypothése.

2. La preuve précédente utilise fortement la finitude de G, Le résultat
e x'étend pas & un groupe infini. Prenons par exemple G = GL,(T)
vl H le sous-groupe de G formé des matrices triangulaires supérieures
inversibles. Toute matrice de M,(C) étant trigonalisable, la classe de
conjugaison de toute matrice A de G rencontre H. <

Une maniére trés féconde pour obtenir des groupes consiste d regarder
le yroupe de symétrie d’un «objet géométrigues. Ainsi, dans Uespace eu-
rhidien de dimension 3, la recherche des sous-groupes finis du groupe des
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rotations est-elle lide aux polyédres réguliers. Ces derniers, au nombre
de 5, €taient déjd connus de Platon. L'exercice suivant propose la par-
tie analyse du travail et détermine les caractéristiques que doit avoir un
sous-groupe fini de S03(R).

2.16. Sous-groupes finis de SO3(R)

Scit X un ensemble et G un sous-groupe fini du groupe Sx des
bijections de X. Pour y € X, on note X, = {¢(y), ¢ € G} l'orbite de
y sous l'action de G et Gy, = {g € G, ¢g(y) = y} le stabilisateur de y
dans G.

1. Pour tout y € X, prouver que |G| = |G| x |X,].

2. Montrer que pour (z,y) € X2, si z € X,,, alors X, = X,,.

3.a. Désormais, X est la sphére unité de R? muni de sa structure
euclidienne canonique et G un sous-groupe fini du groupe des rota-
tions. On note 7 = {X,,y € X} et pour T =X, € T, ¢»(T) = |Gy|.
Prouver que

2G| ~2= > (»(T) - 1)|T|.
TeT
b. Quelles sont les valewrs possibles de v/(T)?
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Cela a été rappelé dans le préambule aux exercices sur les opéra-
tions de groupes.

2. Soit (z,y) € X?, avec ¢ € X,. On éerit z = go(y) avec go € G. On
aalors y = g; ' (z) et y € Xy Si 2 € X, 1l existe g € G tel que z = g(x),
d’olt résulte z = ggo(y) et z € X,. Ainsi X; € X,,. Comme y € X, par
symétrie du probléme, on a X, € X, et finalement P'égalité demandée.

3.a. Avant tout, remarquons que |Gy| ne dépend pas du choix de
I’élément y, ce qui justifie la définition de ¢(T). En effet, si T = X; = X,
on a

Gzl = [GI/[Xz] = |GI/[Xy] = |Gy .

Rappelons quune rotation de B?* qui n'est pas I'identité admet une
droite vectorielle (son axe) comme ensemble de points invariants. Par
conséquent, si on note G' = G\{I}, oi1 I désigne I'identité de R, tout
élément de G’ admet exactement deux points fixes dans X (les points
d’intersection de I'axe de la rotation avec la sphére X). Considérons

E={(g,z) € G’ x X, g(z) =z}

D’aprés ce que nous venons de dire, on a
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IE{ = 2|G"| = 2(jG| — 1) = 21G| — 2.

Hion note X' = {z € X, 35 € &, g(z) = =}, on obtient

E= []{(s,2) € G x X, g(z) =z},

X!

I nynihole ] signifiant que la réunion est disjointe.
Or,si z € Xest fixé, {(g,2) € & x X, g(z} =z} = (G \{I}) x {z}
wil e cardinal v(X.} — 1. En particulier, z € X' si (X} > 1. On en

dexluit, que
Bl =) (v(X.) - 1),

zeX’

tiksque, pour z € X\ X/, on a (X, ) — 1 =0, on peut encore écrire

Bl = 3 ((Xa) - 1),

xeX

Hiceliant que X est réunion disjointe des orbites T et que, quand = varie
(i ume orbite T, #(X;) reste égal & (T}, on obtient

Bl = > ((T) - )T},

TeT

O conclut que

2G| —2= "> ((T) — D[T|.

TeT

b. La derniere relation peut s’écrire

(%) 2_%:%(1_%'”)

puisque |G| = »(T)|T|, pour toute orbite T.
l.a quantité 2 — — est strictement inférieure & 2 et pour tout T € T

Gl
wleme {TY 22, onal— ﬁ = % Par conséquent, il ne peut y avoir
(lus de trois termes non nuls dans [a somme 3 (1 - —L) .
TeT v(T)
» Jmaginons qu’il n’y a qu'une seule orbite avec (1) » 2. Alorson a

1 2

< — 1<0,
¥(T) |G|

v qui est impossible, 11 y a done deux ou trois orbites T telles que
1Y 22,



56 CHAPITRE 2. THEORIE DES GROUPES

¢ Supposons qu’il y a deux orbites T avec v(T) = 2 : T; et Ta.
N’oublions pas que v(T1) et v(Tz) divisent |G| d’apres le théoreme de
Lagrange. Ecrivons |G| = v(T1)dy = v(T3)ds. Alors () devient

9 _ 2 di ds

|G| Gl IGI

d’olt résulte 2 = d; + da et nécessairement d; = dy = 1. Les orbites Ty
et Ty ont un seul élément,

Ainsi, on a deux points de X qui sont invariants par tous les éléments
de G, ce qui signifie qu’ils sont sur les axes des rotations de . Ces deux
points sont opposés et finalement toutes les rotations de G’ admettent le
méme axe D. Le groupe G est alors abélien. Les restrictions des éléments
de G au plan P = D' forment un sous-groupe fini de SO(P). Nous savons

qu'un tel sous-groupe est cyclique, engendré par une rotation d’angle

2% (P étant muni d'une orientation arbitraire). G est donc constitué

des rotations d’axe fixe D et d’angle %Tw, 0<kg<n—1.

e Supposons qu’il y a trois orbites T avec v{T) = 2 : Ty, Ty et Ts.
Notons v; = v(T;) pour tout 1 £ ¢ < 3. On peut supposer 11 € vy < V3.
L'égalité (#) s'écrit alors

2 1 1 1

I+ ==+ —
\Gi 151 vy Vs

On ne peut avoir #; > 3 car sinon

2 1 1 1 1
1<l+ 7=—4+—+—<3._ =L
+|Gt V1+V2+I/3\ 3
. . o1 2 1 1
On a nécessairement v = 2 et (*) s'éerit - + = = — + —-
2 |G| v 13

On ne peut avoir vy 2 4 car sinon

S
22V G " T ST

W | =
b=

Done¢ v vaut 2 ou 3.
* Supposons v, = 2. Alors v = |G|/2 et |G| est pair.
* Supposons v = 3. Alors () devient

1 2 1
6 |G‘7V3

et on a nécessairement v3 < 6 et vy vaut 3, 4 ou 5. La formule donne
alors la valeur de |G|
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On conclut done sur les valeurs possibles de v(T) dans le cas de trois
M bl

Cas iy | s | v3 | |Gl
T[22 (n2|n
2 213 3 12
3 273 4 24
4 213 5] 60

Powr achever Uétude, il reste & effectuer un important trovail de
ajnthese. On peut prouver qu’il existe bien un Sous-groupe cOTTESpON-
thii & ces gquatre derniers cas-ld comme on Ug fait dans le cas ot on
winged dewr orbites T avec v(T) 2 2. Le cas 1 est réalisé par le groupe
es rolations laissant stables un polygone régulier & n/2 cotés, contenu
des wn plan. On parle alors de groupe diédral. Le cas 2 est réalisé par
I gronpe des rolations laissont stable un tétraédre régulier; il est iso-
tmenphe ¢ Ag. Le cas 3 est réalisé par le groupe des rotations laissant
ntuble le cube, qui est isomorphe o Sy et enfin le dernier cas est obtenu
fuwr le groupe des rotations laissant stable le dodécaédre régulier, qui est
momorphe & As. Les deux polyédres réguliers restants sont Uoctaédre
it Lieosaédre gui ont respectivement le méme groupe que le cube et le
doddeacdre.

2.17. Groupe dérivé

Soit G un groupe (noté multiplicativernent). On note D le sous-
rroupe de G engendré par les éléments de la forme zyz 'y ! (avec
», 1 dans G) et C le sous-groupe de G engendré par les éléments de
ln [orme 22 (z € G).

1. Montrer que D C C.

2. On suppose que G est engendré par les éléments x qui
viriient z = z 7', Montrer que C = D.

3. Soit G = 02(Q) le groupe multiplicatif des matrices (2,2) qui
sout orthogonales et & coefficients dans (. Montrer que dans ce cas
1) cst un sous-groupe strict de SO2(Q).

{Ecole normale supérieure)

| - Selution.

. Pour montrer que D est inclus dans C il suffit de prouver que tout
clément z € G de la forme z — zyx~ly~! est dans C. 1l suffit pour cela
o’uhscrver que

2= mya:_ly_l _ I2(m—1y)2(y71)2.
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Indiquons qu’un tel élément z s’appelle un commutateur et que le groupe
D est appelé le groupe dérivé de G.

2. Si z,y sont dans G, nous noterons [z,y] = zyz 'y le commu-
tateur associé. Comme précédemment, pour prouver que C — D, il nous
suffit de montrer que tout carré de G est dans D. Soit « € G. Par hy-
pothése, il existe des involutions zq,...,7, {c'est-d-dire des ¢lénients
vérifiant z; = z;!) tels que £ = z1z2...2,. On va travailler par

vécurrence sur p, Si p = 1, on a 22 = 2¥ = ¢, ol e est le neutre de
G.Sip=2,0ona

2

I° = ) T3T1Te = I]_Ig.’ﬂl_l

;I:;l =[z,,z2] €D,
Supposons que le carré d'un produit de p — 1 involutions soit dans D.
On a alors,

2 = (@1, xp){ry . xp) = @i (ke mprr (T2 Tp) "M T 1)

=[x, 70, .. 0,)(z2.. . 7p)* €D

en tant que produit d’un commutateur et d’un élément qui est dans D
par hypothése de récurrence.

3. Notons que G = 032(Q) est bien un sous-groupe du groupe ortho-
gonal Oz(R) : il est non vide, stable par le produit puisque le produit de
deux matrices A coeflicients dans Q) est encore une matrice a coefficients
dans @, et stable par inverse puisque Pinverse d'une matrice orthogonale
est simplement sa transposée. Les éléments de G de déterminant —1 sont
des involutions (des symétries axiales géométriquement), Nous savons de
plus, que n'importe quelle matrice de 80, {R) peut se décomposer comme
un produit de deux symétries, I'une des deux pouvant étre choisie arbi-
trairement. En particulier, si A € 50,(Q} on peut décomposer A comme
un produit de deux involutions de G puisqu’il suffit d’écrire A = S{SA)
10
0-1
est bien engendré par les involutions.

Ii est évidemment clair que D est inclus dans S03{Q) {un com-
mutateur & un déterminant égal 4 1). Supposons par I'absurde que
D = C = 50,(Q). Comme tout élément de G\ SO2{Q) a un carré égal
au neutre, C est engendré par les carrés des éléments de SO;(Q). Mais
comme 502{(Q) est commutatif, un produit de carrés est encore un carré
et tout élément de SO2(Q) est alors un carré, On va voir que ce n'est pas

le cas. Considérons M = (D -1

avec 5 = ) La condition de la question 2 est donc vérifiée : G

1
tion d’angle g et supposons qu'il existe N € G telle que N2 =M. On a

) la matrice qui correspond a la rota-

forcément N € SO2(1Q) et on peut écrire N = (g _ab) avec {a,b) € Q2.
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ol
+
ol
\-.'_/

M on a alors {a + ib)* = i, ce qui donne a + ib = :t(

{"mil absurde car /2 est irrationnel. <

Les exercices qui suivent concernent U'étude de quelques exemples de
f“'lift','l('.‘i,

2.18, Groupes quasi-cycliques de Priifer

Soit p € N* un entier premier et U, le groupe multiplicatif de
" engendré par Pensemble des nombres exp (%) ol a décrit N.

L. Quels sont les sous-groupes de U, ?

2. Montrer que U, est indécomposable, c'est-a-dire n’est pas

tswnnorphe & un produit direct de deux groupes non triviaux.
(Ecole normale supérieure)

|- Sehrtion,
I. Pour ¢« € N, notons G, le sous-groupe de C* engendré par

ket . . o,
R ( 7) C’est le groupe des racines p*-iémes de 'unité, On a, pour

2i ; P "
bl ev € N, Gy € Ggyq, car exp (%) = (exp (;;%)) et a fortiori,
Ui Ggsi 8< e Onen déduit que U Gg est un sous-groupe de C*.

aEcl
I elfet, deux éléments de cette réunion appartiennent 4 un méme G,
(i contient aussi leur produit. On a done

U, = | Ga.
acl

lixaminons les sous-groupes de Up. Il v a évidemment les Go, qui
ol finis et Uy, lui-méme. On va montrer que ce sont les seuls.

Tant d’abord, pour tout e € N, les sous-groupes de G, sant les Gg
mee 3 € e 11 a déja été noté que ce sont des sous-groupes de Gg.
lnversement, si G est un gous-groupe de G, le cardinal de G divise celui
e €1, d'apres le théoreme de Lagrange, et il existe donc F € o tel que
[ti|  p®. Mais alors, on a 2#’ = 1 pour tout z de G (toujours d’aprés le
Lhcorime de Lagrange) et done G C Gg. Les deux groupes ayant méme
vnrdinal, Pinclusion est une égalité.

Molt maintenant un sous-groupe G de U, qui n'est pas un G, [’aprés
vion précede, G n'est contenu dans aucun G,,.. Pour tout & € N il existe
v+ G tel que x ¢ G,. Considérons le plus petit entier naturel n tel que
r o ,. On note que o < n (car sinon, on aurait z € G, C G,).
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On éorit z = exp (%), avec k € Z. Puisque, par définition de n, z
F4

T

2ikn

n’appartient pas & G,_:, on a A exp (

) £ 1. On en déduit

que p ne divise pas k; p étant un nombre premier, k est premier avec p
et donc premier avec p™. Mais ceci est la condition pour que 2 engendre
G,,. Comme z € G, G, est contenu dans G. On a, o fortiori, G, C G,
car o < n implique G, C Gy,. Puisque o est un entier quelconque, on en
déduit que G, qui contient tous les G, est égal & U,,.

Il en résulte que l'ensemble des sous-groupes de U, est totalement
ordonné par l'inclusion.

2. Supposons quil existe deux groupes H,K et un isomorphisme
¢ de H x K sur U,. Posons H = H x {1} : c’est un sous-groupe de
H x K isomorphe 4 H. De méme K = {1} x K est isomorphe & K et
HNK = {{1,1)}. Les images par ¢ des sous-groupes H et K sont des
sous-groupes de U, d’intersection égale & {1}. D’aprés le point précédent
lun des deux est réduit & {1}. Done soit H, scit K est trivial. <

2.19. Le groupe modulaire

Soit P = {z € C, Tmz > 0} le demi-plan de Poincaré. A toute

matrice A = (Z’ 2) de SL2(Z) on associe la fonction homogra-
. G _az+b
phique fa définie pour z € P par fa(z) = P

1. Montrer que l'application ¥ : A — fa est un morphisme
de groupes de SLy(Z) dans le groupe des permutations de P.
Déterminer Ker¢. On note G I’image de ¢; on l'appelle le groupe
modulaire.

2. Pour z € P, on pose I, = {Img{z), ¢ € G}. Montrer que I,
est une partie de R} admettant un plus grand élément. (On pourra
prouver que pour tout réel o > 0, I'ensemble des g € G tels que
Im g(#) > o est fini).

3. On note Gg le sous-groupe de G engendré par u: z — z+1
etv:z— —; Soit z € P. Montrer qu’il existe g € Gy tel que,
pour tout g € Go, Im g(z) < Im zg, on zp = go{z).

4. Soit D = {z € P, |Rez| € L
mental du groupe modulaire. Montrer qu’on peut choisir z; dans D.

5. En déduire que Gy = G.

z| 2 1} le domaine fonda-

b

(Ecole normale supérieure)
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i~ Yolution.
[ SoitA=[? b € 85Lx(7), B = o ¥ €8La(Z)et z€P.Ona
R = ¢ d 2 1 C’ d" = ‘
r z)_a,z—i-b_ (az +b)(cz +d) _ ac|z|? + bd + adz + bcz
WG = e lez +d2 ez + d|?

I résulte, en prenant la partie imaginaire, que

(ad —bc)lmz  Im:z

ez i df lezidE "

Im(fa(2)) =

O en déduit que f4(P) € P. On a ensuite

a'z+ b b
Corad TP (ad +bd)z + (ab + bd)

Ialfe(z)) = = fas(2).

ca”z+b’ +d (ca’ +dc)z + b’ +dd'
cdz+d
Comme fi = Idp, Papplication fa est bijective et sa bijection

teeiproque est fa-1. Le résultat précédent prouve alors que ¢ est un
mrphiisime de groupes de SLy(Z) dans le groupe des permutations de P.

Supposons que A € Kerer. On a fa(z) = z pour tout z € P ce qui
dunmie pour tout 2 € P, az 4+ b = c2? + dz. Dol 'on déduit c=b =0 et
# . Comme ad —bc — 1 onaa = +1. I en résulte que Ker¢p = {+1}.

2, Soit z € P et o > 0. On suit l'indication de 'énoncé. Pour g € G,
z

. I N .
lmyl(z) > a équivaut a ez +d|? € 2 ol ¢, d sont les coefficients de la
mweonde ligie d’'une matrice A € SLp(Z) telle que fa = ¢ (cette matrice
til. nnique au signe pres d'aprés la question précédente). 1l n'y a qu'un

nounbre fini de couples (e, d) € Z? vérifiant cette inégalité. En effet, on a

, puis

A(Imz)? < ez +d* < Im2 ot done ¢2 <
o almz
<

2 \2+%.

d% < lezf? + ez + d] € &4z

(a4

Il v résulte que I, N [e, +00[, qui est ensemble des nonbres réels qui
#heerivent IczImTzdl?’ avec (¢, d) € 72 vérifiant I'inégalité ci-dessus, est fini
{-vintuellement vide).

On en déduit que I, admet un plus grand élément : si on choisit o > 0
tel que I, N [o, +00] soit non vide {(on prend o = g(z) avec g élément
ipeleongque de G), le plus grand élément de I, est le plus grand élément
i ]; n [O{, +OO[

3. Posons J, = {Img(z), 2z € Gp}. Comme J, C I,, pour tout
o - 0, J, N o, +oc[ est aussi fini. Done J, admet également un plus
mennd élément. D’ol Vexistence de gg € Gp tel que Pon ait, pour tout
1 Go, Img(2) < Iinzp = I gg(2).
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N 1

4, Supposons que Rezp = m+toulmeZett e }ﬁ% 5}. Alors
u~™(2p) admet ¢ comme partie réelle et posséde la méme partie imagi-
naire que zg. Comme u™"™(2g) est égal & (u~"™ 0 gg)(2), on peut donc en
remplacant go(2) par (u™™ o go)(z), supposer |Re zg| < % Mais alors,
on a obligatoirement |zg| > 1. En effet, on observe que Imv(zp) = III—:[)‘I%D
de sorte que si |z5] < 1, on a Im(v o gg)(2) > Im zg, ce qui contredit le
choix de gg.

5. Représentons D.

[ A

Les groupes G et Gg opérent naturellement sur P. La question
précédente a montré que la Ge-orbite de tout point z de P rencontre
ce domaine D. On va maintenant regarder si deux points z et 2’ de D
peuvent étre dans la méme G-orbite.

Supposons donc qu'il existe g € G tel que 2’ = g(z). Quitte 4 rempla-
cer le couple (2, 2') par le couple (2, 2), ot z = g~ 1(2'), on peut supposer
ab
cd

lez +d|?> < 1 car Img(2) > Im z. En posant z = x + iy, avec (z,y) € R,
on obtient

que Img(z) 2z Im 2. Soit A = ) € SL3(Z) telle que g = fa. On a

3
1=(cx+ d)2 +P? =2y ch,
car z € D. On en déduit que |¢| < 2, ce qui donne ¢ € {1,0,—1}. Comme
il est loisible de changer les signes des coefficients de A, le cas ¢ = —1 se

ramene au cas ¢ = 1.

s Supposons ¢ = 0. On a alors ad = 1 et donc ¢ —d = £1. Dans ce
cas, g est une translation : g(z) =2+ k, avec ke Z. Sik =0, g =1dp
et 27 — 2 Sik # 0, Rez et Rez’ étant tous les deux dans I'intervalle
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‘ ,I,, H, on a obligatoirement k¥ = +1; I'un des deux nombres Rez

ol Ko 2! doit étre égal A —% et Pautre & %
& Supposons ¢ = 1. De [z +d] < 1, on déduit que

| (et d?+y’ =22 +2de+d® =21 -2d||z|+d° 21 —|d| +d®

nldone d? < |d|. Cela impose d € {0, -1,1}. Onaalors 1 — |d| +d* =1
td low inégalités précédentes sont des égalités. Cela entraine

iz =1 et 2dz = —2|d|jz| = —{d|.

+Sid=20,onobtient b=~1et 2! =g(z) =a— % =g—2. En
prrticulier Re{z’) = a — Re(z). Si Re(z) # :I:—%, cest-a-dire si z £ j et

-/ 3% alors a =0et 2/ = ~Z. Si z = §, on peut avoir ¢ = 0 ou —1;
o abtient alors 2 = —j% ou j. De méme, si z = —j2, alors 2’ = j ou
J*. Dans tous les cas, on note que |2/| = 1.
x*Sid=1,onalz|=1letz = — 3 ¢’est-a-dire z = j. On obtient
1 1 . .
1 h=letz = =aq-— =a— —— = a-+j Ceci nécessite
T Z=gz)=ua pourar T + é

W Douletz =jou—j2
% S8id = —1, on obtient de méme, z = —j° et 2’ = § ou —j5°.

011 observe que, dans tous les cas, sl 2z £ 2, z et 2/ sont sur la frontiére
il 1), De plus, si z n’est pas sur la frontidre de D, la seule application g
lolle: que & = g(z) est Idp. Nous allons déduire de cela que G = Gy.

I'n effet, prenons g € G et z un point intérieur & D (par exemple

2i). Puisque g(z) € P, la question 4 montre qu’il existe go € Gy tel
(e gu(g(2)) € D. D'aprés ce qu'on vient de voir, cela impose goog(z) = 2
vl gyog=1Idp. On adonc g = gj' et g € Gg. <

O, déduit de ce résultat que le groupe SLy(Z) est engendré par les

11 10

e e matrices U = 01 ¢ V= 11 On trouvera une autre preuwve

e o résullat par des manipulations élémentaires dans le chapitre sur le
ironpe lindaire dons le tome 2 d’algébre.

!/n probléme majeur de lo théorie des groupes finis, qui n'est pas
tircore totalement résolu de nos jours, est celui de lo classification & iso-
morphisme prés. Aprés un travail colossal de plusieurs dizaines d’années
li classification est terminde pour les groupes finis simples, ¢’est-a-dire
nens sous-groupe distingué non trivial. Avec les outils du programme des
clusses préparatoires on peut s’attaquer & un probléme incomparablement
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plus facile : la classification des groupes finis abéliens. L'énoncé ci-aprés
démontre la partie unicité du théoréme suivant :
Théoréme. Si G est un groupe abélien fini avec |G| 2 2, il existe une

ke
unique suite (a1,...,ay) telle que 2 < atlaz| -+ |an €t G = [] Z/a;Z.
i=1
Llentier a, n'est autre que Uexposant du groupe G (cf. exercice 2.8).

Pour la partie existence nous renvoyons le lecteur & Uexercice 7.22.

2.20. Unicité dans le théoréme de structure des groupes abéhiens finis

Soit (@r,...,8n.01,...,0m) € (N*)m+" vérifiant
2<arfaz] - lan et 2 bilbo|-- |bm.

On suppose qu'il existe un isomorphisme de groupes

™ ™m
112z/0.z ~ ] z/0:2.
=1 =1

Montrer que 1n =n et que a; = b; pour tout i € [1,n].
(Ecole normale supérieure)

> Solution. N .
Notons Gy = J] Z/a;Z et Gz = ] Z/b;Z. Démontrons le résultat

i=1 =1
d'unicité par récurrence sur 1 = 0.
e Supposons 1 = (. On a alors

G1 = {0} ~ ﬁZ/sz

Ceci implique 1 = Card G, = Card G = by ... 0,,. Dot = 0.

e Supposons n = 1 et la propriété établie jusqu’au rang n - 1. Pour
faire chuter n, nous allons considérer le groupe a; - G1. Il est constitué
des éléments de la forme

ay-X=ay (@, Zn) = (@3 - 2y,..-, 01 - Tn),

ot X = (z1,...,2,) est un élément quelcongue de Gy et o1 a; -z désigne
I'élément z+---+z avec gy termes. En fait a1 -Gy est 'image de G, par
le morphisme de groupes X — a; - X, Cest donc bien un sous-groupe
de Gi et on a clairement,

a1 Gy = (a1 (Z/a1Z)) x (a1 (Z/azZ)) % -+ x (a1 - (Z/anZ)) et
a1 -Ga = (a;, - (Z/0Z)) x (a1 - (Z/boZ)) % -+ - x (t41 - (Z/b, 7).
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Comme Gy >~ Gy, on a a1 - Gy ~ a) - Ga. Regardons d’'ur peu plus
jnen dos groupes aq - (Z/a;Z) et ay - (Z/b;Z) qui interviennent ci-dessus.
For cela, établissons un petit lemime.

Lemime. Sin, p sont des entiers noturels non nuls, le groupe p - (Z/nZ)
T

val cyclique, isomorphe au groupe Z (———— Z.
7 P groupe Z/ pecd(p, n)

Dimonstration, On note m : Z — Z/nZ le morphisme surjectif de
pronpes qui & un entier z € Z associe 7 sa classe modulo n. Pour tout z
s Z, on a
pr(z) = pT = P = w(px).

Il en résulte que p- (Z/nZ) est I'image par m du sous-groupe pZ de Z.
{ "i41. donc le sous-groupe cyclique de Z/nZ engendré par w{p) = p. Or,
I'vielee de $ est le plus petit entier naturel non nul k£ tel gue kp soit
tlivisible par n, c'est-a-dire @T&T,ﬂ’ ce qui démontre le lemme.

C'omme pour tout ¢ € [1,n], a1]a;, on a pged(ar, a;) = a1 et, d'aprés
e lemnne, ay - (Z/0,Z) ~ Z/giZ. Ainsi on obtient

1

@
ar - Gl ~ H Z/—ZZ
1<ign 9

Ih lemme, on tire également que

o Ga J[ 2/ (L) Z.

1<i<m ngd(ahbi)

Comme Card G) = CardGsonaaey...a, = by ...by. Comme a; -G
vt - Go sont isomorples, on a également

%I i

1<ign M1 1gigm pged(ar, by)

v i donne
I a I &
1sign - 1sigm
at II pecd(as,b:)
1gigm

O a done ef = T[] pged(er, b)) € a® car pged(ag, &) < a1, ce qui
1<igm

Iiphque n < m. Comme G, et Ga jouent des roles symétrigues (si

i : 1. alors nécessairement m = 1), on peut démontrer de méme que

to -1 m et ainsi n = m. Les majorations des pged(a,, b;) par @, effectuées

1 flessus sont alors nécessairement des égalités. On a donc pour tout



66 CHAPITRE 2. THEORIE DES GROUPES

i € [1,n], a1 = pged{ay, b;), i.e. ai|b;. En particulier, a;|b;. Toujours
pour des raisons de symétrie, b, |a; et finalement a; = b,.

Revenons alors & l'isomorphisme a; - G1 ~ a1 - Go = b1 - Ga. 1l 8’écrit

Uy bi
II Z/ T II Z/ T

1€ign 1<ign

Sia; =a; (1 <ign) alorsZ/f %Z = {0}. C’est vrai en particulier pour
1

i = 1. Nous avons fait chuter n et allons pouvoir appliquer 'hypothese

de récurrence. Si tous les a; sont égaux a a1, @1 - Gy = {0} = a7 - G2 et

tous les b; sont égaux & a1. L'unicité est alors prouvée.

Dans le cas contraire, on peut considérer r le plus petit entier de [2, n]
tel que a, > a;. Nécessairement, il existe i € [1, n] tel que b; > b = a3.
On note s le plus petit de ces entiers. On a s = 2. Dans ces conditions,
I'isomorphisme devient

ba

(178 [475% bs
O] —Zx - XL —F~ L/ —Z % - X Lf—Z.
/01 8 % /Gl /01 8 8 /01

Par hypothese de récurrence, onar =s (et sii <r, a; = a; = b;) et

ar by an by

a b 7a o

On conclut donc a ’égalité a; = b; pour tout 1 < ¢ < n, ce qui termine
la démonstration par récurrence. <

Le groupe symétrigue d’un ensemble E, noté Sg, est le groupe des
permutations de E. On note S, le groupe symétrigue de [1, n] pour tout
n 2 1. L'étude des groupes de permutation finis se raméne & l'étude des
Sy, car st E est de cardinal n, Sg est isomorphe & S,,.

On rappelle que toute permutation o € S, edmet une décomposition
en cycles @ supports disfoints et que celte décomposition est unigue o
{'ordre des cycles prés. Un cycle ¢ de longueur p ou encore p-cyele, sera
noté ¢ = (a1, a2,...,ap) ot pour tout i, @41 = c{a;) (lire les indices mo-
dulo p). Une transposition est un cycle de longueur 2. Pour tout n = 2,
le groupe Sy, est engendré par les transpositions. En fait, les transposi-
tions (1,4) pour 2 < i < n suffisent, ce qui peut se voir par récurrence
sur n ou simplement & partir du résultat précédent puisque pour i £ j,
(&,9) = (1,41, 5)(1,9). Lexercice suivant s’intéresse au nombre mini-
mal de transpositions permettant de générer S,.
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2.21. Génération du groupe symétrique

Soit n 2 2. Quel est le nombre minimal de transpositions engen-
drint le groupe symétrique Sy, 7

{Ecole normale supérieure)

i~ Solution.

On a rappelé plus haut que les transpositions (1,2),...,{1,n) en-
grindrent S, Ainsi, n — 1 transpositions suffisent et intuitivement, il
gnble difficile de faire mieux, ce que semble confirmer l'étude des

prennieres valews de i, En effet, pour n = 2 il nous faut au moins une
{rusposition (la seule!) et pour n = 3, il nous en faut au moins 2 puisque
e seule transposition engendre un sous-groupe a deux éléments.

Honnons-nous des transpositions 7p,...,7, avec £ € n — 2. Pour
vlnunliser le probleme nous allons représenter les entiers de 1 &4 n par des
pwinls du plan. On fait en gorte que trois quelconques des points ne soient
ik alignés. Si la transposition {a, b) apparait dans la liste 71,....7 on
Joht par un segment les points correspondant aux entiers a et b. On
ublicnt ce qu'on appelle un graphe®. Par exemple, pour n = 6, k& = 4,
oo (1L,2), = (1,3), 73 = (1,5) et 74 = (4,6), on obtient le graphe
Hijivint

1
2 3
6
Il est assez clair qu'une condition nécessaire pour que 7q,..., 7% en-

pendrent S, est qu'on puisse passer de n'importe quel sommet ¢ € [1.n]
i n'importe quel autre sommet j € [1,n] en suivant les arétes du graphe.
I'n graphe vérifiant cette propriété est dit connexe, Il est aisé de dessi-
ner des graphes connexes sur un ensemble de cardinal n qui contiennent
it | arétes, On peut par exemple choisir un sommet et le relier a tous

a. bormellement, un graphe G est un couple (S, A) ol S est un ensemble fini, et A
i cnsemble de paires d’éléments de 8. Les éléments de 8 sont appelés les sommets
i pruphe, ceux de A les arétes.
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les autres. Mais il semble impossible d’y arriver avec seulement n — 2
arétes. On a effectivement le résultat suivant :

Lemme. Si un graphe G sur un ensemble E de cardinal n = 2 est
conneze, alors il o auw moins n — 1 arétes.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n, le résultat étant clair
pour n — 2. Supposons le résultat prouvé au rang n — 1. Seit G un
graphe & n sommets. Si z est un sommet de G on note §(x) sa valence
c’est-a-dire le nombre d’arétes qui arrivent en z. On a aisément

3 6(z) =2a(G),

z€E

oll a(G) est le nombre d’arétes de G {car une aréte correspond & deux
sormmets). La connexité de G impose évidemment §{x} > 1 pour tout z.
Deux cas se présentent :

e Pour tout z, 6{z} > 2. Alors on a directement grace a I'égalité
ci-dessus ¢{G) = n.

o ] existe un sommet zg de valence 1. Retirons ce sommet xg et
I'unigue aréte qui y aboutit. On obtient un nouveau graphe G’ sur l'en-
semble E = E\{zq} qui est encore connexe. Par hypothése de récurrence,
a(GY 2 |E|-1=n-2etdonca(G)=a(G)+12n-1. 4

2.22. Plongement de S,, dans A4, ;-

Soit n € N*. Montrer qu'il existe un morphisme injectif de S,
dans A,42. )
(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

On considere Papplication ¢ : 8, — A,y définie par ¢{c) = o si o
est une permutation paire et ¢¥{c) = o o (n + 1,n + 2} si ¢ est impaire.
Lrapplication ¢ est injective par unicité de la décomposition en cycles &
supports disjoints. Et il est aisé de constater que 1 est un morphisme de
groupes. <l

Le lecteur qui a un peu plus de connaissances en théorie des groupes
(simplicité du groupe alterné A, pour n = 5) pourra démontrer qu’il est
impossible dinjecter le groupe 8, dans Apqq pour n = 2.

Les deuz exercices suivants montrent l'intérét qu’il y a & connaitre
des parties génératrices d'un groupe. Si X est une partie génératrice d’un
groupe G, la connaissance de la restriction d’un morphisme de groupes
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{:G — G & X caractérise f de maniére unique. Cette idée permettra
mu lecteur de montrer facilement que les morphismes de groupes de Z/nZ
dans Z/nZ sont les applications © v+ ax : i suffit de regarder ['image
die génératevr 1. Dans le second tome algébre on trouvera d’autres utili-
sations des parties génératrices dons Uétude du groupe linéaire.

2.23. Morphismes d’un sous-groupe de S, dans Z/pZ

Soit p un nombre premier et G un sous-groupe du groupe
symétrique S,. Déterminer le cardinal de I'ensemble des homomor-
phismes de G dans Z/pZ.

(Ecole normale supérieure)

(> Solution.

Soit f un morphisme de (G, o) dans (Z/pZ, +). La composée de deux
¢léments o et gg sera notée o o9 et Iapplication identité 1.

On sait que tout élément o de S, peut se décomposer en produit
{commutatif) de cycles & supports disjoints : on écrit ¢ = c1cz -+ ¢k €6
I'on note n; ordre du cycle ¢;. On a donc nq + -+ + 1 € p. L'ordre

de o est n = ppem(ni,...,ng). Ona o™ = 1 donc n.f(o) = f(6™) =0.
I ordre de tout élément non nul de Z/pZ est p car il divise 'ordre p
du groupe. Done si f(o) # 0, p divise n = ppem(ny, ..., nk) et comme

p est premier, i] divise un des n,. On a donc alors n; = p et comme
mi <ny+-+ng <p, n; =p Alnsi k =1 et ¢ est un p-cycle. On a
dlonc montré que si ¢ € S, et n’est pas un p-cycle, f(o) = 0. Cela montre
déjh que si G ne contient pas de pcycle, f =0.

Si G contient le p-cycle ¢, alors G contient le sous-groupe engendré
par ¢, gr{e) = {c*, k € [0,p — 1]}. Examinons le cas ot G contient de
plus un élément & qui Wappartient pas & gr{c).

Supposons que o est un p-cycle ¢’ que l'on note ¢ = (a1,...,ap)
Il existe & € [1,p — 1] tel que c*(a;) = aa, par définition d'un p-cycle.
On en déduit que ¢ *¢'{a;) = a1, donc ¢ *¢’ n'est pas un p-cycle donc
fe™*¢y = —kf(e) + f(¢) = 0. Comme ¢ ¢ gr{c), ¢ ¥ # 1etil
existe 7 € [2,p] tel que c™*(a;) # a;; soit i € [1,p — 1] tel que
¢ Fe'{az) = ai45 = ¢*(a;) (les indices sont notés modulo p). On a alors
¢ *c™* (a;) = a; et l'on montre que —kf{c) + (1 —i)f(c) = 0 comme
précédemment . On en déduit que i f(¢’) = 0 et comme £ est premier avec
p, f(¢) =0, puis —k f(c) = 0 et comme k est premier avec p, f(c) = 0.

Si ¢ n'est pas un p-cycle, on le décompose en produit de cycles &
supports disjoints /¢y . . . ¢;, o Pordre de ¢ est supérieur ou égal & 2 (car
 West pas Pidentité). Si ¢ = (a1a2...ay), on considere k € [1,p— 1] tel
que ¢¥(a;) = a2. On a alors c*¢/(a;) = a1. Comme a; n'est pas dans le
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support de ¢z . .. ¢;, on a également ¢~ Fo (a1} = a;. Ainsi ¢~ *g n'est pas
un p-cycle donc f(c %0} = —kf(c)+ f(o) =0 et f(c) =0 car f(o) = 0.

Le seul cas ol il existe un morphisme non nul de G dans Z/pZ est celui
olt G = gr(c) ol ¢ est un pcycle. Mais alors GG est un groupe cyclique
d’ordre p. On peut choisir comme image de ¢ un élément quelconque de
Z/pZ. On obtient p morphismes de G dans Z/pZ.

Conclusion. 5i G est un sous-groupe de &, engendré par un p-cycle.
il y a p morphismes de G dans Z/pZ. Dans tous les autres cas, il 0’y en
a qu'un : application nulle. <

2.24. Morphismes de 84 dans Sg

Déterminer les morphismes du groupe 84 dans le groupe Ss.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Dans la suite , nous noterons Id4 et Id; les éléments neutres respectifs
de &y et S3. Il est bien conmi que Sy est engendré par les transpositions
(1,2),(1,3},(1,4}. On observera anssi que 'image par un morphisme de
groupes f d’un élément z d’ordre n est un élément dont 'ordre est un
diviseur de n puisque (f(2)}* = f(z"} = e. Soit f un morphisme de
groupes de &4 dans le groupe S3. Pour 2 £ ¢ £ 4, notons 7; = f((1,7)).
Comme (1,4} est d’ordre 2, 7 est d’ordre 1 ou 2. Les seuls éléments de
83 d'ordre 2 étant les transpositions, 7; est soit une transposition, soit
I'identité. A partir de 13, plustenrs cas sont possibles.

o Soit il existe 1 € [2,4] tel que 7; = Ids. Pour j € [2,4], j £ 4, on a
(L,3)(1,8) = (1,4, 4). On en déduit : £((1,5,9)) = F(1,4)F((1,8)) = 7.

Mais (1,,7) est d’ordre 3, done 73 = Idj et comme 77

* = Ids, on obtient
que 7; = Ids. On a done f((1,7)) = Ids, pour tout 7 € [2,4]. Ces

transpositions engendrant Sy, f est le morphisme constant :
3654&-.\Id3€53.

Dans tous les autres cas, 71, 73, 74 serout des transpositions.

» Supposons qu’il existe une transposition r de Sz telle que 'on ait
T2 = 13 = 71 = 7. Toute permutation paire (resp. impaire) étant produit
d'un nombre pair (resp. impair) d’éléments de {(1,2), (1,3),(1.4}}, on
en déduit que :

f(s) =1ds si § est une permutation paire de Sy
flsy=1 si 8 est une permutation impaire de S;.

Réciproquement, st + est une transposition quelcongue de S, toute appli-
cation de 84 dans Ss ainsi définie est un morphisme de groupes qui s’iden-
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lifie & la signature. On peut définir 3 tels morphismes, car &3 posséde 3
lranspositions.

¢ Supposons que parmi les trois transpositions 72, 73, 74, deux soient
duales et la troisigme distincte des deux autres. On peut denc déterminer
(v, ). k) et (a,b,c) tels que {¢,7,k} = {2.3,4}, {a,b.c} = {1,2,3}, = =
i, = {a,b) et 7y = (@, c). On obtient alors

) = F((1,5)(1,8)) = {a,b)(a,b) = Id3
F((L4 k) = FI(1.R)(1.4)) = (a,¢)(a, b) = (a, b, ).

Un remarque que (1,7,k)(1,4,7) = (1,k)(¢,5), d’ot 'on déduit que
SR 9)) = FUOL RN F((1,4,0)) = (a, b, ¢). Mais le produit de trans-
positions de supports disjoints (1, £)(4, ) est d’ordre 2. On obtient ainsi,

(a,¢,0) = (a,b,¢)* = F(((1,k)(4,5))%) = f(Ida) = Ids.

{est impossible. Ce troisiéme cas ne peut jamais étre obtenu.

¢ Supposons enfin que 72,73, 74 sont trois transpositions distinctes.
O obtient & Pordre prés les trois transpositions de s, (1, 2), (2, 3), (1, 3).
Il existe a,b,c tels que {a,b,c} = {1,2,3} et 2 = (a,6),73 = (b,¢) et
1 = (¢,a). Etant donnés ¢, b, ¢, il existe an plus un morphisme f de &4
ilans 83 ayant ces valeurs pour 72,73 €t 74, puisque (1,2),(1,3) et (1,4)
engendrent Sy.

Pour montrer Pexistence d'un tel morphisme f, nous en donnerons
nneréalisation géométrique, Il y a plusieurs maniéres d’obtenir & comme
groupe d’isométries. On peut, par exemple 'identifier aux isométries lais-
sant un tétraédre régulier invariant ou aux isométries positives laissant
u cube invariant. Dans chacun des cas, ces isométries induisent une
action sur un ensemble & 3 éléments : perpendiculaires communes aux
couples d'arétes opposées pour le tétraddre ; axes des faces pour le cube.
Un définit ainsl une application de S; dans Sa. Montrons cela de maniére
plus précise.

* Soit 7 un tétradtdre régulier de sommets A, Ay, Ag, Ay et Is(7)
les isométries de I'espace laissant 7 invariant. L’action de Is(7) sur les
sommets du tétragdre définit un morphisme de groupes o : Is(7) — S.
I 1 réflexion par rapport an plan médiateur de [A;, A;] (1 € i< j < 4)
a pour image par ¢ la transposition de A; et A; dans 'ensemble des
sommets. Les transpositions étant dans Im et engendrant 8. ¢ est
surjective. Comme (A}, Az, Az, Ay) est un repere affine de 1’espace, la
seule application laissant fixes les sommets du tétragdre T est l'iden-
1ité, Le noyau de i est done réduit A I'identité ; ainsi ¢ est injective et
finalement i est un isomorphisme de Is(7) sur Sy.

Dans un tétraddre régulier, la perpendiculaire commune & deux arétes
opposées est le segment qui joint les milieux de ces arétes. L’ensemble des
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perpendiculaires cornmunes aux trois couples d’arétes opposées sera noté
D = {1y, Dy, D, }. Elles sont numérotées de telle fagon que Dy, (resp. Dy,
resp. ) soit la perpendiculaire cornmnne & [Aj, Ay] et [Ag, Ay (resp.
[A| ,A4] [ds [r”‘u_)1 Ajj}, roesp. [lAl, AJJ et [A;},A4]).

Soitu € Sy, = = ¢ {u) Visométrice de T associde. L'isométrie s trans-
forpre un couple 'arétes opposées en un autre couple Faréles opposées,
ceci de muaniére injective. Elle transforme done un ¢lément de D en un
élément de P, de mani®re injective. Elle induit done une permutation '
de D qui ¢'identific & uu élément de Sy. Soit f Vapplication qui & u € 54
associe 1’ € 83, Par construction, Papplication qui & ~ associe ©’ est nn
morphisme {pour la loi o). Puisqie 7' ost anssi i morphisme, on en
déduit que f est yn morphisme de groupes de S; dans Ss.

Pour i € {2, 3,4}, posons {7,k} = {2,3,4}\ {i}. Alors ™ 1{{1,4)) est
la réfexion par rapport an plan médiateur de [A |, A;]. Cette réllexion
échange A et A; et laisse invariants A et Ay ; elle Lusse invariants les wi-
lienx de [Ay, A,j et [A,, Ayl of échange los milienx de [A)L A ot [Ay, Ak
et les milieux de [A, A)] et [Ay, Ay]. Elle laisse done mvariante la per-
pendiculaire commune & [Ar, A;] et [A;, Ag] et échange les denx antres.
Ces remarques permeticut de déterininer los images par o 71((1,4)) des
dléments de D et doue ;= F{1,4)). Ou tronve 75 = (a,b), 73 = {(b.¢) et
T = (e, ).

Ceci démontre 'exaistence d'un morphisime de gronpes f de 8 dans
Sy ayant fes propriétés voulues. Puisgue (o, b, ¢) étant une permutation
quelconque de (2,3, 4), on trouve 6 morphismes de ce type.

* Venons-cn an cas du cube, Soit € un cube de centre O, de sonumnets
A Ay Ay, Ay, A AL AL AL les sommets dtant numérotés de telle
facon que A’ soit le symétrique de A, par rapport a O et que A ALALA)
soit un carré. Notons 1s7{C) Vensemble dos isométrics positives laissant
C invariant. Les éléments de Is'(C) sont des rotations dont I'axe contient
0. Soit A l'ensemble des diagonaleg du cube, ¢’est-a-dire ensemble des
quatre droites 6, = (A,A}) (1 < i< 4).
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Tout élément de Tst(C) transforme unc diagonale du cabe en une
witre diagonale. Elant bijectif, il réalise une permulation des éléments
A AL On obtient done tn morphisme de groupes W : Is' (Y — Sy

Sios € Ker W, s laisse los quatre droites de A invariantes. La restric-
tionr de 5 & chaque droite de A est I'identité ou la symétric par rapport,
2 O Lapplication vectorielle associée a s est done +1d. La sywiétric par
tepport an point O w'étant pas ube isométrie positive, s = Id. Lappli-
cation I est done injective.

Soit, 41y la droite passant par 0 qui joint les milicux des aretes [A |, AS]
v JAY Aol et s12 le retournement d'axe 8. I1 est immédiat que s,2
cchange les diagonales &, ot d2. La droite d12 vst orthogonale au plan I

adenant Ay Ay, Af et AL La vestriction de 510 2 P est done la syinétrie
deccendre O, Lapplication s laisse done invariautes les diagonales 63
vl gy, Liimage de spg par ¥ est la transposition des diagonales &) et s,
Cin montre de inCane que W(Ts'| ) conticnt toutes los transpositions et o
comelut que 4 cst surjective. Finalement ¥ est un isomorphisme de Is!
“ar Sy

Considérons maintenant les Lrojs axes dos fuces, c'ost-d-dire los trois
denites passant par O et orthogonales & dewx des faces du cube, On
noiera A = {d,. dy,de.} Penseinble de ces axes. Ils sont numdérotés de
leto fagon que dy (resp. dp, resp. dg) solent respectivement les axes des
lwes AJASASAL AJALALAY of A ALARAL

Tout élément de Is™(C) transformant nne face du cube en vne autre
oo et laissant O invariant, transforme un élément de A en un élément
+4 A Elle opere done une permmitation de 4. En associant & tout élément
w8 Pisométric ), puis & celle-¢i tme permutation de A, identifiée
«un ¢lément de Si, on obtient comme précédennnent pour le tétraédre un
vorphisme fode & dans Ss. Sachant quavee les notations préeédentes,
avaW(sy) = (10), on peut déterminer 7 = f((1.4)), pour 1 € i < 3.
i trouve do nouvean o= (@ b), o= (boel el 7= (c,a) ob oy conelut
4 L méme facon.
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Conclusion. Au total, on trouve 10 morphismes de groupes de Sy
dans 83. Le premier est constant, les trois suivants ont pour images les
trols groupes de cardinal 2 de 83, les 6 autres sont surjectifs, <

L'ensemble Aut(G) des automorphismes d’un groupe G, muni de la
composition est un groupe. Les conjugaisons f, : x +— aza™', pour
a € G, sont des automorphismes remarquebles appelés automorphismes
intérieurs de G (les autres seront dits extérieurs). L'ensemble des auto-
morphismes intérieurs forme un sous-groupe de Aut(G). Ce sous-groupe
est bien entenduy trivial lorsque G est abélien. La connaissance de Aut((G)
est tmporignie en théorie des groupes pour les questions d’extension. Le
lecteur pourra mongrer & titre d’exercice que pour tout n 2 2, Aut{Z/nZ)
est isomorphe av groupe des inversibles de Uanneaw Z/nZ. Llezercice
suivant étudie les qutomorphismes du groupe symétrique.

2.25. Automorphismes de S,,

Soit n € N*, n # 6. Mountrer que les automorphismes de &, sont
intérieurs ¢.e. de la forme s — gosoo ! ollg € §,,. On s'intéressera,
aux images des transpositions.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

& Soit ¢ un automorphisme du groupe symétrique. Nous savons que
I'ensemble T des transpositions forme une partie génératrice de S,,.
L’automorphisme  sera donc uniquement déterminé si on connait les
images par ¢ des transpositiouns. Pour commencer, examinons l'image
d’'une transposition et méme Pimage d'un élément quelconque de S, par
un automorphisme intérieur. Soit ¢ € &, et (a3,...,ax) un cycle de
longueur k (on dira k-cycle). On a alors

oo(ar,...,ap)o0 ' =(a{a1),...,0(ar))| (%)

Le lecteur vérifiera cette égalité sans grande difficulté. Un k-cycle est
done transformé en un k-cycle par tout automorphisme intérieur. En
particulier une transposition est transformée en une transposition,

Plus généralement, si s est un élément de S, et sq,...,s; les cycles
apparaissant dans la décomposition de ¢ en produit de cycles & support
disjoint (s = s1s2...5%), on obtient

oso™! = (os107 ) (os20 ). L (ospo )L (%)

Pour tout i, os;o™! est un cycle de méme longueur que s; d'apres la
formule {x). 5i {a1,...,a,} est le support de s;, {o(a1),...,0(ay)} est le
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support de os;0 ", En particulier les os;0~! sont des cycles & supports
disjoints.

Nous allons démoutrer, pour commencer, que  transforme toute
(ransposition en une transposition. Un automorphisme de &, conserve
les propriétés algébriques des éléments de &,,. Si 7 est une transposi-
tion, T est d’ordre 2, donc (7) est anssi d’ordre 2. Cependant, cela ne
siffit pas pour affirmer que (7) est une transposition puisqu’il existe
«(’autres éléments d’ordre 2, les produits de transpositions & support dis-
joints (il n’y a qu’elles, puisque l'ordre d’une permutation est le ppem
des longueurs des cycles intervenant dans sa décomposition en produit
de cycles & supports disjoints). Notons Ty, I'ensemble des permutations
de 8y, qui somt produit d’exactement k transpositions & supports dis-
joints (pour 2k € n). On a en particulier T = T. Nous proposons deux
démonstrations différentes du fait qu'un élément de T; est transformé
par ¢ en un élément de T).

* [Y'aprés la relation (++), chaque ensemble T, est nune classe de
conjugaison de &,. L’image par ¢ d'une classe de conjugaison est encore
une classe de conjugaison (car @(o ot oo™ t) = (o) o p(r) o p(a)~).
|.'ensemble (T1) est done 'un des Ty.

On va montrer par un argument de cardinalité que, pow n # 6,
on ne peut pas avoir ¢(Ty) = Ty avec k # 1. Pour cela, on va
calculer le cardinal de Ty. On a [Ty| = C% = ——n(n2_ Y , Car ume
lLransposition est déterminée par son support. Pour k > 2, on obtient

CiC% 5...Ch o
) = ~222e o n=2k+2 . on choisit les supports des k transpositions

et on divise par k! car I'ordre n’importe pas. En simplifiant, il vient

(n—1)...(n—2k+1)

n
Tl = 2k k!

Nous allons montrer que si n # 6, Uéquation |Ti| = [T1|, ¢’est-a-dire
R12EL = (n = 2)(n - 3)... (n - 2k + 1),

wa pas de solution £ strictement supérieure & 1 (avec 2k < n).
En effet, pour k = 2, on obtient (n—2)(n—3) = 4, équation qui n’a pas
de solution dans N. Pour k » 3, il vient CE_, (n—2)... (n—k+1) = 2k 1,
ve gqui ne peut arriver que si n — k+ 1 = n — 2 (sinon le terme de gauche
n un facteur impair), soit k = 3. Mais on a alors (n — 2)C2_, = 4 qui
cntraine n = 6, cas qui est justement écarté. On a donc ¢(T;) =T,
+ Pour montrer qu'une transposition est transformée en une
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transposition, on peut? s’intéresser an centralisateur d’une transposition
T, qui est transformé en celw de (7) par l'automorphisme .

Soit 5 un élément de Ty qu'on écrit 5 = Tim... 7%, 00 T1,..., Tk
sont des transpositions & supports disjeoints. La permutation ¢ est dans
le centralisateur de s si elle vérifie osg™' = 5 Nous avons vu que

oso™t = (or07!) ... (osKko 1), o les or;o~! sont des transpositions &
supports disjoints. Par unicité de la décomposition en produit de cycles
A supports disjoints. on en déduit que les om0~ " doivent s'obtenir par
permutation des 7. Il v a k! possibilités pour ¢ de permuter les ;. Sup-
posons une telle permntation des transpositions fixée, et par exemple
gu'une transposition (a,d) est envoyé sur {(a’,4). On doit avoir

(a'.b') = o(a,b)a™" = (o(a), 0 (b)),

c'est-a-dire {o(a),o(b)} = {a’,¥'}. On a donc 2 possibilités différentes
pour définir ¢ sur ’enserble {a, b} sachant que cet ensemble est envoyé
sur {a',¥'}. Il reste ensuite & déterminer o sur les éléments qui n’ap-
partiennent pas an support d'une des transpositions r;. Pour ces n — 2k
éléments, il y a (n — 2k)! choix possibles. Au total, il y a 2%k!(n — 2k)!
permutations qui commutent avec s,

Soit maintenant une transposition 7. Son centralisateur est de car-
dinal 2(n — 2)I. 81 () appartient & Ty, son centralisateur posséde
(n — 2k)1kI2% éléments. Nous avons donc 2(n — 2)1 = (n — 2k)!k!2F,
c'est-a-dire

K2 = (n—2)(n - 3)...(n =2k +1).

Nous obtenons la méme équation que dans la méthode précédente et la
conclusion est la méme.

Le fait que les deux méthodes conduisent a la méme équation n'a
rien de mystérieuz. En effet le cardinal de la classe de conjugaisen d’un
élément est égal 4 Dindice de son centralisateur dans &,,. Il revient donc
au méme de dire que deux éléments de S, ont des classes de conjugaison
de méme cardinal et des centralisateurs de méme cardinagl (¢f. exercice
2.11)

¢ On a donc (T) = T. On va s'intéresser aux images des trans-
positions (1,k) pour k € [2,n]. Celles-ci sufficent & générer S,. 11
existe a; et ap distincts tels que »({1,2)) = (a;,a2). De méme, il
existe ¢ et b distincts tels que ©({(1,3)) = (a,b). Comme (1,2) et
(1,3) ne commutent pas, {a;,0;) et {a,b) non plus, ce qui nécessite
{ar,a2} N {a,b} # 0. On peut supposer que a = a, et on note az = b.
On a done ¢{(1,3)) = {a;, az). L'injectivité de ¢ assure que a2 # as.

4. Comne le fait Daniel Perrin dans son Cours d’algébre, Ellipses, 1996, p. 30-33. On
y trouvera une étude précise des centralisateurs des éléments d’ordre 2 qui explique
mieux en quoi le cas n = 6 se distingue.
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Montrons par récurrence sur ¢ € [2,n] que ¢{(1,4)) s’écrit {a1, a;) ot
u, vst distinet des ag pour k < 4. C'est vrai pour ¢ = 2 et 3. Supposons
+ = 3. Alors ((1,4)) est une transposition dont le support rencontre
eelui de @{(1,k)) = (a1,ax) pour 2 < k < ¢ — 1 (par hypothése de
recurrence), car (1,4) et (1, k) ne commutent pas (la démonstration est
ln méme que pour i = 3). 8i a; n'était pas dans le support de ((1,1)),
los ap pour k € [2,4 — 1] y seraient. Comme ils sont au nombre de
i -2 2 2, cela ne peut se produire que si i = 4. Dans ces conditions
¢((1,4)) = (az,a3) = (61, 03)(az, a1)(a1,a3) = ©((3,1)(1,2)(1,3)) et par
hijectivité, on a (1,4) = (3,1)(1,2)(1,3), ce gui est faux.

Donc a; est dans le support de ((1,1)). Cette derniére s’écrit (a1, a;)
i, par injectivité de ¢, a; est bien distincts des ax pour k < 4.

e On se retrouve donc avec n éléments de [1,n], a1,...,a, deux a
deux distinets tels que o((1,4)) = (@1,0:) pour tout 2 £ 4 < n. Si on
considére la permutation o qui a4 7 € [1,n] associe a;, on a d’apres la
remargue préliminaire

go(l,i)oc ' =(a1,a).

Antrement dit, p coincide sur l'ensemble des transpositions (1,%) {olt
2 < 1 € n), avec 'automorphisme intérieur g, : 8 — gosor*, Comme
 est un morphisme et que les (1,4) forment un systéme générateur de
Sy, Ol A 0 = g
Conclusion. Pour n # 6, tout automorphisme de &, est intérieur. <
Dans le cas exceptionnel n = 6. on peut monirer que | Aut(Se)| =
1140, mais qu’il n'y o que 720 automorphismes intérieurs®.

Nous terminons ce chapitre avec un exercice concernant la structure
de groupe ordonné. Un groupe abélien (G, +) est dit ordonné s’il est muni
d'un ordre total < compatible avee la lot +, c’est-d-dire vérifiant

V(z,y,2) €G? zg<y = z+z<y+z

Dans ce cas, on montre facilement que Vensemble P = {z € G, 0 < o}
rs éléments positifs de G possédent les trois propriétés suivantes :

PU(-P)=C, PN(—P)={0} e P+PCP.

Héciproqguement, si P est une partie de G qui vérifient ces trois pro-
priétés, alors lu relation binaire < définie pur x < Y=y -2 € P est
une relation d’ordre total qui est compatible avee la loi +. Dans ['exereice
survant i s'agit de déterminer toutes les structures de groupe ordonné
sur T2,

4- On pourra se reporter & tout bon traité de théorie des groupes, par exemple le
livre de Daniel Perrin déja mentionné ou ROTMAN (1.), An Introduction to the Theory
uf Groups, GTM 148, 4° &d.. Springer, 1995. p. 160-162.
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2.26. Structure de groupe ordouné sur Z?

Si P est une partie non vide de Z2 on note
~P={-p pcP} et P+P={p+q (p.g) €P*}.
Trouver les parties P de Z? vérifiant les points suivants :
(i) PU(-P)=Z7;

(i) PN (=P) = {0};
(iii) P+ P C P.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1l est clair que Vintersection de Z2 avec un demi-plan fermé de R2
dont la frontiere contient (0,0) convient si cette frontiére ne contient
pas d’autre point de Z? que Yorigine. On obtient donc une solution aun
probléme posé en prenant pour P enseinble

Pos = {(z,y) € Z*, ax + by > 0},

b, .
avec p irrationnel.

Jr A
\__\-n!o-cl « ¢ 2 v a v . “* s a4 v s 8 * s 8 s v 8 1
“é\a-u-- LI T T T SR LI I I ST A A - 5 8 8 & v @
o oo LIC I Y 4 e v o 0w B L} L A B
o v 0 B g 4 CIEC I I I ) IR REC . LI A )
Lant e ol
a a o o 6 o a g 4 8 & 8 & e ® o 9 0 o o ) LI )
- TR Y e a - s s ¢ @ 6 e 0 o O ¢ o = ¢ s e
e & 9 © o o o L o 2 e o p b o & o 5 o o .
e © & o o o oo o o 6 oo e e 8 2 0o & © a 9 @ o @ 2 a
c 9 6 4 a 9 @ Ocauuux ooaQQODToocoooo
.

P, avec b/a irrationnel Pl

Si la droite ax + by = 0 contient des points de Z?, donc si b est

a
rationnel, ou si @ = 0, ces points sont tous les multiples entiers d'un
méme point (p,g¢), et on obtient deux ensembles P qui conviennent en
ajoutant & I'ensemble

{(z,v) € Z*, az + by > 0}

soit les multiples entiers positifs, soit les multiples entiers négatifs
de (p) q)
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Il y a deux choix possibles pour {p, ¢). On choisira celui pour lequel la
hasse ({a, ), (p, ¢)) est orientée positivement. Les ensembles P ci-dessus
nond, donc

P!, = {(z.¥) € Z* az + by > 0} UN(p,q).
P2, ={(z,y) € Z? az+by > 0} UN(-p,—q)

Soit maintenant une partie P de Z* vérifiant (4), (#), (¢¢). Montrons
tue P est de 'une des formes ci-dessus. Pour trouver une droite pouvant
wrvir de efrontiere» a P, il est naturel de considérer

Pt ={(z,y) €P, 2> 0} et m:sup{%, (z,y) € P+}.

Afin d’éviter d’avoir & distinguer plusieurs cas de figure, on suppose
ue (1,0) et (0, —1) sont dans P. On peut toujours se ramener & ce cas,
tI'abord parce que soit (1,0), soit son opposé est dans P, et de méme
pour {0, —1), ensuvite parce que les symétries par rapport & 'axe des z
vl par rapport & l'axe des y conservent les propriétés (¢}, (é1), {iit), ainsi
tue celle d’étre de la forme P,y ou PY, {i =1 ou 2).

La solution repose sur deux observations.

e Soit (2,9} € Z* et k un entier > 0. Alors (z,y) € P si et seulement
K (kz, ky) € P.

Le sens direct résulte de {i4). D’autre part, pour (z,y) # (, on a

(z,y) ¢ P= (—z,—y) € P = {—ka,—ky) € P = (ka,ky) & P.
o Soit (zg,yo) € Z?, (z,y) € Z2. Siag > 0, (z,y) € Pt et si

Yo _¥
g oz

)

nlors (zo, yo) € PT.

En effet, tout point entier (zo, yo) tel que yo < 0 est dans P, puisque
¢’ost une combinaison linéaire & coefficients positifs de (1,0) et (0, —1).
On peut done supposer yo > 0 et y > (. Il suffit alors de trouver des
vuliers k, £, n > 0 tels que

k{zo,yo) = #(z,y) +n(1,0).

Ou peut prendie k =y, £ = yg, 1 = yzg — yor (on vérifie gwon a bien
w > 0)

(x.x) (x()syg)
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Prewder cus ©m est fini. Solt (1o, yo) € 272 tel que yq <0 may.

Siorg > 001 existe, par définition de m, un point (z,y) € P tel
que ?:(le < % ot, daprts ce qui précede, (ro,ya) € P.

Sixg < 0. ona _—;"“ >, le point (—mxq, —yo) n'est pas dans P, ot
done (9. y0) € P !

Siorg = 0. alors (o, yo) est un moltiple entier positif de (0. —1), et
done (iny, 40 < P.

Autrernent dit, P contient P,, 1. Si m cst irrationnel, ensemble P
ne coutient anenn des points entiers tels que y > mz, parce que leurs
opposés sonl dans Poeb P == P, .

Siomest rationnel, disons m = ki (fraction irréductible, p > 0), le
ra

résean Z2 sc partitionne on trois parties ; Pur. 1, —Pm. 1, et Pensemble
des points entiers sitpés sur I droite y = ma, qui est anssi Pensciable
des multiples enticrs de (p, g). L'ensemble P contient soit {(p, 4} {ct tous
sos multiplas positifs), soit (—p, —q4) {ct tous ses multiples positifs), i est
done de la forme P4 i =1 on 2.

Deuzicdme cas : m = +o0. Pour tout poin@ (to. ) € 72 tol que

. . 1 ] .
xq > 0, 1] existe (z,y) € P tel que W< i, ot, par, consédulent,
’c

@ ;
{rp, ) € P. On en deduil que P oest form‘:'\ des points entiers (o, y) tels
que . > 0ou.r = 0ct y 2 0. Agtrement dit, P =1 . <
(O a ainst montré gu'une structure dordre sur Z° (voir les commen-
torres précédant Uexercice) peut éfre définie de denz facons :
- s on se donne une forme lindapre flo,y) — ar + by d coefficients

b A . . :

ricls lels que — soif drrationnel ¢t les dldments = 0 de Z2 sont les
[£3

cléments (r,y) tels que flo,y) = 10

- soit on se donne debord wne forme hndaive f(r,y) = ox + by
a cocfficients rdels tels que — soit rutionnel ouw o = 0, cf on doit se
[

dunney une secopde forme l?l'Jrlaéa?fne q indépendante de [ (o peut par
eomple prendre gz, y) = —ba + ay ou gl y) = be —ay . les antres
chow: ne donnent vien de différent). Les éléments 2 0 de 72 sont alors
les cléments (1.y) tels que f(z,y) > 0 on flo,y) — 0, glz.y) 2 0. On
relronve Vordre lezicograplique sur Z° comne eus particulier,



Chapitre 3

Anneaux et corps

A Forigine de lo théore des anneaus, se trovvent des recherches de
theovic des nombres. Vers 1851, Guuss a é1é amend, dans ses traveus
vir les vésidus biquadratiques ef sur les fonctions clliptiques, 4 €ludier
les proprietés de divigibilite dans Panneaw Bl En 1544, Fisenstein uti-
fein ZlJ) (0w 3% = 1). Dans les unnequzr Z[i] et Z[j), Uarihmétique
exl semblable 4 celle de 2 ; en particulicy, ce sont des anneanz facto-
vieky {tout élément de Uanneau se décompose de mamére unique — 4 un
ddment anversible prés — en produsts dwrrdductibles). Les vecherches sur
Ie prand théoréme de Fermat, en purticulier lo vésolubilité de ['équation
Ryt = 2P, avee popremier dmpasr, ameénent 4 étude de lanneau
gLl 01 € est une vacine primative p-ictne de Uunile. Celui-cl se révéla
neotr pour certaines valewrs de p, ¢t contratement ¢ ce gu’on avail cru
mtialement (Jusquien 1840), des propriétés arithmditiques tolalement
Jiffcrentes de celles de Z.

A party de 1847, Kummer grace & Uintroduction des concepts de
inoinbres sdéaur et de closses ddéany, elucide le probléme de la divisi-
hillé dans Z[C] et démontre la conjecture de Fermat dans de nombreus
vox. En 1871 Dedekind. géneralisant les travanr de Kummer, définut,
Honis e cudre de la théorie des entiers algébviques, la notions d'idéal
ol démaontre guiun idéal peut s éevive comme produit d idéaux premicrs,
Lo terme d’anncau ne sera introduit que per Hilhert en 1897 4 partir
diu debut die XX© siécle, 1l o find par désigner tout ensemble sur loguel
sont définies une loi de groupe additif ot une multiplication associative
i digtributive.

Liidée dappartenance & un sous-corps de © — le corps engendre par
Jos racines dune équation — est assez claive pour Abel et Galois, mais
ds wont pas de mot pour désigner Uensemble de ses éléments. Cest De-
Sokingd qui dntrodunt le terme de corps (en 1871), entendant por ld des
wong-corps de C, pour lesquels i Studie en détail les notjons d intersection
1 i gutomorphisme. Kronecker donne en 1882, les premiers exemples de
corps définis abstraitement, corps de classes résiduelles de polyndwmes
cocffivients rationnels module un polynome P. 1T fuub attendre 1593 pour
qii: Weber donme ¢ Uezpression corps commutatyf le sens géndral ac-
fiel. Unopew plus tard vint UVabandon de lg notion de commutativité, ce
qui conduisib o considérer Uensemblr des quaternions définds por Homgl-
fow en 1843 comme un corps. Weddeburn prowne gque touf corps fini est
nrctsserrement commutatif.
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Les exemples de corps vont se multiplier dans les derniéres années du
XIX® siécle : corps des nombres p-adigues, introduit par Hensel, premier
exernple de la théorie générale des corps valués; corps des séries for-
melles. Enfin, vers 1910, Steinitz développe la théorie générale des corps
commutatifs et des extensions de corps telle que nous le connaissons
afourd hui.

3.1. Inversibilité a droite

Soit A un anneau. Un élément a € A est dit inversible a droite
s'il existe b tel que ab = 1. On dit que a est un diviseur de 0 & droite
si 1l existe ¢ # 0 tel gque ac = 0. On définit les mémes notions &
gauche.

1. Montrer que si a est inversible & droite il ne peut pas étre
diviseur de 0 & gauche. Donner un exemple montrant que a peut
étre inversible A droite et diviseur de ( & droite.

2. Montrer que si a est inversible a droite et non diviseur de 0
a droite, alors il est inversible.

3. Prouver en fait que si ¢ est inversible a droite et non inver-
sible, alors il admet une infinité d’inverses & droite.

(¥cole Polytechnique)

e Solution.

1. Soit b un inverse A droite de a {done tel que ab =1) et ¢ tel que
ca = 0. On multiplie & droite par b. Il vient 0 = (ca)b = cf{ab) = c.
Donc a n’est pas diviseur de 0 & gauche. Rappelons que cela équivaut &
I'injectivité du morphisme de groupes « + za.

Donnons maintenant un exemple d’un élément inversible a droite et
diviseur de 0 & droite. Prenons pour A l'anneau des endomorphismes
d'un K-espace vectoriel E de dimension infinie. Une application linéaire
a surjective et non injective va convenir. Par exemple avec E = R[X] pour
espace vectoriel, on peut prendre la dérivation a : P +» P'. L’application
b: P [OX P{t)dt est linéaire et on a @ ob = Idg. Donc a est bien
inversible & droite. Mais si on prend l'application ¢ : P ~ P{0), on a
aoc=0 done a est aussi un diviseur de 0 & droite. On voit facilement
sur cet exemple que ¢ admet une infinité d'inverses & droite.

2. Soit b un inverse a droite de a. On va montrer que bz = 1. On a
a = (ab)a = a{ba) de sorte que ¢(1—ba) = 0. Comme a n'est pas diviseur
de 0 & droite cela implique ba = 1. Donc a est inversible d’inverse b.

Cela montre déja qu'un élément inversible ¢ droite et non inversible
admet au moins deur inverses d droite.

3. Notons D l'ensentble des inverses & droite de ¢ (ensemble supposé
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non vide) et N = {& € A.ax = 0} {¢’est un sous-groupe additif de A
ot méme un idéal & droite). On a une bijection entre D et N puisque
si b est un élément de D, alors D = &+ N. On va utiliser le fait, vu
vi-dessus, que & = ba — 1 est dans N. C'est méme un élément non nul
e N puisque a est supposé non inversible. Pour tout x de N. I'éiément
wi + ¢ est encore dans N et est non nul (car sinon (x + b)a = 1 et a
serajt inversible 4 gauche done inversible). Ainsi, aa+a = af{a+1) € N,
w(a+1a+a =ala®+a+1) € N ete. Une récurrence facile montre que
pour tout n = 0, u, = a(@® +a™ ' + ...+ a+ 1) est dans N. On va
nontrer que ces éléments sont deux 4 deux distincts. Supposons u, = u,
nvee p < n. On a alors a{a™ - -+ + aPH) = 0 et donc up_p—1aP™ = 0.
Mais comme a est inversible & droite, on a forcément u,_,_; = 0. Ce
qud n’est pas possible car les u, sont tous non nuls. Donc N est infin; et
par suite D aussi. <

En particulier, dans un anneau fini, tout élément inversible & droite
est inversible (ce qui est facile 4 établir directement puisque si a est
irersible 4 drotte, x — T est mjective donc bijective par finitude de A ).

3.2. Calcul d’inverse

Soit A un anneau et (a,b) € A% On suppose 1 — ab inversible.
Montrer que 1 — ba est aussi inversible.
{Ecole normale supérieure)

|- Solution.
» Supposons dang un premier temps que ab est nilpotent et considé-
rons n € N* tel que {2b)" = 0. On a alors

c=(1—ab)"l=1+ab+ (ab)® + -+ (ab)"".

Mais ba est alors également nilpotent puisque (ba)"™' = b{ab)*a = 0.
Done 1 — ba est aussi inversible et on a

(1-ba)™t=14ba+ (ba)* 4+ + (ba)?
=1+b[1+(ab)+ -+ (ab)" o =1 + bea.

e Dans le cas général, posons ¢ = (1 —ab)~' et d = 1 + bea. Il est
naturel d’essayer cette valeur comnme inverse de 1 — ba. On obtient

(1—ba)d = {1—ba)(1+bca) = 1~ ba+bca—babca = 1+bjc—abc—1la =1
¢l de méme d(1 —be) = 1. D’ou le résultat. <
Les deus exercices sujvants étudient des conditions suffisantes pour

yu'un anneau soit commutatif. Le premier est un eremple d’anneau
rerifiant une identité polynomicle,
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3.3. Anneaux tels que x® =

Soit A un anneau tel que 2% =z pour tout » € A.
1. Déterminer les éléments nilpotents de A.
2, Soite€ Atelque e? =c.ac Aetb=eall — ).
Caleuler b2 et en déduive que ra = ac. En dédnire que pour
tout « € A 2% & Z(A), on Z(A) désigne le centre de A.
3. Montror que A est commntatif.
(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

1. Pour tont n € N* on a 2" € {x,2?} (comme il résulte d’une
réeurrence immédiate sur 7). Done s est nilpotent, 1l vérifie soit & = 0,
soit z? = 0. Mais dans le second cas, on a & = »* = 222 = 0. Le seul
¢lément nilpotent de A est done 0,

2. Onab? =ea(l —e)eall —€) = eale —c?)a(l —e) = 0. Done b est
nilpotent et d’aprés la question précédente, b = 0, ¢’est-a-dire ea = cae.
En considérant de méme ¢ = {1 — e)ae, on obtient «* = 0, puis ¢ = 0
at ae = eae. I en résulte que e commute avee a. Qu a ainsi montré que
tont élément idempotent ¢ est central.

Soitrc A Ona(@?P =xt=2z=u
central.

3. Soitr € A Ona2r = {(x+1)?—2? _1 € Z(A). d’apreés la question
précédente, puisque Z{A) est un sous-groupe additif de A. On a, d'autre
part, {z+ 1)3 =ux+1. Comme (z + 1)3 =t 1 30?4324 1 =322 e 4 1,
on obtient en simplifiant 322 + 3r = 0, L’élément 3= — —32% est done
dans Z(A}, puisque z”7 y est. Il en vésulte que r = 3¢ — 22 € Z{A) : tout
élément de A est central. done A est conunutatif. <

Signielons un théoréme di @ Jacobson : un anneau A dans leguel,
pour tout élément x, i existe wn entier n{z) > 1 fol que 2™ = g est
commutatif.

22 22 est idempotent et done

3.4. Commutativité ou anti-commutativité

Un pseudo-anneau est un triplet (A, 4.} qui vérifie tous les
axiomes de la structure d'anneau, sauf celul qui affirtue existence
de Pélément-unité. Soit A un pseudo-annean tel que, pour tout
(z,4) € A% yx € {axy, —xy). Montrer que A est commutatif ou
anti-commutatif. Que dire si A est un anneau ?

(Ecole normale supérieure)
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I Solution.

Notons Z le centre de A et posons Z' = {z € A, Vy € A, yz = —ay}.
[ est, elair que 7 et 77 sont deux sous-groupes additifs de A.

Montrons quion a ZU Y = A, Supposons par Pabsurde qu’il existe
o/ LU 2. Alors, comme 2 n'est pas dans Z, il existe y, € A tel que
e #= ay . Par hypolhése on a nécessaivement. 7 = —2ry,. De méme,
comuae 1+ ¢ 27, il existe g € A tel qui your # —ryz et alors yar = a2y,
Regardons maintenant 'élément (y, + y2)x = x{y2 — ). Par hypothése,
il doit appartenir & {&(y1 +y2). —x{y+y2) }. Or, si z(yz— ) = (i +142)
ol obtient oy = —ry = g, ce qui est contraire au choix de y,. De
meme, st a{ys — y1) = —x(yr + ye). il viewt aye = —xys = —yom, co qui
donne une uouvelle contradiction, On a done ZUZ' = A.

IT st bien conny gqu'un groupe ne peut pas étre réunian de doux sous-
riznipes stricts. On obtient done soit Z = A augnel cas A est commutatif.
soil. 7/ = A aungnel cas A est anti-commutatif,

Supposons que A soit un anncan. 51 2 = A, U'élément unité de A
it dans 27, on a1 = —1 et A est de caractéristique 2. Mais dans ce
v, pour tont (z,4) € A?, —xy = @y et A est commmtatif. Ainsi, un
antiean vérifiaut Phypothese de Uexercice est tonjours commutatif. <1

3.5. Anneaux réguliers

Un annean A est dit régulier si, pour tout a € A, il existe w € A
tel que ava = a.

1. Un corps est-il régulier 7 7 est-il régulier ?

2. Trouver une condition néeessaire et suffisante pour que Z/nZ
soit régulicr.

3. Montrer que si B ¢st un K-espace veetoricl de dimension finic,
Z(E) est. régnlier, Soit A = {v,;) € M, (K) définie par ¢; ;1 = 1 pour
[ €4 n—1ctay; =0 sinon. Tronver une matrice U € M, (K)
elle que AUA = A,

4. Montrer que le centre d’un anneau régulier cst régulier.

(Ecole normale supérieure)

. Solution,
1. Observons que si a = ), tout # € A vérifie cug = ¢ = 0. Par
gilleurs, si @ cst un élément inversible de A, en prevant v = o7 on

obiient que = a et c'est d'aillowrs la seule valeur de u qui convienne.
('omme dans un corps, tout dlément non nul est inversible, il en résulte
(quun corps est régulier. L'anneau & n’est pas régulier, commne on le voit
en prenant a = 2 Péquation 4 = 2 n'a pas de solution dans Z. Remar-
auans d'aillenrs qie si A est régulier ot intégre, A est nécespairement nn
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corps. En effet, soit a # (0 et v € A tel que aua = a. Par intégrité de
A, a est régulier a gauche et & droite, d’olt en simplifiant ua = qu = 1.
Donc @ est inversible et A est un corps.

2. Tl est aisé de voir que 5si A et B sont deux anneaux réguliers,
alors Fanneau produit A x B est régulier. En effet, si (a,b) € A x B,
il existe u € A tel que aua = a et v € B tel que bvb = b, Alors,
(a,b)(u,v)(a, b) = (aua, bub) = (a,b). D’ol le résultat.

Excluons les cas triviaux n = 0, olt Z/nZ est isomorphe & Z et donc
non régulier. et n =1, ol I'on obtient Yannean nul, clairement régulier.
5i p est un nombre premier, Z/pZ est un corps et est done régulier. 5i
n 2 2 est un entier quadratirei, ¢’est-d-dire de la forme n = py ... ¢
ol les p; sont des nombres premiers distincts, on sait que Z/nZ est iso-
morphe & Z/p1 Zx - - - X Z/prZ (théoréme chinois). Et d’aprés la remarque
précédente. Z/nZ est régulier.

Montrons que si n n’est pas quadratirei, alors Z/nZ n’est pas régulier.
On suppose donc qu'il existe p € P tel que o = vp(n) 2 2. On écrit
n = p“m, oll p ne divise pas m 2 1 et on pose k — g- si o est pair et
p= 2 +1

non mille (car k < @), mais pour tout u € Z/nZ aua = ua® = 0 (car
2k = o).

Conclusion. Pour n = 2, Z/nZ est régulier si et seulement si n est
quadratfrei.

3. Soit a € £(E) non inversible (si @ € GL(E), v = a~! convient,
cf. 1). On considére un supplémentaire F de Kera et un supplémentaire
G de Ima. On sait que ap établit un isomorphisme entre F et Ima. Si
%= a‘_Fl o p, oil p est la projection sur Ima paralislement & G, alors on
a aua = a. L’'annean L(E) est donc régulier.

On considere

sinon. Soit @ la classe modulo n de p*m. Il est clair que a est

0o 1 0 ... 0
0 0o 1
A=lo . 0 .0
: P 1
g ... 0 0 0
et Pendomorphisine g de K™ associé & la matrice A dans la base ca-
nonique, notée (ej,...,e,). On obtient Im(a) = Vect(er,....en_1).
Ker(a) = Vect{ey) et avec les notations précédentes, I — Vect(ez, ..., en)

et G = Vect(e,). On vérifie, toujours avec les notations précédentes, que

(per), ..., plen)) = (er.ea,...,0) et (uler)....,ules)) = {ez,...,en,0).
La matrice U de u, dans la base canonique, est définie par ws1, = 1
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ponr 1 €4 < n—1 et uy; = 0sinon. Clest la transposée de la niatrice A.
Inlle vérifie AUA = A, puisque oua = a.

4. Soit Z le centre de 'annean régulier A, ¢ € Z et u € A tel que
teiier = a. On cherche un élément v € Z tel que ava = a. On va montrer
que v = waw convient. I1 est clair que ava = auaune = aue = a. Il reste &
nntrer que v est central. Pour tout b € A, on a, puisque a est dans Z,
(| ~au)bau = (a—aua)bu = 0 et de méme, aub(l —au) = ub(a—aua) = 0.
Il en résulte que bow — auban = aub — aubay = 0 et donc que bau = aub.
Ainsi| au est dans Z. Enfin, on obtient, en utilisant le fait que a et au sont
¢léments de Z, pour tout b € A, bv = buau — aubu = ubau = uaub = vd.
C'oci montre que v est dans Z. <

Dans tous les evercices qui suivent, les anneaux seront commutatifs.
Nous rappelons qu’un anneau A est dit intégre sl est commutatif ef sans
diviseur de 0, ce qui veut dire qu'un produit ab est nul si et seulement si
a ou b est nul. Un idéal d'un anneau commutotif A est un sous-groupe
additif T tel que pour tout © de | et tout a de A, ax € 1. Lidéal 1 est dit
principal s'il est engendré par un seul élément. On notera (a) ou aussi
al Didéal principal engendré par a.

3.6. Idéaux principaux

Soit A un anneau commutatif. Pour a,b dans A montrer que si
Iidéal (a) + (b) est principal, il en est de méme de I'idéal (a) N (B).
(Ecole normale supérieure)

I - Solution.

Pour avoir des idées, on peut prendre un exemple simple bien connu
A = Z. Dans ce cas I'idéal (a) + (b} est engendré par d = pged(a,b)
o I'idéal (a) N (b) par m = ppem(a, b). Si on écrit @ = do et b = d.
e sait gque m est associé & dog. Essayons donc ce générateur dans le
ens général. On prend les notations ci-dessus : d est un générateur de
{a} + (b), a = do, b = d et on pose m = daf. Montrons par double
inclusion que (a) N (b) = (m).

s Soit z € (m). Tl existe A € A tel que x = Am = Mdaf = Afa = lab,
e sorte que = € (a) N (b).

e Réciproguement, soit z € (a) N (). On écrit x = ua = vb. On sait
par ailleurs qu'il existe (A, i) € A2 tel que d = Aa + pb. On a alors

&= ua = vod = ue(det+pb) = oz +upm = edvbtupm = m( v+ pu).

D’on la seconde inclusion. <
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Liénoncé suivant concerne les idéour marimeuz, c’est-d-dire les
idéaux distincts de A qui sont mazimaux au sens de inclusion.

3.7. Idéaux maximaux

Seit A un anneau commutatif et ¥ un idéal de A distinct de A.

1. Montrer que I est maximal pour Vinclusion parmi les idéaux
de A distincts de A si et seulement si pour tout ¢ € A\L, I4+aA = A,

On dit qu’un idéal I est premier st A\T est stable pour le produit.

2. Montrer que tout idéal maximal est premier.

3. Donner un exemple d’idéal premier.

4. Soit A 'anneau des fonctions de classe C™® de R dans R et T
I'idéal des fonctions de A s’annulant en 0. L’idéal T est-il principal ?
premier 7 maximal 7

5. Soit J I'ensemble des fonctions de A telles que f*(0) = 0
pour tout & € N. L’ensemble J est-il un idéal ? S oui, est-il principal ?
premier 7 maximal ?

(Ecole Polytechnique)

> Solution.

1. Soit Tun idéal de A, distinct de A. On note que 1+ aA est encore
un idéal. C’est le plus petit idéal de A contenant I et a.

Supposons que I est maximal. Pour tout @ € A\I, I+aA est un idéal
de A contenant I et distinct de I, car & =0+ a - 1 appartient & T 4 aA.
On a donec I+ aA = A,

Supposons réciproquement que cette propriété est vérifide. Si J est
un idéal de A contenant I et distinct de I, on considére @ € J\ 1. Alors
J contient T + ¢A = A donc J = A et T est maximal.

2. Soit I un idéal maximal, o et b deux éléments qui ne sont pas dans
I CommeI+aA=Ailexistece Aeticltelque !l =i+ ae. Onen
déduit b= bi + abe. Siabe 1, alors abc € T et comme bi € 1, b e I, Clest
faux done ab ¢ I et T est premier.

3. Si A =17, les idéaux pZ, avec p premier, sont premiers. En effet,
si a et b sont deux entiers tels que p divise ab, p divise ¢ ou b. Ce sont les
senls idéaux premiers, car si n est entier naturel non premier, 1} existe
des entiers n; et ns strictement supérieurs a 1 tels que n = nins. Alors
n1 et ng n'appartiennent pas & nZ et ninz € nZ, donc nZ nest pas
premier,

Notons que les idéaux pZ, avec p premier, sont aussi maximaux. En
effet si a¢ pZ, a est premier avec p, donc aZ + pZ = pged(a, p)Z = Z.

4. » La fonction ldgr appartient & I. Montrons que I est principal,
engendré par Idg. Si f est de classe C* sur R et s’annule en 0, la fonction
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y définie par g{z) = f(xi) pour z # 0 et g(0) = f/(0) est de classe C*°
(Lhéoréme de division). Ce théoréme a été démontré dans le tome 1
(analyse (exercice 4.37). Rappelons-en rapidement une démonstration,

Pour z # 0, le changement de variable ¢ = uz donne

X 1
fla) :fo ftde= a:j: f'(ux) du et done g(z) = ‘[0 f(uz) du,

[ortnule qui reste vraie pour z = 0. La fonction h : (z,u) — f'(zu) est
e

incléfiniment dérivables par rapport & z et les dérivées partielles Fwll
(1) —— uF fE*FU{zy) sont continues sur R x [0, 1]. On en déduit que
¢ est de classe C*°.

Enfin, f = gldg et I = Idg A.

o L'idéal I est maximal car si f appartient & A\Iet g € A, on

- Q) g(0) .

n f(0 0, donc on peut écrire g = ( i) ) + Z—Lf; ainsi

uppartient & 14+ fA. D’aprés la question 2, I est ¢ fortiort premier.

5. e Il est clair que J est un sous-groupe additif de A. Si f € J et
¢ € A, la formule de Leibniz montre que fg a toutes ses dérivées nulles
en 0. Elle est done dans J : c’est un idéal de A,

« Montrons que J n'est pas principal en raisonnant par I’absurde. Soit
Jtelque J = fA. Comme f(0) = 0, il existe g dans A telle que f =Idgrg.

1

l.a démonstration de la question 4 montre que g{z) = fo f'{uz) du, pour
1

tont réel z et donc que gl (z) = [0 ub f+1) () du, pour tout (k, )

de N x R. On a. en particulier g*)(0) = fOL ub fH1(0)du = 0. Ainsi
g € Jetil existe h € A telle que g — fh = Idg gh. Montrons que
¢ ne s'annule qu'en 0. 1l est classique que la fonction ¢ déflilie sur R
"= sz #0
0 st z=0
aanmle qu’en 0, il en est de méme de f et donc de g, On obtient denc
| = zh(z) pour tout z # 0. En faisant tendre z vers 0, on obtient une
eoutradiction. Donc J n’est pas principal.

o L'idéal J n'est pas maximal car il est contenu strictement dans I,

s Montrons que J est premier. Soit f et g deux éléments de A\ J.
Notons n = inf{k € N, f*)(0) # 0} et p = inf{k € N,¢g™(0) # 0}.
[Vaprés la formule de Leibniz, on a

par @{z) = appartient & J. Comme ¢ € fA et ne

n+p

(fg)(nﬂ)) (0) = Z Cﬁ,l_pf("’)(o)g(”“’“k) (0) = f(") (D)g(”) (0) # 0,
k=0

stk <n fE0)=0etsik>n, n+p—k<pet gt R0} = 0.
Ainsi fg n’appartient pas &4 J. <
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Un anneau principel est un anneou integre dont tout idéal est princi-
pal; nous savons, en particulier, que les anneaux Z et K[X], ot K est un
corps, sont principour. Les exercices suivants sont des éludes de princi-
polité,

3.8. Anneau des nombres décimanx

Soit D I'annean des nombres décimaux :
D={ze€Q IneZ z-10" € Z}.

Montrer que D est principal.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

Il est évident que D est un sous-anneau de §. Remarquons que les
dléments de D sont les nombres rationnels dont le dénominateur possede
comme seuls diviseurs premiers 2 et 5. Tout élément non nul z de D
s'écrit done de manigre unique z = 2957y, avec p € Z premier avec 10
et o et [ dans Z.

La démonstration de la principalité de D sera calquée sur celle de Z.
On considére un idéal non nul I de D {car I'idéal nul est évidemment
principal). Si, avec les notations précédentes, 2 = 2°5%p est un élément
non nul de I. alors » = 277578 est un élément de 1. car 2577 appar-
tient & D. Ainsi |p| appartient &4 N* N1 Cet ensemble est une partie non
vide de N*, qui posséde un plus petit élément e. On a clairement eD C I
Réciproquement, si z = 2°5Pp appartient 1, il en est de méme de ’en-
tier p. On divise p par a : p = ag+7. On obtient que r — p—ag € INN*,
avec ( € r < a. De la définition de a. on déduit que r =0, que p = ag et
donc que z = a(g2%5%). Cect montre que I C aD et donc que I = aD. <

Le lecteur pourra monirer de lo méme maniére gue tout sous-anneau
de Q esf principal.

3.9. Anneau Z[X]

1. L'anneau Z[X] est-il principal ?
2. Soit A un annean commutatif. A quelle condition A[X] est-il
principal ?
(Ecole normale supérieure)
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t- Solution.

1. Pour montrer la non-principalité, il suifit d’exhiber un idéal non
principal. CPest le cas de I’idéal T engendré par 2 et X. En effet, supposons
qi'il existe P € Z[X] tel que I = (P). Comme 2 € 1, P doit étre constant
ot diviser 2. Donc P = 41 ou P = 42, Mais comme 2 ne divise pas X
dans Z{X], on a P = £1. Lidéal T = (2} + (X) contient alors 1, et on peut
ferire 1 = 2U 4+ XV, avec U et V dans Z[X]. On obtient, en considérant
tes valeurs en {} des polyndmes, 1 = 2U(0), ce qui est absurde, puisque
1) € Z.

2. Nous savons que si A est un corps, A[X] est principal. Montrons
st ¢’est une condition nécessaire. On raisonne par contraposition, en
mipposant gue A n'est pas un corps. Il posséde donc un élément non
inversible a. Comme dans la premigre guestion, on consideére I'idéal en-
pendré par a et X. Supposant qu’il est principal, on trouve de nou-
ven qwil est engendré par 'élément unité de A, que celui-ci s’éerit
[ =aU+XV et quenfin 1 = oU(0Q), ce qui contredit la non-inversibilité
e a.

Conclusion. A[X] est principal si et seulement si A est un corps. <

Liarithmétique de Danneou Z[X] est toul de méme assez simple car
i est factoriel, c’est-a-dire qu'un élément non nul se décompose de
maniére essentiellement unique en un produit d'irréductibles (d’aprés un
théoréme général de Gauss qui affirme que st A est un anneau factoriel,
AX] Vest aussi). Pour lo définition précise dun annecu foctoriel voir
["uzercice suivant, gui démontre gue tout anneau principal est factoriel.

3.10. Anneaux factoriels

Soit A un anneau intégre. Un élément p € A* est dit irréductible
"1l n’est pas inversible et si, pour toute écriture p = uv, avec u et v
dans A, on a u ou v inversible. Si (a,b) € A%, a et b sont dits associés
sia s'éerit a = ub, avee u inversible. «Etre associés» est une relation
d’équivalence sur A.

A est dit factoriel sitout ¢ € A peut s'éerire a = up7* ... por
avec u inversible les p; irréductibles deux & deux non associés, et
les a; € N*. De plus cette écriture est unique an sens suivant : si
a = vqf ! :..qfs avec v inversible, les ¢; wréductibles deux & deux
non associés, les 3, € N*, on a r = s ef quitte & renuméroter les g;,
p; eb g; sont associés et o; = G pour tout 1 <4< r.

Montrer qu'un anneau principal est factoriel.

(Ecole normale supérieure)
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> Solution.

¢ Existence de 'écriture : dans 7, I'existence de la décomposition de n
s'obtient par récurrence sur n, dans K[X] ol K est un corps commutatif,
la décomposition de P s’obtient par récurrence sur deg P. Dans notre cas
de figure, une démonstration par récurrence s’avére impossible car on ne
voit pas sur quel entier elle se ferait. On va raisonner par 'absurde et
supposer qu’il existe @ € A* qui n’admet pas une telle décomposition.
Alors o n'est ni inversible, ni irréductible et par conséquent, il s'écrit
6 = uv avec u et v dans A* non inversibles. Si v et v admettaient
une décomposition, le produit & = uv en admettrait une aussi, ce qui
est exclu par hypothése, Supposons par exemple que u n’admet pas de
décomposition. On pose a; = u. On a donc trouvé g n'admettant de
décomposition, divisant o et non associé & ¢ puisque v est non inversible,

En réitérant ce raisonnement, on construit une suite (o, )nen, avec
ap = @ el pour tout n € N, ¢, divise a,, n’est pas associé a a, et
n’admet pas de décomposition.

Considérons les idéaux 1, = ¢, A pour tout n € N. Comme apyq
divise a,,, I, C I,41. L'inégalité est stricte. En effet, si elle ne Pétait pas,
on aurait a,|on41 et il existerait u et v dans A tels que a, = ug, 1 et
Gpyl = UGy Malis alors a,, = uva,, et comme a, est non nul et A intégre,
uv = 1. Il en résulterait que u serait inversible et a,, et 0,4 associés, ce
qui est exclu.

Considérons I = U 1,.. Montrons que I est un idéal. 1I est non vide,

nel
Soit o € A et (x,y) € I Nl existe (n,p) € N®tel que z € I, et y € I,. On
pose m = max{n,p}. Alors x et y sont dans I, puisque la suite (I,,),en
est croissante. On adonczx +y€l, Cletaxr el,, CL

Comme A est un anneau principal, il existe done b € I tel que I = bA.
Par définition de I, il existe ng € N tel gue b € I,,. Mais alors sin > ng,
ona

DA C1,, CL, C1=bA

et la suite (Iy)new est stationnaire & partir du rang ng, ce qui contre-
dit sa stricte croissante. L’hypothése absurde était donc l'existence de
a indécomposable. On en déduit qu’il existe pour tout @ € A* une
décomposition en produit d'irréductibles’.

* Prouvons maintenant 'unicité de *écriture. Soit a € A*. On sup-
pose que ’on a deux écritures :

3
a=upt...pir =gyt gl

1. Notons gue la preuve demeure valide si A a la propriété que toute suite crois-
sante d’idéaux est stationnaire. Un anneau intégre vérifiant cetie propriété est dit
noethérien.
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avee w et v inversibles, les p; irréductibles deux & deux non associés, les
(t; rréductibles deux & deux non associés, les o; et 3; dans N*, Montrons
par récurrence sur o + -+ ++ @, que r = § et que, quitte & renuméroter
les g7, on & p; et g; associés et a; = 3 pour tout 1 <4 < .

S o+ +a = 0, r = 0, a est inversible donc
nécessairement s = 0 (si s 2 1, ¢ serait alors inversible),

* Supposons ay + -+, = 1. Alors p, divise a. Démontrons
l lemme suivant qui peut encore s’appeler lemme d'Euclide :

Lemme. Soit p érréductible divisant la produit ob avec o et b dans A.
Alors p divise o ou p divise b.

Démonstration.

Considérons I'idéal engendré par pet b : I = pA + bA. Comme A est
principal, il existe ¢ € A tel que I = cA, Puisque p est dans 1, ¢ divise p.
Done c est inversible ou ¢ est associé & p puisque p est, irréductible. Dans
le premier cas, I = A et 1 s’écrit 1 = up + vb avec (u,v) € A% Donc
i = upa -+ vab et comme p divise ab, il divise a.

Dans le second cas, ¢ associé & p, 1 = cA = pA et comme b C L, p
divise b. Le lemme est prouvé.

Comme p, est irréductible, diviseur de a = vl ... g% d'aprés le

lernme d'Euclide étendu par récurrence & un nombre guelcongue de fac-
tears, il divise 'un des facteurs. Il ne peut diviser v puisque sinon, p,
sevail inversible. IL divise done I'un des ¢;. Comme g; est irréductible, g,
¢l pr sont Nécessairement associés. Quitte 4 les numéroter et & changer
# en un autre inversible, on peut supposer ¢, = p,.. On divise alors a par
e 11 vient

a o Coro1_orp—1 51 Ba_1 -1

— =upy T =g g

T

Si ar — 1 > 0, le raisonnement précédent prouve que, puisque p,

divise —, il divise l'uu des ¢;. Comme les g, sont non associés deux i

Py

iloux, p, divise nécessairement le facteur p?s~! = g%~ et en particulier
1} =1 > 0. On est en droit d’appliquer I'hypothése de récurrence & 2.

Pr
onh ar = s et quitte & renuméroter les g;, p; et g; sont associés et a; = &
pour 4 < 7, o, —1 = 3, — 1 ¢e qui donne bien o, = G,.

Si a, — 1 = 0, alors nécessairement 8, — 1 = 0. En eflet, dans le

. . : Xy Tyl 1 3
a8 cohtraire g, = p, diviserait up(®...p,. 7" et donc d’aprés le lemme
d'[uclide, il diviserait 'un des p; avec ¢ < r ce qui est impossible puisque
les p; sont deux & deux non associés. On applique alors ’hypothése de

récurrence & N P
— Y 1 ﬁ1 a—1
o =upyt.op ] =vay g

T
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et on obtient : r — 1 = s — 1; quitte & renuméroter les ¢;, »; et ¢
sont associés et a; = §3; pour ¢ < r. Comme on avait déja p. = ¢, et
ar =1 = 3., l'unicité de la décomposition est prouvée.

Conclusion, Un anneau principal est factoriel. <

Lexercice suivant rappelle la définition dun anneauw euclidien,
montre qu'un ennegu euclidien est principel et s’intéresse qur onneawr
euclidiens dans lesquels lo division euclidienne est unique.

3.11. Anneaux euclidiens

A étant un anneau intégre, on dit que A est euclidien lorsqu’il
existe une application ¢ : A\{0} — N telle que, pour a € A et
bc A\ {0}. il existe (g,7) € A? tel que

a=bgt+r et r=0 ou o{r) <@(b). ()

1. Donner des exemples d'anneaux euclidiens.

2. Montrer quun anneau euclidien est principal,

3. On suppose de plus que A n'est pas un corps et que, pour
tout @ et b le couple (g.r) défini par () est unique. Montrer que A
est isomorphe & l'anneau des polyndmes sur un certain corps.

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

1. ® On peut prendre A = Z et ¢ : x — |z|. En effet, soit ¢ € Z,
b € Z\{0}. Si ¢ et r désignent respectivement le quotient et le reste de
la division euclidienue de a par [, on a bien

a=beg+r et r=00u0<r<|b,

avec [b] = eb et £ — £1.

e L'autre exemple du cours est K[X] o1 K est un corps commutatif :
la division euclidienne donne le couple g et v et pour I'application o, il
suffit de prendre la fonction degré.

o L'exercice 3.12 montre que l'anneau Z[i] des entiers de Gauss est
euclidien.

2. Soit A un anneaun euclidien. Par définition, A est integre. Consi-
dérons un idéal 1 de A et montrons que I est principal. C'est clair si I
est nul. Si T # {0}, considérons I’ensemble F = {y{a) € N,a € [, a # 0}.
C’est une partie non vide de N, qui admet. donc un plus petit élément.
11 existe done un élément ap non nul de I tel que w(ap) = minF. On a,
bien entendu, agA C 1.
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Réciproguement, si a € I, il existe (¢,7)} € A® tel que a = gag+r avec
r =0 ou (r) < glag). On en déduit que = a — apg est dans I, puisque
| est un idéal. Si 7 n’est pas nul, on obtient ¢(r) < @(ag) = minF, ce
«ui est impossible. On a donc nécessairement r = 0 et a = agg € agA.
On conclut que I = goA : I'idéal 1 est principal.

On note que les exemples d’annesur principaux les plus tmportants
i cours sont des anneaur euclidiens. [[ est assez difficile d’exhiber des
anneaus principeur non euclidiens mais cela existe”.

3. 1l s’agit de sortir de notre chapeau le corps K dont A serait 'an-
neau des polyndémes. Or, dans K[X], le corps K est composé de 0 et des
éléments de degré minimal (& savoir 0). Cela nous donne une piste pour
dcfinir K : il serait constitué, outre 0. des éléments 2 non nuls de A, pour
fesquels @(x) est minimal.

e Avant d’entrer dans le détail, nous allons introduire plusieurs nota-
lions et faire quelques remarques simples. A* désigne comme d’habitude
A% {0} et A* Iensemnble des éléments inversibles de A. Deux éléments
w ct b de A sont dits associés il existe u inversible dans A tel que
n = bu (Btre associés est une relation d’équivalence). Enfin, si dans A,
a=bg+71avec b 0,7 =0ou () < @b}, on dira qu'il s'agit d'une
division euclidienne de @ par b. Par hypothése, une division de a par b
et unique.

lomme. Sia et b appartiennent & A et i alb, alors p(a) < @(b).
Sia et b sont ussociés dans A*, p(a) = p(b).

Démonstration. En effet, si a|b et si p(a) > (b}, on a deux divisions

eaclidiennes de bpar a : b =axc+0et b =ax0+b ohic = g

en qui est contraire 3 I'hypothese. 5i g et b sont associés, on a alb et
Ma, d'on résultent les relations p(a) € (b} et o(b) € w(a) et 1'égalité
ninoneée,

e Pour tout a € A*, 1 divise a; on a done (1) € ¢(a). 1l s’ensuit
e Mg = ip(1) = min . Puisque 1 est associé & tout inversible de A, on
ubtient

A" Cl{z e A", p(z) = mq}

{reiprogquement, si x € A” et p{x} = My, T est inversible. En effet, il
existe g et r dans A tels que 1 = xy 4 1 avee r = 0 ou (1) < @(x).
Comme p(z} = mp = miny, cette seconde condition est impossible, et
mral=gyetxe A”. On conclut:

A ={a e A", p(z) = mo}

+. PERRIN {D.), Cours d’algébre, Ellipses, 1996, p. 53-54.
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e Tout nous pousse d poser K = A% U {0}, Montrons que K est in
corps comumtatif.
* Comme K™ = A™, nous savons déja que (K*, x) est un groupe
commmutatif.
Montrons que K est vun sous-anneau de A.
* K* ¢t donc K sont stables par multiplication.
*»leKetsiae K, alors —a € K.
* Il reste A montrer Ia stabilité par addition. Soil ¢ et b dans K.
Sia ou b est nul, il est clair que ¢ + b est dans K, Supposons a #£ 0 et
b # 0. Ltant douné que @ + b = ol + a " 1h) et que K est stable par
nnltiplication, il suffit de prouver le résultat suivant : si v € K*, alors
1+ue K.
Ralsonhons par Uabsurde et supposons que 1 +u ¢ K. Alors, 1 4
est non mul, (14 u) > mo = (1) = w(—u"') et on pewut écrive

T={14u) <041, mais aussi 1 = (I +a) xu™" +(—u"").

On a done deux divisions euclidiennes de 1 par T4, ce qui est contrairve
4 I'hypothose.

Etablissons un bilan provisoire : K est corps comuutatil, sous-anncan
de A. Comime A n'est par un corps, K C A.

e Dans K[X], X est un polyndme de degré 1, i.e. de degré minimal
parmi les polynomes non constant+. 1 est done naturel de considérer ici

un élément de A\ K, ot ¢ est minimale. Llentier my = mi{‘; wlx) est
e ANVK

bicn définl (car A\K #£ @) et it existe Xg € AVK tel que ¢(Xy) = my.
Introduisons la fonction

KIX] — A
L P — DXy

H s’agit d’'un morphisme de K-algéhres. Montrons que ¥ est un isomor-
phisine.
s Prouvons Uinjectivité de W @ mountrons par récurrence sur € N,

que si degl < n et P(Xy) =0, alors P = 0.

+ Cext bon 81 P =0 ou deg P =0 (car alors P(Xg) =P € K).

* Supposolls 1 = 1 et la propriété vrale jusqu'au rang rn — 1. Soit
P € K[X] tel que P(Xg) = 0. En écrivant P = @, X" 4 4 a; X 4 ag, on
obtient

0= P(XU) = ((Lnxg_l + -+ (Ifl)X(] + ag

Ou reconnait 1a une division euclidienne de 0 par X, En effot soit ag = 0.
s0it ap € AT ek wlan) = my < (Xp) = m Puisque 8 =0 x Xp 4 0, on
obtient par unicité ap = 0 et Q(Xp) = 0 avee Q = w,, X" 7'+ - 4 ay.
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Cenipe deg € e — 1. par M'hypothese de réeurrence, on obtient @ = 0.
Il +u résulte que P = Q.

» La surjectivité cst plus délicate. On vent ruontrer que les éléments
de A sont dans K{Xo] = Tin¥. Clest vrai pour les ¢léments & € A*
teis que @(z) = my ¢ ils sont dans K. On va tenter une récurrence sur
v L)y que I'on pourrait diminuer par une division euclidienne par Xg.
Plus précisément, montrons par récwrrence sur n € W que st x € A et
Cle) € on, alors @ € K[Xql.

(Test, vrai sl o < my.

Supposons n > 1y, et la propriété vérifice jusqu’a lemtier n — 1.
renons # € A" avee () < n. On peat supposer w(x) > mp d.e
v if K. Divisons x par Xp : il existe g et v dans A tcls que v = Xgq + 7
amee o= 0 on @(r) < ¢(Xg). Par conségquent. r appartient & K. Pour
montrer que r est dans K[X], il suffit de niontrer gue g est. dans K[Xp].
IYaprés 'hypothese de récurrence, clest vrai st o(¢) <n —1. Or, on a
1 X0q) = plr—-r). Puisque () < n, Vinégalité o{q) < n— 1 va résulter
des devx indgalités sutvantes @ @{n —r) = p(2) et p(g) < p(Xopq) (ce qui
il le cas lorsque o est ta fonction degré dans K[X]). On les déduit de
denx lemnmes.

Lewome. Six f K et a € K, alors (i + a) = ().

Démonstration. Crest évident si o = 0. Sinon, a est inversibile, @ + 2 est
awocic a l+a Tz et r aa 'z Ou en deéduit que

plata) — ol +aa) et pla '7) = o).

(1 pent donc se ramener & montrer que si u ¢ K, alors (1 +u) = p(u).
On remarque que 14w n'est pas dans K| sinon u y serait (K est un corps
et contient 1). Ona done 1471 # 0 et

I=(14u)xl—u=_1+u)x041.

Comme (1 4+u) > (1), on a nécessairement, par unicité de la division,
vlu) 2 (1 4+ u). En remplacant w par —(1 4 %), qui lui aussi w'est pas
s K, on obtient de meme o —(1 + )} 2 {1 ~ {1 +«)). On a donc
ltu) = o{—(1+u) 2 p(—u) = @(u). On conclut que ¢(1+u) = @{u).
¢ lemme est prouve. §

Lomume. 56 # 0, p(eXp) > @(x).

lémonstration. Raisonnons par 'absurde et supposons o{xXg) < ().
Coname x divise #Xo, on a w(zXy) 2 o(r) et done p(zXy) = @le).
IMvisons x par Xgx @ il existe g et v dans A tels que

r=aXog+r ot r=0ou (< (zXy = rh
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On remarque que z divise r, ce qui implique, si 7 # 0, que @(z) < (7).
Cette inégalité n’est pas vérifiée. On a donc r = 0. On obtient alors
x = rXpy et, par intégrité, 1 = Xpg, ce qui montre que Xg est inversible,
donc dans K. Clest faux, par hypotheése. {

Résumons : (g} < ¢(Xog) = () et done ¢(g) < n — 1. D’aprés
I’hypothese de récurrence, g € K[Xg] et finalement z € K[Xg]. <

Conclusion. L'anneau A = I{[Xg] est isomorphe & Fauneau des po-
lynomes K[X].

On retiendra des exercices précédents la chaine d’implications : pour
un annear commutalif et intégre A,

A euclidien => A principal = A factoriel,

Nous atlons, dans les deuz exercices qui suivent, nous intéresser aug
enticrs de Gouss, eremple historiguement important, qui donne le coup
d’enyoi de lo théorie algébrigue des nombres. Le premier démonire gue
Zji] est euclidien (donc principal et factoriel), ce qui conduit 4 une
arithmétique proche de celle de Z. Le lecteur qura intérét. avant de Uabor-
der, & affermir ses connaissances sur les anneaux factoriels en traitant
Dezercice 3.10.

3.12. Anneau des entiers de Gauss (1)

On considére 'annean Zji] = {u +iv € C, (u,v) € Z*} et l'ap-
plication ¢ : a € Z[/] — 0T € N,

1. Déterminer le groupe multiplicatif des éléments inversibles
de Z[4].

2. Montrer que Z[i] est euclidien pour @, c’est-a-dire que pour
tout (a,b) € Zli] x Z[i]*, il existe (g,7) € Z[i]* tel que a = bg + 1
avec {r) < @(b).

3. En déduire que Z[i] est factoriel.

4, Montrer que si (a) est premier, alors o est irréductible
dans Z[#].

5. Soit p un unombre premier. Montrer 1'équivalence entre les
propriétés sujvantes :

(¢) p est irréductible dans Z[i] ;
(i) p =3 (mod 4);
(iii) il n’existe pas a € Z[i] tel que p = @(a).

Ou admettra que —1 est un carré dans Z/pZ si et seulement. si p
n’est pas congru a 3 modulo 4.

6. En déduire tous les irréductibles de Z[4].

(Ecole normale supérieure)
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I - Solution.

1. Soit a un élément inversible de Z[]. Il existe & dans Zl[z| tel
(ne ab = 1. Comme ¢ est multiplicative, il vient @(a)p(h) = 1. L'en-
Licr naturel p(a) est inversible dans Z et donc égal & 1. Réciproquement
m p(a) =1, alors @@ = 1 et @, qui appartient & Zi], est I'inverse de a.

Un élément a € Z[i] est donc inversible si et seulement si p(a) = 1.
lin posant @ = u + iv. avec (u,v) € Z2, on obtient u? +v* = 1. Les
¢léments inversibles de Z[é] sont donc 1, —1,4 et —i : il s’agit du groupe
ilos racines quatrieme de Punité.

2. Soit (a,b) € Z[i] x Z[#]*. Considérons le nombre complexe % qui

Woerit - o= z + iy, avec (z,y) € R2, u (resp. v) l'entier le plus proche

dle x (resp. y) et posons ¢ = u + tv.
On a alors

a 2

P 2 (1), (1)
5 ¢ =(u—x)+{v—y" < (E) + (5) <1
On en déduit |a—bg|? < [b|?. Posons r = a—bq; a, b, g appartenant & Z[¢],
r appartient également & Zi] et on a |r)* < |b|?, c’est-a-dire (r) < (b).

Nous avons déterminé (g, 7) € Z[i]? tel que a = bg+7 et p(r) < @(b).

Conclusion. T’anneau Z[i] est un anneau euvclidien.

3. D’apres lexercice 3.11, Z[i] est un anneau principal et d’aprés
I'"oxercice 3.10. i} est alors factoriel,

4. Soit @ € Z[f] tel que w{a)} soit premier. Supposons que @ s'écrive
@ = be. avec b et ¢ dans Z[3]. On a alors p(a) = p(b)p(c). L’entier p(a)
lant premier, on en déduit que () = 1 ou ¢(c) = 1, c'est-a-dire que b
oie ¢ est inversible. Donc a est irréductible.

5. Supposons () et montrons (i) en raisonnant par 'absurde. Si
p west pas congru & 3 modulo 4, alors —1 est un carré dans Z/pZ et
il existe z € Z tel que —1 = z? (mod p). On obtient alors que p divise

*4+1 = (z+i}(z—1) dans Z et donc dans Z[i]. Pujsque p est irréductible,

I . | . . . . N
il divise z + i ou x — i. Mais ceci est impossible, car ni = + = ni = — -
P P r r

ne sont des éléments de Z[i].

Supposons (4) et montrons (#41), toujours par 'absurde. Si p = ¢(a).
wlors p = u? 4 1%, olt © et v sont deux entiers tels que o = u + iv. Mais
nu carré étant toujours congru 8 0 ou 1 {mod 4), p ne peut étre congru
aa 0,1 on 2 (mod 4), ce qui contredit {iz).

Supposons (iif) et démontrons (i). Soit a et b dans Z[i] tels que
p = ab. On a p? = ©(p) = p(a)ye(d). Sini a, ni b ne sont inversibles,
o a w(a) et p(b) différents de 1. On obtient, puisque p est premier,
¢(a) = p(b) = p, ce qui contredit I’hypothese. On conclut que a ou b est
inversible : p est irréductible.



100 CHAPITRE 3. ANNEAUX ET CORPS

6. D’aprés les questions précédentes, les entiers premiers congrus &
3 modulo 4 et les éléments a de Z[i] tels que @{a) soit prermier sont
irréductibles. Montrons que ce sont les seuls, & multiplication par un
inversible prés.

Soit @ un élément irréductible de Z[i]. On remarque que a divise
w{a) > 1. L'entier w{a) est un produit d’entiers premiers. Puisque a est
irréductible, il divise (dans Z[i]) un de ces entiers premiers, p. 1l existe
b e ZJi] tel que p = ab et donc p? = (a)e(b). Si b est inversible, a
est associé & p et nécessairement p est congru a4 3 modulo 4, d’aprés
la question 5. Sinon, on a, puisque {a) > 1, p(a) = p et a est un
irréductible du type étudié dans la question 4. <

On remarque que la condition (iii) de la gquestion 5 de lexercice
équivaut & dire que p n'est pas somme de deux carrés. On obtient donc
qu'un entier premier est somme de deux carrés st et seulement s’il nest
pas congru & 3 modulo 4. On trouvera dans le chapitre 4 (arithmétique)
deux aulres prevves de ce résultat (cf. 4.34 et 4.35).

Lexercice 3.13, qui étudie certaines sommes d’entiers de Gauss, sup-
pose connus les résultats de Uexercice 3.12.

3.13. Anneau des entiers de Gauss (2)

Y. dt,
a€Z[i]
aa=n
1. Montrer que s, € Z et que, si k n’est pas un multiple de 4,
on a s, = 0.
2. Calculer s5, 813 et sg5 pour k = 4. (Que constate t-on?
3. Généraliser le résultat de la question précédente.

(Eco]e normale supérieure)

e el

Soit k € N* et n € N. On pose s, =

> Solution.

1. Sin =0, alors s, = 0 pour tout k. Dans la suite, nous supposerons
donc n # 0.

Comme dans l'exercice précédent, on note, pour a € Z[i], ¢{a) = aa.
On rappelle que deux éléments a et b de Z[¢] sont associés 'l existe ¢,
élément inversible de Z[i], tel que b = ac et que la relation «étre as-
sociés» est une relation d’équivalence. Il a été démontré dans I’exercice
précédent, que les inversibles de Z[i] sont les éléments a tels que p(a) =1,
c'est-d~dire —1,1,4,—i. Si a est non nul, la classe de a contient donc
quatre éléments distincts a, —a, ia, -ia.

On remarque que si a et b sont associés, alors (a) = ¢(b). L’en-
semble des éléments a de Z[i] tels que @(a) = n se compose donc
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('une réunion de clasgses d’équivalence (pour la relation «étre associésy»)
wi,ws,...,wg. On choisit, pour tout j € [1,4], a; € w;. On ob-

tient alors 3. o* = a¥(1* + (—1)*¥ + ¥ + (—)*). La valeur de la somme
atw;

iy = 1¥ 4+ (—1)* 4+ ¢% 4 (—i)* ne dépend que du reste de k modulo 4.
On trouve ug = 4, w1 = uz = us = 0. On en déduit que si k n’est pas
divisible par 4, on a, pour tout j € [1,£], ¥ a* =0 et donc s, = 0.
aCw;
¢
Si k est divisible par 4, alors 3 o =4a%, s, = Y a¥ et done
acw; i=1

sn, € Z[i). Par ailleurs, de I’égalité (@) = () pour tout e € Zi], on

déduit que
E:% > a’“:}l 3 @t =s,.
wla)y=n w(@)=n

Ceci montre que la partie imaginaire de s, est nulle et donc que s,, € Z.

2. Pour calculer s,,, on détermine les solutions dans Z de u% +v? = n.
Pour les valeurs données de n, c’est aisé : on consideére les entiers u tels
que u? € n et on cherche ceux pour lesquels  — u? est un carré parfait.

Pour n = 5, on trouve {|ul, |v{} = {1,2}. Les éléments a de Z[i] tels
que @la) = 5 sont £1+ 24 et +2 + 4. Il y en a huit qui se répartissent
cn deux classes : 2 + ¢ et ses associés, 2 — ¢ et les siens. La question
précédente montre que

s5= 2+ 2 -*=(3+40)° + (3—4)% = —14.

De méme, pour n = 13, on trouve {|u|, lv|} = {3,2}. Les éléments a
de Z{i] tels que p(a) = 5 sont +3 + 2i et +2 + 34. On en déduit

si3 = (3+20) + (3—20)* = (5+120)% + (5 — 120)? = —238.

Dans le cas n = 65, on trouve {|u|, |v|[} = {1,8} ou {4,7}. Il y a seize
¢léments o de Z[3] tels que ¢(a) = 65. Ils forment quatre classes, celles
de 8+, 8—4, 7+ 4i et 7 — 44. On obtient donc

se5 = (8+4)* + (8 — ) + (7 +4)* + (7 — 40)*
= (63 + 160)° + (63 — 164)” + (33 + 564)% + (33 — 56¢)?
= 2(63% — 16 + 33 — 56%) = 3332.

On remarque que (~14)(—238) = 3332, c’est-a-dire que

55513 = 8g5 |

Essayons d’expliquer ce résultat. [)’aprés l'exercice précédent, Zi]
est un anneau factoriel et @ est irréductible dés que p(a) est un entier
|remier.
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Considérons a € Z[i] tel que y(a) = 65. On peut écrire
0 =65 = 13 x 5 = 13(2+4)(2 — i).

On en déduit que 2 +i divise az et donc, 2+1 étant irréductible puisque
5 est premier, que 2 + ¢ divise ¢ ou @. Il existe donc b € Z[i] tel que
a = (2-+14)b oud = (2+1)b Dans le second cas, on a a = (2 — i)b.
Remarquons que

@) % _ s
e(2+i) 5

dans le premier cas et de méme ¢(b) = 13, dans le second. Ainsi, nous
avons démontré que tout e € Zli] tel que o(a) = 65 s'éerit a = be avec
@w(b) = 13 et p(c) = 5. De plus, b et ¢ sont irréductibles, car 5 et 13
sont premiers. Réciproquement, tout ¢ € Z[i] qui s'écrit o = be avec
@w(b) = 13 et p(c) = 5 vérifie ¢(a) = 65. Une telle écriture de o en
produits de facteurs irréductibles est unique, 4 multiplication par des
inversibles prés. On peut donc écrire a de quatre manitres différentes
sous la forme @ = be avec p(h) = 13 et @(c) = 5. Si (b,¢) est un couple
solution, les autres sont (—b, —c), (ib, —ic) et (—ib, ic).
De tout cela on déduit que, pour tout k € N,

1 1 1
85813 = ¢ oy Ck:E > (bc)k=164 3 aF = s

pby=5  ©(c)=13 ;f((‘s);fa w(a)=65

pl(b) =

3. Montrons, plus généralement que, si m et n sont premiers entre
eUX, ON & Smp = SmSy. Il faut démontrer, comme précédemment, que
si @ € Zli] vérifie p(a) = mn, alors il existe (b,¢) € (Zl])* tel que
a = be, p(b) = m et w(c) = n et que de plus, & ¢ correspondent quatre
telles décompositions e = be, b pouvant étre multiplié par un inversible
quelconque. Le résultat s'obtient a partir de la décomposition de a en
facteurs irréductibles.

[Yaprés Pexercice précédent les irréductibles de Z[i] sont les entiers
premiers congrus a4 3 (mod 4) et les éléments a tels que ¢(a) soit un
entier premier (non congru & 3 (mod 4)). La décomposition de e en
facteurs irréductibles peut s’écrire

azsﬁpf" f[a?j,
i=1 =1

oll € est inversible, r et s sont des entiers naturels, p1,...,p des en-
tiers premiers congrus & 3 (mod 4), a1,...,a, sont des éléments de Z[3]
tels que ¢(a1),...,y(as) soient des entiers premiers, non congrus & 3
(mod 4), c1,...,ar, Bi,...,8s des entiers naturels non nuls. On en
déduit que
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T a
mn = ¢(a) = [[ 5™ [] e(a;)>.
=1 =1

{)n observe que cette écriture est la décomposition de mn en facteurs
premiers. Les entiers m et n étant premiers entre eux, ils n’ont aucun
diviseur premier commun. Quitte & renuméroter les irréductibles qui di-
visent a, on peut supposer qu'il existe des entiers naturels 7' et s’ tels
quer’ <r, 8 <set

v’ s’ r 5
m =T [T ey e n= [[ o} JI ole))®.
i=1 de1

=r'+1 J=s'4+1

51 b et ¢ sont deux éléments de Z[i] tels que @ = be, m = p(b) et n = ¢(c),
it résulte du calcul de p(a) & partir de a et de expression de m et n,
que les irréductibles qui divisent & sont p;,...,p et @1,...,as et que
voux qui divisent ¢ sont pry,. .., Pr €6 Gargl, ..., 6. Puisque a = be, il
existe €' inversible tel que

bzs’ﬁpf‘ﬁaﬁ?’ et c=¢e(e)! f[ Py f-[ afj.

de=1 j=1 d=r 41 j=st+1

[l est clair que b et ¢ ainsi définis ont toutes les propriétés voulues.

On obtient donc, pour tout a tel que ¢(a) = mn, quatre décompo-
sitions sous la forme ¢ = be, avec m = ¢(b) et n = ¢(c), correspondant
aux quatre valeurs de £, De la méme manitre que dans la question
précédente, on conclut que 8,8, = Smp. <

Une écriture d’un entier n sous la forme n = @(a) correspond
(bijectivement) & une décomposition de n en somme de deur carrés
o= u? +v% ouu et v sont deux entiers tels que @ = u + iv. Pour
lout entier n > 1, notons r(n) le nombre de couples (u,v) € Z* tels
que n = u? + v%, clest-a-dire le nombre d'éléments a de Z[i] tels que
w(a) = n. La derniére question de Uexercice montre que si m et n sont
premiers entre euz, on a r(m)r(n) = 4r(mn). Si on pose §(n) = T%Ll,
on obtient 8(mn) = d(m)d(n) : la fonction & est donc multiplicative.
Pour guelgues remargues sur les fonctions arithmétigues multiplicatives,
on se reportera aur evercices 4.28 ¢ 4.33 du chapitre 4 {arithmétique).

Llexercice suivant étudie un anneau dont les éléments sont de la
Jorme P + £Q, ot ¢ vérifie =2 = X2 — 1. On rapprochera cet anneau
de Uanneau Z[i), obtenu de méme & partir de Z en rajoutant un €lément
de carré —1 (cf. exercice 5.12). En particulier Uapplication N quon y
définit joue le rile de Uapplication ¢ de Zli] dans la détermination des
cléments inversibles,
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3.14. Une extension quadratique de C[X]

On considére le sous-ensemble A de F(]1, 0|, C) défini par

A= {z—P@)+ QuIVET (P.Q) < CXP)

1. Montrer que A est un annean. Vérifier que tout z € A s'éerit
de maniére unique sous la forme z = P+ £Q avec P et Q dans C[X],
oll £ désigne 'application 2 —» 22 — 1.

2. Montrer que z = P + Q) est une unité de A si, et seulement
g, N(z) =P2 - (X2 -1Q* e C".

3. Montrer quil existe z; € A tel que

Ug={2€A, N(2)=1} ={*). ne Z}.

4. Expliciter les couples de polynémes (P,Q) € C[X]? qui
vérifient P? ~ (X2 — 1)Q? = 1.
(Ecole polytechnique)

L

> Solution.

1. Test clair que A contient Papplication nulle ainsi que ’application
constante égale & 1, et qu’il est stable pour la somme et Vopposé. Soit
(P1, ng Pg, Qg) [ Cpq"l On a

(P, +£Q1)(P2 +eQz) = P1Pa + Q1 Qs + £(P1Qz + P2Q)) € A,

car £2 est la fonction polynéme z — z2 — 1. Il en résnlte que A est un
sous-anneau de I'anneau F(]1, +-oof, C).

L’application 1 : C[X]? — A qui au couple (P, Q) associe z = P +£Q
est clairement un morphisme de groupes additifs. 11 est surjectif par
définition de A. Enfin, il est injectif car si P € Ker1 i.e. P +cQ = 0,
on obtient P? = (X2 — 1)Q?, ce qui impose P = Q = 0 (car sinon la
multiplicité de la racine 1 est paire dans le membre de gauche et impaire
dans celui de droite). Il en résulte que tout z € A s'écrit de maniere
unique sous la forme z = P { Q. En particulier on peut identifier C[X]
4 un sous-anneau de A, ce qu'on fera dans la suite.

2. 8512 = P+ =2Q est un élément de A, on pose Z = P —eQ et
on parle du conjugué de z. I] est clair que l'application z —— T est un
auntomorphisme d’annean de A.

On a N(z) = 22 = P? — (X? - 1)Q? € C[X].

® Soit z € A inversible et 2’ € A tel que z2' = 1. On a alors

1= N(1) = N(22') = 22"22" = 222"2" = N(2)N(2'),

d’on il résulte que N(z) est inversible dans C[X] et appartient donc & C*.
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» Réciprogquement, s1 N(2) = A € C*, alors %Z € A est Vinverse de z
dans A,

3. Notons U le groupe des unités de A. Comme N est un morphisme
i groupes de U dans C*, Uy = Ker N est un sous-groupe de U,

Posons z = X +¢. On a N(z) = X2 - (X2 - 1) = 1, donc z est
dans U, On va montrer que z répond & [a question. 11 est déja clair que
[ Lzf, n € Z} € Up. Soit z = P+eQ € Uy, On considére un entier m € 7Z
lel que 2" = 23 ™z s'écrive ' = A + £B, avec un polyndéme B de degré
tninimal. Alors 2z’ appartient & Uy, car Uy est un groupe multiplicatif.
On va montrer que B = 0, Il s’ensuivra que A = £1, puisque ' € Uy,
siit encore z = 277,

Supposons par 1'absurde que B £ 0. On a A? — (X2 — 1)B? =1,
puisque 2’ € Uy, ce qui peut s'écrire (A — XB)(A+ XB) =1 — B2. On
dait nécessairement avoir degA = 1 + deg B, Il en résulte que P'un des
doux polynémes A — XB ou A + XB a un degré strictement inférieur a
ileg B (car sinon deg(A — XB) = deg(A + XB) = degB, d’ol1 I'on déduit
deg A = deg(2A) < deg B, ce qui est faux). Or on a

207 = (X +£)(A+eB) =XA + (X? - 1)B+<(XB + A)
202 = (X—e)(A+eB)=XA—(X*-1)B+<(XB-A)

of 'une des deux égalités est contredit la minimalité du degré de B.

4. Posons pour n € N, 25 = (X 4-£)" = Py, +Q,. On obtient alors
o= 2" = Py — 2Qy. DVapreés la question précédente, les solutions de
I'équation P? — (X2 — 1)Q? = 1 sont donc les couples (£P,,, £Q,), ou n
décrit N. A V'aide de la formule du binéme on obtient

Pn — Z C'?Lk(X2 _ 1)kxn—2k
052k<n
Q, = Z C?lk+l(X2 _ 1)kxn—2kr—1.

0<2k+1<n

On peut reconnaitre ici les polynomes de Tchebychev de premidre et
tlc seconde espéce T, et U,_1 qui sont définis par cosnft = T, (cos ) et
sinnf = sin U, 1 (cos #). Cela s’explique trés bien. Soit f l'application
e A dans Panneau des polynbmes trigonométriques complexes qui a
© =P+ £Q associe, P{cosf) + isin#Q(cos ). On vérifie facilement que
J est un morphisme d’anneaux et qu’il est injectif. On en déduit que
J (=) = Pulcos ) + tsin #Qy, (cos @) et, grice & la formule de Moivre,

Flzg) = f(z0)" = (cos8 + isin )" = cosnf + isinnf
= Tp(cos @} + isin@U,_1(cos ).

On obtient done donc P, = T et Q, = Upq. <
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Une autre démonstration, élémentaire, de la derniére question est
dunnie dans exercice 5.7.

Les trois crevcices suivants Ctudient des excinples assez simples de
corps. Le premier fait lo transition avec les annequr.

3.15. Anneau sans idéal non premier

Soit A i annean commutatif dont tout iddal T ext prenrier ¢’est-
a-dire vérifie, pour tout (r.y) € A2,

rpel=—=uxclouyel

Montrer que A est un corps.
{Ecole normale supérieure)

> Solution.
Dire gue idéal nul est premier signifie que A ost iategre. Soit  dans
A. non nul. On sonhaite pronver gque & cst imversible. Commne ['ideal
principal (@?) est premicr, on a z € (7). Tl existe done u € A tel que
.

% = ar®. Comme A est integre et = non nul, on a ww = 1 et o est
inversible. On conciut que A est un corps. <

Les corps éludiés maintenant sont des corps de nombres algébriques,
dond on peul donner lo définition sutvante : soit 6 un clément de C,
racine d un polyndme non mad P ode Q[X] gui est irrdductible sur Q. Alors
Uensemble des nombres complexes de lo forme $(0). o0 @ & QfX], est un
corps noté Q(B), isomorphe au quotient Q{X]/PQ[X]. De plus Qf) est
wn espuce vectoriel de dimension n = deg P suy Q. Ponr un cxemnple plus
complere, le lectewr se reporiera & Uezercice 5.17 qui dtudie Q(@"%)J ot
7 est premaer.

3.16. Automorphismes de Q(/2)

Soit B = {u+ W2 € €2, (w.b) € Q°}. Moutrer que E ost un
sons-corps de € et en détenmmer tous les automoerphisimes.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
¢ C st nne Q-algebre. Lapplication
oX] — ¢
W P —  P{V2)
est nn morphisme d’ajgébres. Son mmage est doye nue sons-algebre de C.
qui contient. claircment E.
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Pour montrer Vinclusion inverse, on observe que. sin 2 O, on a
XM = (V2)r = 2”(\/5)” cE, oun=2p+r,avecr=0onletpeN,
i en déduit que Im p = E. Par conséquent, E ¢st un sous-anneau de C.

e Soit & & E non nul, qui 8’¢erit @ = a + bv/2 avee (a.0) € Q2. Oun a
Jams a— b2 # 0 (car /2 ¢ Q) et donc

! ! a—bv2 = a -+ —b \/§ < F.

o+ b\/’i T a? —9hr gt 2 a? - 252

(i en dednit gque K est un sous-corps de €.
# 5i f un automorphisme de E, alors f laisse invarianis tous les
cifments de Q. En effet, on a, pour » € Q et n & N,

flnz) = flae 4+t x) = flz)+ - + flo) =nf(z) =nflz),

ctdone f(n) = n, car f(1) = 1. On a cusuite f(—n) + f(n) = f() =0
vi done f(—-n) = —fin) = —n. Enfin #i g € N* et p £ Z, on obtient

i (2) = 5(a2) = sy =p e g(2) ="

Cn détermine ensuite f(v/2). De f(v2)? = f(\/ﬁz) = f(2) = 2 résulte
f(V2) = ey/2 avec € = +1. On a done, pour tout (a,b) € 02,

Fla+bv2) = fla) + [(BFV2) = a+ =bV2.
ligeiproguement, Jes deux applications ainsi définies (pour £ = -1 et 1)

sont des antomorphismes de corps Je E. 11 n’existe quhing senl automor-
phisme de E qui ne soit pas Pidentit¢. <

L’ezercice suivant est Uoccasion de découvrir les propridids fonda-
mentales de lu théorie algébrique des corps et notamment la formule de
rpultiplicationté des degrés.

3.17. Nombres algébriques

On considére un corps commutatif M et K < L deux sous-corps
de M.
1. Démontrer I'équivalence des deiix conditions suivantes :
(#) M est, un K-espace vectoriel de dimension finie m :
(#2) M est un L-espace vectoriel de dimmension finie n et L un
K-espace vectorial de dimengion finic p.
Vérifier que dans ces conditions m = np.
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2. On suppose que o € M est algébrique sur KK : il existe P non
nu! dans K[X] tel que P(a) = 0. Démontrer ’existence d'un unique
polynéme unitaire 4 de K{X] tel que, pour tout polynéme P de K[X],

Pla) =0 <= ulP.

Vérifier que p est irréductible (u est appelé le polynime minimal
de a sur K) et que I'ensemble K(a) = {Q(a), Q € K[X]} est & la fois
un K-espace vectoriel de dimension deg p et un sous-corps de M.

3. On dit que o € C est algébrigue si a est algébrique sur le
corps Q. Démontrer que o = ¥2 + /2 est algébrique et déterminer
son polyndéme minimal.

(¥cole Polytechnique)

> Solution.
1. Supposons (). On se donne (eq,...,ep) une base du K-espace
vectoriel L et (f1,..., fn) une base du L-espace vectoriel M. Montrons

que la famille (e; fi)i,j)e[1.n]x[1,p] €5t une base du K-espace vectoriel M.
Soit z € M. On éerit x = A fy + -+ + Anfn avec Ay € L. Chaque A;

P
s'éerit A; = ¥ i s€; avec ;5 € K. Par associativité, on obtient

i=1
= > wigeil,

(E.53el1,n]x[1,p]

ce qui prouve que la famille (e;f;)q j)eqt,nlx[1,p] €5t génératrice du K-
espace vectoriel M.
Vérifions qu'elle est libre : soit u;; € K pour (4,5} € [1,n] x [1,7]
tels que
0= > 13,565 i
(2.7l n] = [1.p]
Par associativité, on peut écrire

n P
0= |\ D mges | 1
i=1 J=1
€L
p
ce qui impose que pour tout i, ¥ suije; = O puisque (fi,...,[fn)
j=1
est libre dans le L-espace M. Comme (e1,...,€p) est libre dans le K-

espace L, il vient que tous les y; ; sont nuls. On conclut que la famille
(e5fi)(i syelLn]x]L,p[ €5t une base du K-espace vectoriel M et que m = np.
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Supposons (z). Comme L est un sous-espace du K-espace vectoriel M,
[, cst de dimension finie sur K. IVautre part, si (g1, ..., €4 ) constitue une
hase du K-espace M, ¢’est clairement un systéme générateur de M en tant
que L-espace vectoriel. Donc M est un L-espace vectoriel de dimension
linie.

On dit dans ces conditions que L. est une extension de K et M est une
cxtenston de L. Lo dimension de L ecomme K-espace vectoriel est notde
Il K] : c’est le degré de Uextension L sur le corps K. Nous venons de
démontrer que

[K:M]=[K:LJL: M.

Cette identite est la relation de multiplicativitd des degrés.
2. Le corps M est une K-algébre. Considérons le morphisme de K-
algeébres

KX] — M
®: P +— Pa)

1’ensemble K(a), qui est P'image de ®, est une sous-algébre de M. Le
noyau Ker® — {P € Q[X], P(a) = 0} forme un idéal de K[X]. Par
hypothése, a est algébrique donc I # {0}. Dans ces conditions, comme I
ost un idéal principal, on sait qu’il existe un unique polynéme y unitaire
de degré supérieur ou égal a4 1 dans K[X] tel que I = pK[X]. On a
I’équivalence

VP e K[X], ylP <= P(a)=0.

3

Sile polynome y' unitaire de K[X] vérifie la méme équivalence, alors 1/ |u
ot |y’ done = ' @ p est unique.
Montrons que le polynéme y est irréductible, 5i y = AB avec A et B
dans K[X], on a
0= u(a) = A(a)B(a)

ot done A(a) = 0 ou B(a) = 0, ce qui implique pu|A ou y|B et donc A
on B constant : le polynéme g est irréductible. Remarquons que si P est
irréductible unitaire avec P(a) = 0, alors P — y puisque y|P.

Montrons ensuite que K(a) est de dimension r = degp comme K-
ospace vectoriel. Pour cela, vérifions que (1,a,...,a""1) est une base de
K(a). Le fait que 4 soit un polynéme non nul de degré minimal annulant o
garantit la liberté de la famille (1, a,...,a" 1), D’autre part, si z € K{a),
il s’éerit z = A(a) avec A € K[X] et en notant R le reste de la division
cuclidienne de A par y, on obtient z = R(a) € Vect(1,qa,...,a"1).

Montrons enfin que K(a) est un sous-corps de M : ¢’est déja un sous-
apneau de M. Si z est non nul dans K(a), il s’écrit z = A(a) avec
A non divisible par p. Dans ces conditions, y étant irréductible, il est
premier avec A. DVaprés le théoréme de Bezout, il existe U et V dans
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K[X] tels que 1 = UA 4+ Vpu et en évaluant en q, il vient 1 = Ula)z et
donc z7! = Ula) € K(a).

3. 1l s’agit de trouver un polyndme non nul de Q[X| qui adinet o
comme racine. On a (a — \/5)3 = 2 ce qui donne en développant

a3 + 60 — 2 = v2(3a% + 2),
et en élevant an carré
08 —6at —da® + 1202 — 24g- 4 =0,

Le polynéme P = X8 — 6X* — 4X3 1 12X2 — 24X — 4 € Q[X] annule donc
@, qui est un nombre algébrique.

Notons g le polyndme minimal de a; ¢’est un diviseur de P. On va
prouver que P = p en considérant la dimension du Q-espace vectoriel
Q(a). En fait, la relation a® + 6a — 2 = v/2(3a% + 2) prouve que v/2 est
dans Q(a) puisque 3a? +2 > 0, v/2 = (a® + 62 — 2)(3a% + 2)7" et Q(a)
est un corps. On a également /2 = o — V2 € Q(a). Comme Q(a) est
une Q-algebre, pour tout Q € K[X], Q(v/2) et Q(V/2) sont dans Q(a). I

s’ensuit les inclusions
QcQ(V2) cQa) et Qc QV2) C Qfa).

Or le polynéme minimal de v/2 sur Q est X? —2 et celui de ¥/2 est X3 —2
(ils sont bien irréductibles car de degré 2 ou 3 sans racine rationnelle).
On en déduit que la dimension de Q(v/2) (resp. Q(¥/2)) sur Q est 2
(resp. 3). D’aprés la premidre question et la multiplicativité des degrés
des extensions, 2 et 3 divisent la ditnension de Q(a) sur @. Donc, cette
dimension est supérieure ou égale a 6. On a donc deg i 2 6. Comme p
divise P, ces polynémes unitaires sont égaux :

EX6*6X4—4X3+12X2—24X—4|. 4

Lexercice suivant détermine toutes les valuations sur Q.

3.18. Valuations sur (

On appelle valuaiion sur un anneau A toute application v de A
dans R U {+oo} telle que, pour tout (z,y) € A? :
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(8) viay) = viz) + v(v);
(¢} v(z+y) 2 min{e(z), v(1));
(#i) viz) =toc = 2 =0.
1. Donner des exemples de valuation sur Z, sur Q).
2. Déterminer toutes les valuations sur (.
(Ecole normale supérieure)

i - Solution.

1. Le cours fournit 'exemple des valuations p-adiques sur Z : pour
lout nombre premier p et tout entier non nul n, v,(n) est le plus grand
enlier naturel o tel que p® divise n. On pose v, (0) +o0 et il est aisé
e vérifier les propriétés (¢) et (i€}, Ces valuations se prolongent & Q :
ni e est un nombre rationnel non nul admettant comme représentant E,
o pose vp(zy = vpla) — vp(b); vu(z) ne dépend que de x et pas du
représentant choisi et v, est encore une valuation sur Q.

On va montrer dans la seconde question que les seules valuations sur
() sont la valuation triviale (i.e. nulle sur Q%) et les applications Ay, olt
N est un réel strictement positif arbitraire et p un nombre premijer.

2. Seit v une valuation sur @, que 'on suppose nou triviale.

¢ On a v(1) = »(1%) = (1) + »(1), de sorte que v(1) = 0, mais
mussi 2{—1) = v{1) = 0 et donc v(—1) = 0. On en déduit que, pour
it @ € QF, v(—x) = v{z)+ v(—1) = v{xr) : v est paire. On a par la
propriété (iz), ¥(2) > 0 et par une récurrence évidente, v(n) > 0 pour
tout entier n € N. Observons enfin que v{x™) = nr(x) pour tout n € N
ot tout © € Q.

e L'ensemble E = {n € N*, v(n) > 0} est non vide, car sinon » serait
lriviale. Soit p le plus petit élément de E. Nécessairement, p est premier :
ou cffet, si p = ab avec 1 < a,b < p, v{p) = v(a) +v{b) =0+ 0 =0,
("aprés la propriété (7), ce qui est absurde.

Soit ¢ un nombre premier distinet de p. Comme pged(p,q) = 1, on
peint trouver (u,v) € Z2 tel que up 4+ vg = 1 par le théoréme de Bezout.
I'ar (if) on obtient

0 > min(v(up), v(tq)) = min(v{u) +v(p), v(v)+v(q)) = min{v{p), v(q)).

()n ne peut done pas avoir ¥(g) > 0 et donc v{g) = 0.
11 résulte alors du théoréme de décomposition en facteurs premiers et
th1 point (¢) que, pour tout n € Z*, v(n) = Avp(n) ol X = v(p) > 0. Et

lonjours en vertu de (¢) (qui impligue que ¥ S = v(z) — v(y), pour

ot (x,y) € @ x Q*), cette égalité s’étend & @ tout entier. <
Les valuations sur Q résultent toutes d’un prolongement de celles de
#.. C'est vrai pour le corps des fractions d un anneau intégre quelconque.



112 CHAPITRE 3. ANNEAUX ET CORPS3

Chague veluation de Z ou Q, v, est associée ¢ un nombre premier p. Il

y a correspondance entre irréductibles et valuations prenant des valeurs
positives ou nulles sur Panneau A, dons tous les annecuzr A principouc

et méme dans des anneauz plus générauz, les anneaur de Dedekind (an-
neauw intégres dens lesquels tout idéal est produit d'idéoux premiers), &
condition de remplacer les nombres premiers par les idéaux premiers.

L’exercice sutvant détermine les valeurs absolues non-archimédiennes

sur ©(X). Une veleur absolue sur un corps K de caractéristique nulle est

non-archimédienne si N*, considéré comme sous-anneau de K, est borné

par L. Elles s’opposent done & lg valeur ghsolue usuelle sur @, R ou C,
que nous savons étre archimdédienne.

3.19. Valeurs absalues non-archimédiennes sur C(X)

Soit K un corps commutatif de caractéristique nnlle. On appelle
valeur absolue de K toute application | | : K — R telle que, pour
tout (z,y) € K? :

(i) [z =0+ x=0;

(i) loyl = |xt lyl;

(i18) to +yl < || + |yl

1. Soit | | une valenr absolue de K telle que {r| < 1 pour »n € N*,
Montrer que | | vérifie 'inégalité ultra-méirigue : pour tout couple
(2, y) € K2,

%+ y| < max(|z|, ly|).

2. Soit v une valeur absolue de C(X) telle que v{z) = 1 pour
tout 2 € C*. Monirer que r est de 'un des types suivants :
(¥) v(F) =1 pour toute fraction F non nulle;
(i1) »(F) = a®&¥ avec ¢ > 1, pour F non nulle;
(iid) ¥(F) = a"*F) avec 0 < @ < 1, pour F non nulle, ot 'on
précisera ce gu'est val(F).

(Ecale normale supérieureu

> Solution.
1. Ici, n désigne n - 1, somme de n termes égaux & I’élément neutre
pour la multiplication de K. Soit (x,y) ¢ K*. Supposons. par exemple,

que |y} < |z|. Pour tout entier naturel n, on a le développement dn
ki
bindme (z +y)” = . CFz*y*~*. En prenant la valeur absolue, il vient
k=0
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" n n
e 4y < 3 ICRE Y™ < X0 ICK - ey R < X fefFlyint
k=0 k=0 k=0

3

< Y [2" = (n+ D™
0

=
I

Il en résulte que pour tout entier n, |z + ¥ < (n + 1)V/7|z|. Le résultat
suit, en faisant tendre n vers V'infini.

Une valeur absolue telle que N* soit bornée par 1 est dife non-
archimédienne, Elle vérifie 'inégalité ultra-métrique, qui est plus forte
que l'inégalité triangulaire (iii). Observons que la réciproque est vraie :
(1) ef (ii) impliguent {1] = 1, puis {—1| = 1 ; on en déduit que, pour toute
valeur absolue qui vérifie Pinégalité wltra-métrique, Z est borné par 1.

2. La valeur absolue v est non-archimédienne et donc vérifie I'inéga-
lité ultra-métrigue.

« Observons powr commencer que, pour tout (F.G) € (C (X))2 tel gue
v(F) < v(G), on a v{F + G) = ©(G). En effet, on sait, d’aprés I'inégalité
ultra-métrique, que ¥(F + G) € v(G), mais comme G = (F+ G) + (—F),
on a aussi (G} € max(v(F), v(F + G)) = v(F + G), d'on Pégalité.

Posons a = v(X).

» Supposons que ¢ > 1. Tout polyndme non nul P de C[X] séerit

n
k

?

P = Y axX*, avec n = deg(P). Comme pour tout k, v{arX*) = a

k=0
(M1 a.

V(G'D) =1« V(CHX) < J/(azxz) < V(Ctan') = a".

leci permet d’affirmer que ¥(P) = v{e.X"} = o = a®# P} Grace 4 la
propriéte {i1) de la valeur absolue, on conclut gue, pour toute fraction

. P
rationnelle non nmulle F = = on a

Q

adeg(P) deg(F)
I/(F)—-V(P)—V(Q)=ZL—(E{'G—)=G .
o Le cas a < 1 se traite de la méme fagon. On a v(apX*) = o s
oy # 0 et on trouve cette fois, {(P) = a"*F) pour tout polynéme non
il P, ot val(P) est la valuation en X de P, c’est-d-dire le plus petit

indice k tel que a;, #0.SiF = —g esi, une fraction non nulle, la quantité

val(P) — val(Q) ne dépend que de F et pas du représentant choisi. Cette
quantité étant notée val(F), on a v(F) = o*®'F.
* Supposons enfin ¢ = 1. Dans ce cas, on a v(X*} = 1, pour tout k
ot (P) « 1, pour tout polynéme P. Distinguons deux cas.
* 51 »(P) = ! pour tout polyndéme non nul P, alors v est triviale :
cile vaut 1 sur toutes les fractions non nulles,
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* Dans le cas contraire, notons (Q un polyndéme de degré minimal
tel que #(Q) < 1. Ce polynome (Q est irréductible car, si Q = AB avec
deg A < degQetdegB < degQ, onav(A) = v{B) = let doncv{Q) =1,
ce qui est absurde. On peut bien entendu choisir Q unitaire, done de la
forme Q = X —a. o € C. Posons alors b = (X — o) < 1. On fait le
méme travail que dans le cas a < 1, en remplagant X par X — o (tout

n
polyndme P sécrit P = 3~ b(X — @)*, d’apres la formule de Taylor).
li=0

On a alors, pour tout polynéme non nul P, v(P) = p*x—=®) ot vx_,(P)
est la valuation de P en X — a c'est-d-dire, si 'on préfere, lordre de
multiplicité de la racine & dans P. Ici aussi, cette valuation s'étend au
corps des fractions C(X) et v(F) = b**-=F) pour toute fraction non
mille F. <

81| | est une valeur absolue non-archimédienne sur le corps K,
Uapplication v - K ~— R, définic par v(z) = —An{jz]) siz # 0 et
v(0) = 400, ou A appartient R, est une valuation. Réciproquement,
toute valuation v sur K définit une valeur absolue non-archimédienne
par la formule |z| = e #®) 5i 5 £0, on p € RY.

Il résulte de Dexercice précédent que les seules valeurs absolues non-
archimédiennes sur Q sont, outre la valeur absolue triviale (|z| =1 s
@ #0), les applications définies pour x # QO par lz| = e ®) quec A >0
ef p premier. Le théoréme d’Ostrowski affirme d autre part que les seules
valeurs absolues archimédiennes sur Q sont les applications x —— |x|®,
ou | | est la valeur absolue usuelle et 0 < ¢ < 1. Flle définissent la méme
topologie que la valeur absolue usuelle.

Lievercice suivant monire que n boules quelcongues, de rayon e > 0
dans Q, correspondant d n valeurs absolues deuz o deux non équivalentes
ont toujours une tnlersection non vide.

3.20. Indépendance des valeurs absolues sur @

Soit p1,...,pn des nombres premiers deux A deux distincts,
Go. G1,- - - n dans Q et £ > 0. Prouver qu'il existe g € QQ tel que
l¢ —ago| < e et|g— glp;, < e pour tout ¢ € [1,n] (pour p premier,
[Ty = p~ (&} (ésigne la valeur ahsolue p-adique du rationnel x).

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
T

¢ Nous chercherons ¢ sous la forme ¥ e, q;, avec o, . . . , rv, nomhbres
i=0
rationnels dépendant d’un entier k & déterminer,



4.20. INDEPENDANCE DES VALEURS ABSOLUES SUR (@ 115

K
* On aura alors, ¢ — g0 = Y g + (g — 1)gg. Cette guantité
i=1
dovra étre rendue assez petite. Pour cela, nous imposerons que les o,

pour ¢ 2 1 et ag — 1 tendent, vers 0 avec k.
n

xSiie€lLn],g— @ = Y. ;g + (o — 1)g;. 11 faudra rendre
0<i<n
la valeur absolue p;-adique de cetjt#e guantité assez petite, ¢’est-a-dire sa
viluation p;-adique assez grande. Nous choisirons les oy pour gue, pour
JEf0,n] 7 #£4 onait vy (o)) =k et vy (o, — 1) = k.
e Soit kK € N et p un nombre premier distinct de pi, ..., pn. Posons,
pour tout 7 € [1,n],

(p1...P7;...pn)" ()
=5k = g Clag=
P+ (P B Pn) {(p1...pa)F+1

BF

. montrons qu'ils conviennent. Soit ¢ > 0.
* Choisissons p tel que p > pipz ... pn. On a alors klim oy =0

— 420
lim g =1. On en déduit que
k—+o0
11111 g = qq, et done, pour k assez grand, |g — go| < &.
o

pour tout ¢ de [1,n] et. d’autre part,

b
* Soit ¢ € [1,n]. Pour j € [0,n],j # ¢, le numérateur de «; est
divisible par p¥ et son dénominateur est premier avec p;. On en déduit
(ue . (cr;) = k. On obtient également vp {o; — 1) = k.
En posant m = Jain vy, (g;), on a alors
lgisn

vp i) = vp. () + vp,(g;) 2 k+m, pour j #4,
U]_-,‘((CYL - l)q'l) ; ypi(a'i - 1) + Vp‘(qi) ; k + .

Sachant que, pour tout (z,y) € Q*, vy, (z + ) 2 min{vp, (), v, {y)), on
et déduit que, pour ¢ = 1,

Vp (g — @) = k +m et donc |g— ailp, < pi”FT™.
On a alors, pour k assez grand,

|g — qilp, < &, pour tout ¢ > 1.

I’our k assez grand, g a donc toutes les propriétés voulues. <1



Chapitre 4

Arithmétique

Les nombres entiers ont toujours exercé sur les csprits une sorte
e fascination. Il west pas étonnant que cc soit au sein de Uécole py-
thmgoricienne, €prise de mysticisme que débufe Uétude de leurs pro-
iriftés - avee les catégories de pair of dimpeir commencent les premiéres
riéflerions sur la divisibilite. Celles-ci aboutissent deux siecles pluy tard,
dons les Eléments d’Buclide dont le chapitre VII s’ouvre par une série
de défingtions : nombre premier et composé, nombre parfart, diviseur et
nedtiple, méme si le langoge est trés différent du langage moderne. On
timpe erposés entre cutres algorithme de détermination du pged de
denm nombres (algovithme d’Fuclide) et lo démonstration de Utnfinité
des nombees premiers (lenime d’Euclide).

Auz pythagoriciens remonitent les premiers eremples déquations dio-
phantiennes, notamment lo résolution de Uéquation 72 + ¢ = 22 en
nombres entiers. Diophante, au YI° siécle de notre ére, va s’intéresser
a un grand nombre d’égquations anaelogues. Sa grande wuvre, les Arith-
motiques rompt avee la Mathématique grecque, centrée jusqu’alors sur
les probiémes géométriques, ef se rapproche des mdthodes algébriques
hautement élnborées des Dubyloniens, mais contrairement & ceuz-ct, il
sntéresse undguement aur solubions cractes, I s'évertue & donner des
iigles sirnples de coleul algébriyue comme les régles sur les produits de
puissance ow une premiére idée de la régle des signes dans un produit. I
csb le premier & utiliser un symbole littéral pour désigner les inconnues
of peul étre vu comme lo pere de Ualgébre. Il vésout des équations a co-
cfficients entiers du premier degré faz +by = ) et du second degré (cas
particuliers d’équations de Pell telles que x = 1+ 3052 ). Il s’intéresse a
Uceriture d'un nombre comme somine de deux carrés (i sail qu'un entier
de fa forne $n + 7 ne peut pas s '€erire comme somme de dewr carres),
1 fmonce Videntité de Logrange.

Aur vin®et vint®sigcles, les savants arabes, notamment 4 Bagdad,
assimglent Uhéritage hellénique ef oriental 4 travers la traduction des
cworages de UAntiquité (Euchde, Archimede, Diophante...). Mais leurs
théories mathématiques propres sont plus orientdes vers UAlgébre que
vevs UArithmétique proprement dite.

En Occident, le révesl de la théorie des nombres doit attendre Pierre
de Fermat (1601-1665) dont les premiers troveux s'appuient sur la
ideente traduction des textes grees de Diophante par Bachet de Méziriac
4021 ) I sintéresse particebiérement 4 la divisibilitd et auz nombres
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premiers. Il aborde de nombreux problémes et formule des conjeciures
qui pour la plupart seront prouvdes aqu siécle susvant : citons le petit
théoréme de Fermat, Uéquation de Pell-Fermat (x® - dy® = 1 a, pour
tout entier positif non carré parfait d, une infinité de solutions enliéres),
les nombres de Fermal et le grand théoréme de Fermuat dont nous parle-
rons un peu plus loin. 1l développe la premiere méthode générale d'atlaque
des équations diophantiennes : la descente infinie, Au XVIII® siécle, Eu-
ler et Lagrange s‘inspirent de ses méthodes et prouvent la plupart de ses
résultats.

En 1801, Gauss publie Disquisitiones arithmeticae qui contribue a
unifier de nombreux résultats et 4 développer des méthodes et des tech-
niques nouvelles gui marguent le début de UArithmétique moderne : i fize
la terminologie et les notations de la théorie des congruences, réfléchit
a la notion de divisibilité et de décomposition en facteurs premiers et
Uétend au cas de nombres algébrigues (comme les entiers de Gauss
Z+iZ), élabore la théorie des formes quadratiques & coefficients entiers,
énonce le théoréme des nombres premniers.

Les premiers exercices de ce chapitre s’appuient sur la notion élémen-
P 1% Py

......

lemme d'Euclide et le théoréme de Gauss.

4.1. Etude de l'irréductibilité d’une fraction

A 5n+1 +6n+l
1. Montrer que pour tout n € N, la fraction —————— est

irréductible.
2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur
)\Qn+1 +M8n+1

501t
A" + “ﬁn

(Mg, e, 8) € N' pour que la fraction

irréductible pour tout n € N*. .
| (Ecole polytechnique)

r= Solution.

1. Soit n € N. Raisonnons par I'absurde et supposons gu’il existe
p premier divisant & la fois 57 + 6" et 5771 + 67*1. Alors modulo p,
5® = 6" et 65" = 6" = 57! d'ol p divise 57(6 — 5) = 57, ce
qui entraine p = 5. Or clairement, le numérateur et dénominateur ne
sont pas congrus 4 0 modulo 5 mais 4 1. La fraction considérée est donc
irréductible.

2. o Pour que la fraction considérée soit irréductible, il est nécessaire
que A soit premier avec p et 3 et que o soit premier avec g et 3. Sup-
posons ces conditions réalisées dans la suite.
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n+1 141
s Supposons qu'il existe n = 1 tel que F, = %ﬂi—‘;g;— ne

soit pas irréductible. Il existe p nombre premier divisant & la fois le
mimérateur et le dénominateur de F,,. Modulo p, on obtjent

A" = —uft et Aot = u,u[}’“fl

Si p divise o, p divise ;8" et d’aprés le lemme d'Euclide, il divise i ou
1. On aboutit une contradiction puisque o est premier avec p et 3. On
on déduit que p ne divise pas a. On montre de méme gue p ne divise pas
A, p et 3. Les classes modulo p de ces entiers ne sont pas nulles dans le
corps Z/pZ. On en déduit

ol o)

ot finalement = 1 aprés simplification (justifiée puisque les classes

]
i
sont non nulles). Donc modulo p, v = 3 et A = —pu. En particulier, p
divise o — B et A + . Nous avons done

pged{a — 3, A+ ) #1.

+ Réciproguement, supposons pged(a — 3, A + ) # 1. 11 existe un
nombre premier p divisant & la fois o — 3 et A + p. Le systéme de
congruences :

Aa™ = —pBt et Ao = pugntl

ost vérifié pour tout n € N* et F,, n'’est done pas irréductible.
Conclusion. Pour que F, soit irréductible pour tout n € N*
et ] suffit que

il faut

1

pged(A ) = peed(A, 3) = pged(a, 1) = pged(e, 5)
= pgedie— B A+p)=12

4.2. Equation a® = b* dans N

Trouver les couples (a,b) d'entiers strictement positifs tels
que a # b et ab = b2, i
{Ecole polytechnique)
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> Solution.

e I’examinateur attendait sans doute une preuve arithmétique mais
on constate gu’une simple étude de fonctions permet de répondre &
la question. Un couple (a.4) € (N*)z, tel que a < b, est solution de
I'équation si et seulement si f{a) = f{b). ol f est la fonction

Inax
cx e R —
frxeR — o

?

. . . .1
Cette fonction est strictement croissante sur |0, ¢], allant de —~oc & =
e

puis strictenrent décroissante sur [e, +oo], allant de 1 4 0. On a done

Y
nécessairement ¢ < e. Comme g = 1 est Visiblementeexclu, on obtient
a = 2. On remarque que f(2) = f{4); le couple (2,4) est donc solution
de I'éguation et c’est la seule (si @ < b), étant données les variations de
la fonction f.

e Donnons maintenant une preuve arithmétique. Si (a,b) € N*? est
un couple solution avec 4 < b, on pose d = pged(a,b), a = da’ et b = db'.
Les entiers & et & sont premiers entre eux et &' < . L*équation devient
alors &'~ o/* — 1™ . L'enticr &’ divise ¥, avec qui i} est premier. On
admecd =1, 8 >1etd”—1 = on en déduit que d > 1. Si ¥ = 3, on
ad’ = >t/ en effet, on pent écrire

LRI NI LA IS Wi o, S 3

On conclut que ¥ = 2 et d = 2, d’onn You tire ¢ = 2 et b = 4.
Réciproguement. on constate que le couple {2, 4) est solution.

Vus les roles symétriques joués par a et b, oo conclut : les conples (2,4)
et (4,2) sont les seuls couples solutions de I'équation a® = b® avec a £ b
dans N. «

4.3. Divisibilité

Soit @, b dans N avec b 2 a 2 2. On suppose que ¢" — 1 divise
" —1 pour tout n € N*, Mantrer qu’il existe p € N* tel que & — o”.
(Ecole normale supérieure)

&> Solution,

Notons tout d’abord que la réciproque est. vraie et facile 4 démontrer.
En effet, si b — @ pour un certain entier p 2 1, alors, modulo ¢ — 1,
on aa” =1 et done (@™)P = 1P = 1 c'est-3-dire & = 1. Donc ¢ — 1
divise b™ — 1 et cela pour tout # = 1. On va prouver par I'absurde que
les entiers qui ne sont pas des puissances de e ne conviennent pas.
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n

. N —1 .
On fait donc hypothése que u, = . est entier pour tout 1 = 1

a’™ —

vl que b n’est pas une puissance de a. La suite w, tend vers 4o et
byn Ny AN .

de phus u, ~ (—) . L'idée est d’aboutir & umne contradiction de nature
[}

asymptotique en considérant une combinaison linéaire & coefficients en-

. N b+l R
ticrs des termes de la suite w. Comme Upyg ~ [ = il est naturel de
+ A

poser

Vp = QUp . — by,
(lotte suite (i, ) est toujours une suite d'entiers et clle va étre plus petite
e [a snite (uy,). En effet, un petit calenl donne

thy =

(1L-a)p" ' p{b—1)a" " —b+a (L—a)b™'  (L—a)b/b\"

(@ — (a1 - 1 = (E?") '
Supposons alors pour commencer gue a < b < a2, Léquivalent obtenu
montre gue {y,} tend vers 0 en étant nou nulle & partiv d’un certain
rang - mais c'est absurde puisqu’il sagit d'une suite d’entiers!

Avant de tralter le cas général, regardons encore ce qui se passe si
on suppose que a? < b < a®. Notre suite (v,) diverge vers +co. Ftant
domné Péquivalent trouvé plug haut, il cst naturel de recommencer et de
|POsEr

9
wy, = Q-T'u-}-] - b'UTp

Lo calenl exact de wuy, est un peu long et on peut le confier 4 un logiciel
de caleul formel. On obtient comme équivalent

(1—a?)(L —a)p? / b \"
Uy ™~ (?ﬁ)

a3

vl cela conduit & la meme contradiction que précédemment * w,, est une
suite d’entiers non nuls & partir d'un certain rang gui converge vers 0.

Traitons maintenant le cas général et notons p 'unique entier naturel
tel que of < b < aPth. L’étude des cas précédents nous invite & considérer
les opérateurs Ty ¢ (£,)nz0 = (083, — b, )0 sur Pespace des suites
reclles. T est clair gue Vimage par T, d’une suite & coefficients dans Z
et encore une suite a coefficients dans Z. On considére alors la suite
(Tpo---0TyoT}{u) et on va montrer gu’elle tend vers O en étant non
nnlle & partir d’'un certain rang, ce qui fournira la contradiction cherchée.
Le caleul cxact de cette suite étant inextricable on va se contenter de
lravailler sur des développements asyniptotiques. On a

B B B hn pr
Up = — + aq2n +oo ﬁ + a(p+1)n +o (a(p+l)n)

7L

1 . . p 1
car - est uégligeable devant dtant donné que 5 <
<

b
ar+im ar+l par
hypothese. On a bien entendu poussé le développement de u,, jusqu'a
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un terme qui tend vors 0. On a alors le développement de w4, dans la
méme ¢éehelle :

bt b " b oo b b con
Untl = aar T 2o +--+ aP apt Uil glpiim to (u(;;+1)n

On en déduit que

1 b 1 b L
=T = (5 1) g0 (5 -1) s o (e

L'upératcur T a anmulé le premier coeflicient du développement asymp-
totigque (on retrouve notamment 1'équivalent ci-dessus). En itérant de
wéme on voit que wy, = (Ty o T1){u)s a pour développement

1 1 b
2 |
’ ((72‘1) G Y

i 1 b om
2
10 (= - 1) (7 1) o + 0 (F(Mn) .

Uue récurrence finic facile permet de voir que

ar I

. (1 1oy b
(TpO--'OIZOTl)(?L)anI(—’1)...(—71)3}@

ce qui permet de conclure car le coefficient est bien non nul. <

4.4. Points du résean 7™ visibles de 'origine

S0it P = (a1,...,04) €Z" et Q= (b1,...,b,) € Z™

1. Montrer I'équivalence des deux conditions suivantes :

(1) les b, — g, sont premiers entre eux dans lewr enscmble;

(it) il n’existe pas de points de Z¥ sur le segment [P, Q[C R™ (si

cette condition est réalisée, on dit que Q3 est visible depuis P).

2. On prend « = 2. Montrer que pour tout r € N*, il existe un
carré de Z2 de coté r (i.e. une partie du type [a+1, a+r]x [b+1, b4+]
avee (a,b) € Z2), dont tous les points sont invisibles de l'origine.

(Ecole polytechnique)

r> Solution.

1. Quitte & faire une translation de vecteur (aq,...,a,} € Z", on
peut se ramenet au cas ou P = (0....,0).

s Supposons que |P, Q[ admette un point (£....,£,) € Z". Alors il
existe A € |0, 1[ tel que £ = Ab; pour tout 1 < ¢ < n. Nécessairement,
A est un rationnel quij s'éerit g avec {p,¢) € N*? et p < ¢. Ainsi, ponr
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tont 1 €4 < n, on a pb; = gf; ef done

ppged(by, ... 0y ) = gpged(€y, .. -, £,
peed(br, ... by) = }% pged(£y, ... 4y} > 1.

l.es by ne sont donc pas premiers eutre eux dans leur ensemble.
» Réciproguement, supposons que les b; ne sont pas premiers entre
e, Soit done k € N & > 1, un diviseur commuan & tous les b;. Alars le

pomt (%, b?:—,. s %) est dans Z7 et i se situe sur le seganent |PLQY
prsque 0 < % < 1. L’équivalence est, prouvée.

2. D’apres ce qui précede, il suffit de trouver deux enticrs a ot b telg
e pour taut couple (7, 5} € [1.r]%, @ +1i et b+ j ne soient pas prewiers
cntre eux. En particulier Uentier a + ¢ doit avoir an facteur premier en
conmun avee b+ 7. On se doune done une famille (p,;}1 <., <r de nombres
pretmets, deux a denx distinets. Le théaréme chinois, assiure Pexistence
dun entier @ vérifant pour tout (7,5} € [1,r)*. @ = —i [p,,]. De meéne,
il existe un entier b tel que b = —3 [pyy] pour tont couple (4, 5). On a
alors la propriété désirée, puisque a 414 et b 4+ j ont le nombre prewier
7, comme diviseur commun. <

4.5. Produits d’entiers consécutifs

Soit. Ny ... N, des cntiers non nuls, deux & deux distinets. On
g
pose Py = [ (N, + k). pow k € Z et an suppose yne pour tont k €
=1
%, Py divise Py,
1. Montrer qu'il existe ¢ € [1,¢] tel que IN;[ =L
2. On suppose do plos que, pour tout 1 < i € g. on a N; 2 1.
Monlrer que Ny, ..., Ny sont les g premiers entlers naturels non nuls.

(Ecole polytechnique)

i Solution.
Reppelons que pour N el d duns N, si d|N ef d > N alors N= 0.
I. Ona

Py = NiNz .o N Pr=(Ni+1) . (Ny+1), Py = (Ny—=1) .. (N, —1).
Comme Po divise Py et Py, P3 divise P,P_,. Puisque
0SS PyPo =(N—1)... (N, - 1) < NT _..N? = P,

on o nécessairement PPy = 0 ¢t il existe un indice i tel que N? = 1.
Cest-asdire |Ng| = 1.
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2. Om peut supposer 1 € Nj < Ng < -~ < N, quitte & renuméroter
les N;. Montrons, par récurrence sur & compris entre 1 et g, que N = k.

e Le cas k = 1 résulte de la quesition précédente.

s Supposons k = 2. On a, d’apres Phypothése de récurrence,

Py
P_;

1.2 (k—1)Ng...Ny= (k= 1)INg...Ny et
(= + D)(=k+2) ... (=2)(~1)(Ng = &) ... (N, — k)
(—1)* =k — )(Ng — &) ... (N, — k).

De Pqy divise P_g, on déduit que Ni ... N, divise (N — &}... (N, — k).
Orsif e[k g],onaNy >N, _; =k—1,c'est-2-dire Ny 2 k. On cbtient
donc

0 (N —k)...(Ng— k) <Ng...Ng.

11 en résulte que (N — k) ... (N, — &) = 0. Il existe £ € {4, q] tel que
Ny = k. Comme k& < Np < Ny, on a, puisque les N; sont deux a denx
distinets, f = ket Ny =&. «

L’exercice suivant exploite le théoréme de Bezout : des entiers aq, .. .,
o, sont premiers entre eux, st et seulement st il existe une combinaison
lindaire des ap @ coefficients entiers égale & 1. Ce résultat fut démontré
par Buchet de Meéziriae {1621), puis généralisé par Bezout (1730-1752)
pour des polyndmes o coefficients réels.

4.6. Parties de N additivement stables

Soit P une partie de N stable par addition. Montrer qu’il
existe (n, k) € N® tel que P N [n, +00]= kNN n, +o0].
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Supposous P {0}, le cas P = {0} étant trivial. Soit d le pged de
tous les éléments de P d appartient & N*.

e Traitons, pour commencer, le cas oit que d = 1 et montrons gqu’alors
k = 1 convient. On fait 'hypothése supplémentaire que P contient 0,
I’y rajouter ne changeant rien 4 la propriété 4 démontrer. La remarque
fondamentale est que si P est additivement stable et contient 0, alors
toute combinaison linéaire d'éléments de P & coeflicients entiers naturels
appartient a P.

* Montrons qu’il existe m € N tel que m et m + 1 soient dans P.

Leensemble P est infint car si z € P\ {0}, alors N C P. Soit (4 )ien la
suite des éléments de P, rangés par ordre croissant. Pour tout entier na-
turel ¢, posons d; = pged(ao, . .., @;). Alors (d;) est une suite décroissante
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d'entiers naturels, done stationnaire : il existe des entiers naturels 4 et
to tels que d; = & pour 4 = 4. Comme § divise tous les éléments de P,
otra § = 1 et en particulier. pged(aq, ..., aq,) = 1.

D’apres le théoréme de Bezout, il existe (up,....u;) € Z0F! tel

ty

(e 3 wia; = 1. Soit T (resp. J) Pensemble des indices 4 tels que u; > 0
i=0

{resp. u, < 0). On peut écrire

l = Zuiai - Z "LLJCL,’,.

1€l e

Yaprés la remarque initiale, on a

m:Z[uilai P et m+1= Z”i@i cP.
E] i€l

* La méme remarque justifie le fait que P contient tous les entiers
naturels de la forme a{m + 1) + b, avec {a,b) € N?. Montrons que
L1t entier naturel supérieur ou égal & m(m — 1) peut s'écrire ainsi.
Si N Zz m(m — 1), on effectne la division euclidienne de N par m. On
obtient N=gm+r,avecl<r<m-—letgzm—1car N 2 m(m—1)
(eneffet, sig<m—2, gm+r<mm-2)+m—1=m{m - 1) —1).
(L peut alors écrire

N=gm+rim+1—-m)={g—rim+rim+1},

wee et g —r positifs. Clest la déconiposition cherchée, qui mentre que
P contient tous les entiers supérieurs ou égaux & m(nt — 1). On a donc
hien INN Jm(m — 1), +oc]= P N [m(m — 1), +o0[.

s Passons au cas général, d > 2. En posant P = JdP’, on obiient
noe partie P* additivement stable de N, telle que le pged de tous ses
cléments soit 1. Il existe done, d’aprés ce qui précede, n € N tel que
O, +oo]= [n. +o0] et done P {dn, +oc]= dN N [dn, +oof, ce gui
montre la propriété pour P. <

Lexercice suivant montre Uintérét qu’on peut avoir & réduire certains
problémes modulo 1 pour vn entier n bien chotsi. Il commence une série
o 'cxercices consacrés aut congruences et aur anneous Z/nd.

4.7. Un exercice pour les années impaires

Moutrer qu’il n'existe pas d application f : N — N telle que pour
tout n € N, f{f(n)) = n + 2007. )
(Ecole nermale supérieure)
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I - Solition.
Supposons existence d’une telle application f et soit n € N. On a

Fn+2007) = F{f(f(n))) = (F o F)F(n)) = fln) + 2007.
Par une récurrence immédiate, on en déduit que, pour tout k& € N,
fln 4+ 2007k) = f(n) 4+ 2007k,

Il en résulte que le résidu de f(n) modulo 2007 ne dépend que du résidu
de n modulo 2007. Ainsi, f induit une application f de Z/2007Z dans
lui-méme, définie par f(ﬁ) = T(Tr?), ol k désigne le projeté de Pentier &
dans Z/2007Z. La propriété vérifiée par f implique que fo f = 1d. Or, le
cardinal de Z/2007Z est impair et toute invelution d’un ensernble fini de
cardinal impair admet au moins un point fixe (en effet, la permutation
f est d’ordre 2 et se décompose donc en produit de transpositions &
supports disjoints; il y a donc une orbite réduite & un singleton). Il
existe donc un entier a € N (que I'on peut méme prendre dans [0, 2006])
et k € N tels que f(a) =a + 2007k. On obtient alors

F(f{a)) = a + 2007 = fla+ 2007k} = fla) + 2007k = a + 2 - 2007k.

Droit Pon tire 2k = 1, ce qui est impessible dans Z et fournit 1a contra-
diction scuhaitée. <1

4.8. Equation du second degré dans Z/pZ.

Montrer que pour tout nombre premier p, il existe un entier
naturel n tel que 6n? +5n + 1 =0 [p].
{Ecole polytechnique)

> Solution.

Pour p = 2 ou 3, n = 1 est solution. Supposons p = 5 premier. Alors
Z/pZ est alors un corps cornmutatit de caractéristique distincte de 2.
Comme 6 est non nul dans Z/pZ, 'équation 622+ 5z +1 est une équation
du second degré. On calcule son discriminant A = 25 — 24 = 1 = 17
C'est un carré. Donc 'équation adinet deux racines distinctes dans Z/pZ,
ce qui assure existence de n € N tel que 6n% +5n +1 =10 pl. «

Lorsque p est premier, Z/pZ est un corps et réciproquement. Dans
ces conditions, (Z/pZ)* est un groupe multiplicatif de cardinal p — 1 et
le théoréme de Lagrange impose elors que si p ne divise pas a, on ait
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a1 =1 (mod p) : c’est le petit théoréme de Fermat qui est souvent
wtilisé dans les ealeuls de congruences.

4.9. Un probléme de congruence

Montrer que pour tout = € N*, 100" =4 gmod T}
(Ecole polytechnique)

i Solution.

Posons A = 101", On a A = 3'"" (mod 7) et, puisque 7 est un
nombre premier ne divisant pas 3, d'aprés le petit théoreme de Fermat,
4" =1 (mod 7). Recherchons donc le reste de 10™ modulo 6, ¢’est-a-dire
le reste de 4™ modulo 6. On obtient 42 = 4 (mod §), puis, pour tout
cilier n 2 2,

A= 424 = 4 42 = 4" (mod 6).

Onadone, pourn 21,4" =4 (mod 6) et A =37 =81 =4 (mod 7). @

4.10. Un multiple de 1996 qui ne s’écrit qu’avec des 4

Montrer qu'il existe un multiple de 1996 dont Pécriture décimale
e comporte gue le chiffre 4.
(Ecole normale supérienre)

! - Solutioh.

n-—1

Notons u, =444...4= 3 4.10* = g (10™ — 1) 'entier dont "écriture
k=0
décimale est composée du chiffre 4 répété = fois. On a 1996 = 4 x 499

of. 499 est un nombre premier. On en déduit, d’aprés le petit théoréme

(e Fermat, 10" = 1 [499]. Comme 9 est premier avec 499, 499 divise
10498 _

anssi Pentier —5 En multipliant par 4 on en déduit donc que 1996
divise Uggg. <

4,11. Somme des puissances k-iemes dans Z/pZ

Soit p un nombre premier et k € N7. Montrer que Y. ¥ est
TCE/pL
égal & 0 ou —1. Préciser a quelle condition on obtient 0 on —1.
(Ecole polytechnique)
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& Solution.
Posons S = Y. z*. Soit y un élément non nul de Z/pZ. L’appli-
€L/ pZ
cation z —— y& est une bijection de Z/pZ. Il en résulte que :

y* Sy = Z (y)k = Z 2* =8,

rCE/pE rELpE

De dewx choses l'une :

e soit il existe y non nul tel que y* # 1 et alors S = 0;

® soit ¥ = 1 pour tout y non nul et dans ce cas, Sy =p— 1 = —1.

On sait déja par le petit théoreme de Fermat que, si k est un multiple
de p — 1, alors ¢’est la deuxi®me éventualité qui se produit. Montrons
réciproquement gue si p ~ 1 ne divise pas k. alors 5, = 0. Pour cela,
posons d = pged(p — 1,k). On a par hypotheése d < p — 1. Supposons
alors par I'absurde que * = 1 pour tout y € {Z/pZ)*. Dans ce cas Pordre
de tout y non nul de (Z/pZ)* divise k (par hypothese) et p — 1 (par le
théoreme de Lagrange) donc divise d. Commnie le polynéme X? — 1 ne
peut pas avoir p — 1 racines distinctes, c’est absurde.

Ainsi, S = 0 ¢ et seulement s1 p— 1 divise k. <

4.12. Théoréme de Wilson {1759)

Soit p € N*, p =2 2. Montrer I'équivalence :
(p—1=-1 (mod p} <= p premier.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

e Supposons p premier. Nous pouvons éerire (p — D)l = [  =.

wE(Z/pE)*
Comme p est premier, Z/pZ est un corps et dans ce produit, on peut
associer par paires chaque élément z et son inverse x ™!, lorsque o # 71,
i.e. 2 % 1 ou encore x % +1. Le produit de z par z~! fait 1 et il reste
done
(p— 1N =1x(-T)= -1

e Réciproquement, supposons que p divise 1 + (p — 1)!. On a donc
(p—~ 1)l = —T dans Z/pZ. On en déduit que si 1 <& < p—1, & est inver-
sible (d’inverse — [[  #). Donc Z/pZ est nn corps €t p est premier. <

1€6<p-1
(#k

Bien entendu ce critére de primalité est inutilisable en pratigue. Il
semblerait que le résultat était déjd connu de Leibniz. On peut en déduire
que si p est un nombre premaer congru & 1 modulo 4, alors —1 est un
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curré modulo p (regrouper chague facteur de (p — 1)! avec son opposé
poyr obtenir —1 = (’9;—1) ; on pourra aussi se veporter & Uerercice

1-34)-

4.13. Cyclicité du groupe multiplicatif (Z/pZ)*

Soit p un nombre premier.

1. Soit g un nombre premier qui divise p — 1. Etablir I'existence
d'un élément de ((Z/pZ)*, x) d’ordre multiplicatif ¢.

2. Soit g un nombre premier et o € N* tels que g% divise p — 1.
Montrer Vexistence d’un élément de ((Z/pZ}*, x) dordre ¢°.

3. En déduire que ((Z/pZ)*, %) est cyclique.

(Ecole normale supérieure)

|> Solution.

1. L'entier p étant premier, Z/pZ est un corps et (Z/pZ)* est son
wroupe multiplicatil. Pour tout @ dans (Z/pZ)*, notons y, = % . On
i alors (y;)? = 2P~! = 1, d’aprés le petit théoréme de Fermat. L’ordre
de ;. divise done g et puisque q est preniier, il est douc égal a g ou a 1.
Dire que ordre de v, est 1, ¢’est dire que y, — 1. linaginons que cela
soit le cas pour tout z dans (Z/pZ)*. Le polyndéme X" - 1 aurait au

P} est strictement

mmvins p — 1 racines distinctes. Comme son degré

mférienr & p — 1, c’est absurde. Il existe done = € (Z/pZ)" pour lequel
. # 1. Cet élément 3, est d’ordre g.

Le résultat de cefte question est un cas particulier du lemme de Cau-
chy démontré dans Uerercice 2.10.

2. Inspirons-nous de ce qui précéde : pour tout x dans (Z/pZ)", on

pose gy, = z'# . On a alors (ye)* = xP~! = 1. L'ordre de y, divise

done ¢®; il est de la forme g™ avec r, € o. On considére le plus grand
Jes entiers 7, pour x décrivant Densemble find (Z/pZ)* ; on le note r.

g

—tr - e\ 4
On a r € a. On obtient 2 = (y)? = ((yz)q ) = 1, pour

i <l
lout « € (Z/pZ)*. Le polyndme X«*™" — 1 a au moins p — 1 racines
<listinctes. Ce polynome n'étant manifestement pas le polyndéme nul, son
p—1
=p—1let

=i

degré doit étre supérienr ou égal a p —~ 1. On a donc

o = 7. Etant donnée la définition de r, il existe donc dans (Z/pZ)* un
cléinent dCordre g,

3. 1l a éié démontré dans le chapitre 2 sur les groupes (exercice 2.8)
ijue s (3 est un grotpe abélien et z et y sont deux éléments de G d’ordre
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p et g respectivement, p et g étant premiers entre eux, alors l'ordre de
xy dans G est pg.

Bien évidemment, on établit par récurrence que si zi, ..., &, sont
d'ordres respectifs p,..., pr, les p; étant deux & deux premiers entre
eux, l'ordre de leur produit x1...x. est pr...pr.

Décomposons danc p—1 en produit de facteurs premier g7 ... g%+, les
g; étant des entiers premiers et distincts deux & deux et les o, des entiers
naturels non nuls. DVapreés la question 2, il existe, pourtout 1 €4 < r, un
élément x; de (Z [pZY* dordre 7. Ainsi, le produit x; ...z, est d'ordre
g’ ...g% = p— 1. Le groupe (Z/pZ)* a donc un élément d’ordre p — 1.
il est cychque. <

On pourre également consulter Uezercice 2.8 qui ¢établit un résultof
plus général, & savoir ; tout sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’un
corps commautatif est cyclique.

Dans le cas o on ne suppose plus n premier, on peut considérer
le groupe des inversibles de Z/nZ, habituellement noté (Z/nZ)*. Son
cardinal est le nombre d’entiers k compris entre 1 et n, premiers avec n.
Il est noté p(n); ot ¢ est appelée indicatrice d'Euler. Sia ¢ Z est premier

avec n, il vérifie, d'opres le théoréme de Logrange, a#(™ = 1 (mod n) :
c’est un théoréme d’Fuler qui généralise le petit théoréme de Fermat.

4.14. Critéres de primalité

Soit @ et p des entiers de N* tels que ¢®~! =1 (mod p).

1. On suppose que pour tout diviseur d de p— 1 autre que p—1,
'entier a® — 1 est premier avec p. Montrer que p est pretmier.

2. On suppose que p— 1 se décompose en p—1 =rgavecr = s

et que, pour tout diviseur £ de r autre que 1, Uentier a"T — 1 est
premier avec p. Montrer que p est premier.

(Ecole normale supérieure)

> Solution,

1. Considérons le groupe multiplicatif des inversibles de Z/pZ que
nous noterons (Z/pZ)*. L'entier p est premier si et seulement si Z/pZ
est un corps, ¢'est-a-dire si et seulement si tout élément de (Z/pZ)* est
inversible, soit encore si et seulement si ¢(p) = Card(Z/pZ)* = p — 1.
On a, dans Z/pZ, @' = 1; @ est donc inversible et son ordre dans
(Z/pZ)* divise p — 1. On sait par hypotheése que, pom tout diviseur d
de p—1, a® - 1 est premier avec p et en particulier @ # 1. L’ ordre de@
est donc p — 1. Il en résulte que ¢(p) = p— 1 et donc ¢(p) = p— 1. Cela
montre que p est premier.
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2, Raisonnons par absurde et supposons p non premier. Il admeot,
nlors un diviseur premier ¢ < /p. On a o fortiori a1 =1 (mod q}.
Dans V'anneau Z/qZ, on obtient donc 7! = 1, soit () = 1; a° est
rone un inversible de Z/gZ dont 1'ordre divise r. Traduisons I'hypothese :
pour tout diviseur t # § de 7, a7 — 1 n'est pas divisible par ¢, c’est-a-

. _p—l
dire @+ # 1. Or nous avons

Muisque % décrit les diviseurs stricts de r, lorsque ¢ décrit les diviseurs de
r antre que 1, 'ordre de @° est r. On en déduit que r < g—1. D’auire part,
romme r et § ne peuvent éire tous deux inférieurs strictement 4 /p — 1
ctcommer 2 s, onarz p—1 Henrésulte /p—1<g—1<,/p—1.
I'n élevant au carré, il vient p -1 <p+1-2/Pet /B < 1, ce qui est
exclu.

Conclusion. p est un nombre premier. <

Les eritéres de primalité de ce type sont dus ¢ Lehmer. Le lecteur
intéressé par ces questions pourra consulter 'excelient cours d’algébre de
Michel Demazure’.

4.15. Diviseurs premiers communs aux termes d’une suite arithmétique

1. Soit « et r deux entiers relatifs premiers entre eux. Montrer
qu'il existe k € N* tel que o* = 1 (mod 7).

2. Soit o et r deux eniiers avec & > r = 2. Montrer que la
progression arithmétique de premier terme a et de raison r contient
une infinité de termes ayant tous les ménies diviseurs premiers.

(Ecole polytechnique)

I> Solution.

1. Comme a est premier avec r, sa classe @ est inversible dans Z/rZ.
[’ensemble des éléments inversibles de Z/rZ est un groupe finl. Si % = 1
wit l'ordre de @ dans ce groupe, on a &% = 1, ¢’est-a-dire o = 1 (mod r).

2. Sipged(a,r) =d, on pose a = ad et v = pd, avec pged(a,p) =1
ot > pz 1. Pour tout n € N, on a @ + nr = d(a +np). L’ensemble des
Jiviseurs premiers de e 4 nr étant la réunion de ceux de d et de o + np,
il suffit donc de démontrer le résultat pour o et p. Autrement dit, on
peit supposer @ et 7 premiers entre eux et a = 2,

Reprenons les notations de la premiére question. Pour tout n € N,
on a @™ = 1 (mod r) et donc ¢"*T! = a (mod 7). Autrement dit, il

1, DEMAZURE (M.}, Cours d'algébre, Cassini, 1997, p 71-83,
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existe £, € Z tel que a®**+! = £,r 4 a. Alors la suite (£y,) est strictement
croissante (puisque & > 0) et les entiers £, + ¢ ont bien les mémes
facteurs premiers que a. <

Pierre de Fermat est issu d'une famille de commergants et exerce
le métier de conseiller au Parlement de Toulouse. Pour lui, les mathé-
matiques sont un hobby, ce qui n'e pas empéché ses travauz, dont pey
furent publics de son vivant, d’étre a lorigine de développements féconds.
Il s’intéresse particuliérement aux nombres premiers.

4.16. Nombres de Fermat

1. Déterminer une condition nécessaire sur m € N pour que le
nombre 2™ + 1 soit premier.

On pose pour tout n € N, F,, = 22" +1 : F,, est le n-iéme nombre
de Fermat.

2. Vérifier que Fo, Fy, Fa, F3 et I'4 sont des nombres premiers.
Montrer que F3 est divisible par 641 (pour cela, on observera que
641 =54 424 =145 x 27).

3. Prouver que si n # m, alors F,, et F,, sont premiers entre
eux. Retrouver ainsi le théoréme d’Euclide : il existe une infinité de
nombres premiers.

4. Sip est un diviseur premier de F,,, établir que p = 1 [27F1].
Expliquer pourquoi on en vient naturellement & essayer 641 comme
diviseur de Fs.

(Ecole normale snpérieure)

> Solution.

1. Il est nécessaire que m soit une puissance de 2. En effet, si ce
n'est pas le cas on peut écrire m = 2%k avec k > 3 impair et on a la
factorisation suivante :

k—1
=270 1= @) 1= (2 4 1) (2(22")“(—1)“)

i=1

de sorte que 2" + 1 = (22°)™ + 1 est divisible par 22° + 1 et n’est donc
pas premier.

2. On observe que Fg =3, F; =5, Fs = 17, F3 = 257 et Fy = 65537
gsont bien des nombres premiers. On va montrer que Fy est divisible
par 641, donc non premier. Le trés joli caleul qui suit est dit & Euler. On
a641 = 24 +5% = 145 x 27 de sorte que 5x 27 = —1 [641]. Elevons cette
congruence & la puissance 4 : 5* x 228 =1 [641]. Comme, 641 = 54 4 2¢
on a 5% = —2* [641] et donc 2°2 = —1 [641]. Cest le résultat voulu.
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On a, plus précisément, Fy == 641 x 6700417.

3. Sans perte de généralité, on peut poser m =n +k avec k = 1
On remarque alors que F, divise F,, — 2 = {22")2" — 1. Si p est un
liviseur premier commun 4 F, et F,, il en résulte que p doit diviser
2, d.e. étre égal & 2, Or les nombres de Fermat sont impairs. Ils sont
tonc premiers entre eux deux & deux. Comme chaque F,, a au moins
un diviseur premier, on en déduit qu’il existe une infinité de nombres
premiers.

4. Soit p un diviseur premier de F,,. On se place dans G = ( /)
proupe multiplicatif de cardinal p — 1. Comme p est impair, E+ G. On

¢

n: 3 = —T. En éevant cette égalité au carré, il vient : PR
|'ordre de 2 dans G est donc un diviseur de 2”+! i.e. une pmssance de

2. Cependant, si cet ordre valait 2% avec k < n + 1 on aurait : 2 =17,
(e qui n'est pas! Donc l'ordre de 2 est exactement 27t!, Cet ordre est
nn diviseur du cardinal de G, ¢’est-a-dire de p—1. Le résultat en découle.
Pour n = 5 on doit avoir p = 1 [64]. On teste donc les nombres premiers
parmi 63, 129, 193, 257, 321, 385, 449, 513, 577, 641,... Aprés 193, 257,
149 et 577, on en vient trés vite 4 essayer 641. <

Le résultat de la question 4 est du & Lucas. Fermal avait conjecturé
la primalité de ¥y, pour tout n, conjecture invalidée par Euler. En fait,
on ne connait pas d’autres F,, premiers que ceux vus ci-dessus. A ["heure
uctuelle (2007) on sait que Fy, est composé pourd < n < 30 et on connait
s¢ factorisation pour 5 < n < 11. En revanche on ne dispose d’aucun
Jucteur premier pour F14, Fao, Foo ef Fos. On conjecture actuellement
qu’il n'y o qu'un nombre find de ¥, premiers.

A la suite de Pierre de Fermat, la communauté mathématique montre
wn fort intérél pour les nombres premiers, Fuclide savait déja qu’il y
en o une tnfinité (sa preuve est celle proposée dans Uexercice suivani).
Le XIX® siécle aura ét€ marqué per une concentration des efforts des
mathématiciens en vue de démontrer le théoréme des nombres premiers,
conjecturé par Gauss : si w{n) désigne le nombre d’entiers premiers
inférieurs ou égeuz @ n, alors

n

m(n}) ~ —

n—+oo lnn

On notere la raréfaction des nombres premiers ¢ Uinfini puisque

lim I@ = 0. §i les travauzr de Tchebychev et Riemann furent déter-

n—o0
mmants ¢’est seulement en 1896 que de la Vallée-Poussin et Hadamard
de maniére séparde viennent & bout de la conjecture.

Trouver des nombres premiers nouveausr est une activité qui n'inté-
resse pas seulement les mothématiciens. Les grands nombres premiers
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sont utilisés dans certains elgorithmes de crypteage des données. Beau-
coup de grands nombres premiers connus sont des nombres de Mersenne
M, = 22 — 1 ot p est premier (si ™ — 1 esi premier, a — 2 et n
est premier). En 1644, Mersenne affirma que M, éiait premier pour
p = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127, 257 et composé pour les autres va-
leurs de p premier inférieures ¢ 257 Mais en 1806, Pervasin et Seelhoff
démontrérent que Mg, était premier. En 1876, Lucas établit un méthode
efficace pour tester la primalité des My, (et prouvae ainsi que Mo tait
premier). En septembre 2006 le 44-iéme nombre de Mersenne premier u
été déconvert : il s’agit de Maosgagsr et il posséde 9808358 chiffres.

4.17. Infinité des nombres premiers congrus 4 3 modulo 4

Montrer que 'ensemble P des nombres premiers est infini. Mon-
trer qu'il en est de méme de 'ensemble des nombres premiers congrus
4 3 modulo 4.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
¢ Raisonnons par I'absurde et supposons qu'il n’existe qu'un nombre
fini de nombres premiers. Notons-les py, p2, ..., pn. Considérons 'entier

N=ppz2...pn+1. Comme N est strictement supérieur & 1, il posséde un
diviseur premier pj. Dans ces conditions, py divise N — pipa...p, = 1,
ce qui est impossible. Donc P est infini.

¢ Pour montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus
4 3 modulo 4, raisonnons de nouveau par I'absurde et supposons qu'il
n'en existe qu'un nombre fini n. Notons-les p;, pa, ..., p,. Considérons
cette fois 'entier N = 4p1pa...p,, — 1 2 2.

Aucun des p;, ne divise N, sinon il diviserait 1. Comme N est impair,
tout diviseur premier de N (N > 1) est impair et n'est pas congru & 3
modulo 4 d’aprés ce qui précéde ; il est done congru & 1 modulo 4 et N est
done lui-méme congru 4 1 modulo 4. Or, manifestement, N est congru
4 3 modulo 4. C’est la contradiction cherchée.

Conclusion. [’ensemble des nombres premiers congrus & 3 modulo 4
est infini. <

Ce dernier résultat est en fait un cas particulier du théoréme de la
progression arithmétique de Dirichlet qui affirme existence d’une infi-
nité de nombres premiers de la forme an-+b lorsque a et b sont premiers
entre eur. La prewve de ce théoréme a foil {'objet du probléine de siz
heures posé€ en 1995 oux ENS. L 'exercice suivant traite le cas ou b= 1.
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4.18. Version faible du théoréme de la progression arithmétigue de
Dirichlet (1837)

Onnote®, =X -letpourn =2, &, = 1I X-ez':"),
1$ksn
pged(k,n)=1

le n-ieme polynéme cyclotomique.

1. Montrer que ®, est & coefficients entiers pour tout n € N*.

2. Que peut-on dire d’un nombre premier p qui divise $,(a},
oll @ € Z, mais aucun des ®g(a), ol 4 déerit ensemble des diviseurs
stricts de n?

3. En déduire que pour n = 1 fixé, il existe une infinité de
nambres premiers de la forme An + 1 avec A entler.

{Ecole normale supérieure)

I~ Solution.
hid 2efm
1. & Montrons que X*—1= ]| ®;. On sait que X"—1= T] (X—e%).
dln =1
Notons pour d = 1, P4 l'ensemble des racines primitives d-iémes de
Punité et Uy l'ensemble des racines d-iemes de l'unité. On a, par

définition, ®, = [[ (X —£). Si § € Up. l'ordre de € est un diviseur
&Epn

i de n et alors ¢ € Py. Par conséquent, U, est réunion disjointe des Py

pour d divisant n. D'ot il résulte

xt-1= ] (x-¢ :H(H (X—g)) ~T1%
F3<LUEY dln \E€Py d|n

{)n obtient le résultat voulu

X® - 1 =[] @}
dln

On retrouve ginsi un résultal classique sur Uindicatrice d Euler ¢ :
pour fout entier n = 1, p(n) est le degré de ®, ie. le nombre den-
iiers k compris entre 1 et n, premiers avec n. En considérant les degrés,

identité précédente donne
n=>_ p{d)|
dn

e Nous allons établir que &,, est & coefficients entiers par récurrence
sur 7 22 1 en utilisant le résultat suivant :
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Lemme. Soit A et B deux polynémes d coefficients entiers, B étant non
nul unitaire. Alors 3 et R, le quotient et le reste de la division eucli-
dienne de A par B dans C[X] sont aussi ¢ coefficients entiers.

Démonstration. Le détail de la démonstration est laissé au lecteur; on
peut Vobtenir par une récurrence sur le degré de A (comme pour la
division dans K[X] avec K corps) ou bien en constatant que dans les
opérations de Yalgorithme de division euclidienne, seuls des entiers in-
terviennent.

Etablissons maintenant par récurrence sur n que ®,, est h coefficients
entiers.

* (C'est vral, par définition, si n = 1.

* Sin 22 ®, estle quotient dans C[X] de X™ — 1 par B, oit B est
égal au produit des &y, olt d est un diviseur strict de n. Si on suppose la
propriété vraie pour les entiers < n—1, chacun de ces &4 est A coefficients
entiers et unitaires par définition, donc B est aussi & coefficients entiers
et unitaire. En vertu du lemme, ®,, est & coefficients entiers.

2. Soit p premier vérifiant Vhypothese. Comme p divise ®,(a), il
divise aussi @™ —1. Ainsi, Yordre de @ dans le groupe multiplicatif (Z/pZ)*
divise n. Montrons que cet ordre est exactement n. Si d divise n, d < n,

on a dans Z/pZ
Ed —1= H @dr(a).
d’|d

Or si &' divise d, d’ divise aussi n et par hypothése, @4 (a) # 0. Comme
Z/pZ est un corps, le produit de ces éléments non nuls est également
non mul, si bien que @ # 1. L'ordre de @ est donc n. Comme cet ordre
divise p — 1 d’aprés le théoréine de Lagrange, p est de la forme An + 1
avec A entier.

3. Raisonnons par 'absurde et supposons qu'il n’existe qu'un nombre
fini d’entiers premiers congrus 4 1 modulo n, soit p;, ..., p; La question
précédente, si on arrive & trouver a et p vérifiant les hypotheéses, assure
que p est congru & 1 modulo n. Ce sera insuflisant pour aboutir & nne
contradiction, p pouvant étre alors un des p;. Pour éviter cela, on va
changer n en N = npip2...pq- Si p est congru & 1 (mod N), p ne peut
étre un des p; et pourtant, il est congru 4 1 (mod n).

Il faut done trouver a € Z et p premier, tels que p divise ®n(a), mais
aucun des ®4(a) pour d|N, d < N. On note B=J] ®,. Le probleme

d,d<N
est donc de trouver ¢ € Z et p premier tels que p divise ®y(a) et ne
divise pas B(a).

Le polyndme B est premier avec ®y dans C[X] (en effet, ils sont

scindés sur C et n’ont aucune racine commune), done dans Q[X], puisque
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ces polynéines sont & coefficients rationnels et que le pged est invariant
par extension de corps (l'algorithme d¢’Euclide s’écrit de la méme maniere
dans C[X] et dans Q[X]).

D'aprés le théoréme de Bezout, il existe done (U, V) € Q[X]? tel que
| = Ubn+VB. [l existe a € Z tel que U’ = aU et V! = aV appartiennent
i Z[X] (il suflit de prendre un multiple du ppem des dénominateurs des
coefficients qui apparaissent dans U et V), Comine ®n # 0 et Py # L1,
on peut méme choisir a tel que ®x(a) # 0 et dn{a) £ x1, étant donnée
Pinfinité de a € Z vérifiant aU € Z[X] et aV € Z[X] (ceci en vue d'avoir
des nombres premiers qui divisent ®y(a}}. On a done

a=U'dx+ V'B et en particulier ¢ = U'(a)®n{a) + V'(a)B(a). (x)

Soit p un nombre premier divisant ®x(a). Alors p divise a™ — 1, car dy
divise XN — 1 dans ZIX]. Daus Z/pZ, @ = 1 et donc @ est inversible, ce
qui signifie que @ est premier avec p. Si p divisait B(a), il diviserait a,
d'aprés (), ce qui est exclu.

On est donc dans les hypothéses de la question précédente : p est
congru a I modulo N, et done modulo n, avec p forcément distinet des p,,
pour 1 €1 £ q. C’est la contradiction voulue. <

4.19. Plus petit nombre premier ne divisant pas

1. Montrer que tout entier n > 6 s'écrit comme somme de deux
cntiers prernjers entre eux, strictement supérieurs a 1.

2. Soit (pn)nz1 la suite strictement croissante des nombres pre-
miers. Montrer que pour tout £ > 2, on a pry1 +pey2 < P1P2 - Pi-

3. Pour n € N*, on note ¢, le plus petit nombre premier ne
divisant pas n. Montrer que la suite f‘;—" tend vers .

{Ecole normale supérieure)

i> Solution.

1. Sin est inipair, on peut écrire n = 2+ (n—2) et pged(2,n-2) = 1.

Sin =0 (mod 4), il s’écrit n = 4k avec k 2 2. Alors la décomposition
= {2k — 1)+ (2k + 1) convient.

Enfin, si n = 2 (mod 4), il 8’écrit n = 4k + 2 avec k& 2 2. Alors la
décomposition n = (2k + 3) + {2k — 1) est aussi du type souhaité (si p
premier divise 2k + 3 et 2k — 1 il divise la différence c’est-a-dire 4, ce qui
est impossible, car les entiers sont impairs).

Par contre, 6 =2+ 4 = 3 4+ 3 n’a pas de décomposition de ce type.

2. Pourk=3onapmpops =2x3x5=30et py+ps =711 =18

Posons, pour & 2 3, n = p1p3 ... pg. Comme n > 6, on peut ’écrire
sous la formen =a +b,a>1, 6> 1, aAb =1 Aucun des nombres p;,
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oli 1 <4 < k, ne peut diviser @ {(car il diviserait aussi b). Les facteurs
premiers de a sont done supérieurs ou égaux & pr4+1. De méine pour b.
Or, a et b sont premiers entre eux et n’ont donc aucun diviseur premier
commun. I! en résulte que n = a -+ b 2 pry1 + prsa-

3. Pour n = 2, on note k, l'unique entier tel que

»P2.. Pk, SR<P1P2. .. Pr, 41
1! est alors évident que g, < pr,+1. Alnsi, on a pour n = 2-3.5-7 = 210,

1
Ph, 1 <

o Pror 1

= ?
n mpz.-.. Pe, Pia,
la derniére inégalité résultant de la question 2
Prt+1 < Pkp+1 + Pk, S P1---Dkp—1

pour k, 2z 4, c’est-d-dire pour n = 210. Comme k, tend vers l'infini
lorsque n tend vers V'infini, le résultat est prouvé. <

Les exercices suivants sont centrés sur lo factorialité de Z : tout entier
n 2 2 s'éerit de moniére unique (¢ Uordre des facteurs prés) sous la
forme n = pi* ... p%* ot py, ..., P sont des nombres premiers deuz &
deur distincts et aa, ... .qu des entiers nefurels non nuls.

4.20. Théoréme de Kurschak (1918)

T
N 1
Pour quelles valeurs entiéres n 2 m a-t-on . - € N7

1=m

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

On obtient un entier pour n = m = 1 et on va voir que c’est le seul
cas, Supposons n = 2, L’idée consiste & regarder la valuation 2-adique
des entiers entre m et 1. On peut supposer m < n car 1 n’est pas entier
pour i 2 2. Soit ¢ = max{e{k}, m<k<n}. Onaazl,carilya
au moins un entier pair entre m et n. En {ait, le point essentiel est que
la valuation 2-adique maximale « n’est atteinte qu’une et une seule fols.
En ellet, supposons qu’il existe deux entiers k &' avecm < k < k' < noet
k=2%(2r4+1), k' = 2°(2s +1). Alors 2%{2r4+2) = 2°T1(r 4 1) appartient
A [m, n] et est de valuation 2-adigue supérieure ou égale & o + 1 ce qui
contredit la définition de «. Il en résulte que le représentant irréductible

k)
de la somme % 1 est de la forme 2—;% ol1 A,B sont impairs. Ce qui
i=m
prouve que la somme en question n’est pas un entier. <J
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Le résultat o d’abord €té prowné en 1915 par Toeisinger dans le cos
i = 1 et générolisé en 1918 par Kurschak. En 1932, le céleébre Paul
trdos a prouvé que le résultat se généralise pour des entiers formant
ne progression orithmétique quelcongue.

4.21. Théoréme de Legendre (1808)

Soit n un entier supérieur & 2 et p un nombre premier. Montrer

+00
que la valuation p-adigue de n! est égale & Y E(g%)
k=1

{Ecole polytechnique)

I> Solution.

Notons qu'en fait la somme considérée est finie. Parmi les entiers
entre 1 4 n, le nombre de multiples de p qui ne sont pas multiples de
# est E(%) - E(}%) Chacun de ces entiers améne une contribution
de 1 dans la valuation p-adique de n!. Le nombve de multiples de p* non
multiples de p3 est E( 1—1%) - E(?—;%) Chacun améne une contribution
de 2. On continue ... Si on note ¢ le plus grand entier tel que p? < n, la
valuation p-adique de n! est donc

- £16(3)-(65) - £o(6

(Pest le résultat demandé. <«

Ce calcul permet par exemple de déterminer le nombre de zéros placés
a droite de Décriture décimale de N = 2007!. Il s’agit de trouver la plus
grande puissance de 10 qui divise cet entier. Comme v5(N) € v2(N) le
nombre cherché est égal o la valuation 5-adique de 2007!. Elle vaut

2007 2007 2007 2007
E( 5 )+E( %5 )+E(125)+E(625)*500‘

4.22. Un produit de trois entiers consécutifs n’est jamais une puissance
k-iéme

Soit k = 2. Montrer que le produit de trois entiers naturels non
nuls consécutifs ne peut pas étre une puissance k-iéme.
(Ecole normale supérieure)
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> Solution.

On cherche & montrer que 'équation n(n+ 1}(n+2) = x* n’a pas de
solution non nulle. Mieux vaut écrire cette équation sous la forme plus
symétrique (n — 1)n(n + 1) = z*. Supposons par I’absurde qu'il existe
une solution (z,n) avec n 2 2. Les entiers n et n? —1 sont premiers entre
eux. Or on a le résultat essentiel suivant, conséquence de la factorialité
de Z ;

lemme. Soit @ et b deuz entiers noturels non nuls premiers entre eus,
k = 2. On suppose qu’il eziste ¢ € N tel que ab = c*. Alors a et b sont
ent qussi des puissances k-iémes.

Démonstration.
Ecrivons la décomposition de a, b et ¢ en produit de facteurs pre-

miers :
a= [[ > b= ][] #*% c= ] »™,

¢ premier p premier P premier

ol les ay, B, et vy, sont des familles d’entiers & support fini. Comme
ab = c*, on obtient, par unicité de la décomposition, o, + 3, = kv, pour
tout p premier. Puisque a et & sont premiers entre eux, on a a,3, = 0
pour tout p. Il en résulte que pour tout p premier oy, et 3, sont divisibles
par k. Ainsi a et & sont des puissances k-itmes.

Il existe d’apres le lemme y et z dans N* tels que n = y* et n?—1 = 2*.

D'olt 2% — ¥ = 1. Or deux puissances k-itmes non nulles consécutives
different au moins de & puisque, pour u > 1, (u+1)* —uf 2 ku 2 k > 2.
La relation (y%)* — z* = 1 implique donc z =0et y =1, doin=1.11
n'y a donc pas de solution avec n = 2. <

Erdos et Selfridge ont démontré en 1975 une conjecture vieille de plus
de 150 ans : pour tout m = 2, un produit de m entiers consécutifs n'est
jamais une puissance k-iéme”.

4.23. Théoréme de Palfy-Erdés

Pour tout z € Z et tout premier p, on note z, le résidu de
2 module p. Soit @ et & deux entiers positifs tels que pour tout p
premier, ¢, < by.

1. Montrer que a < b.

2. ERDOS [P} & SELFRIDGE (1.L.), The product of consecutive integers is never a
power, llinois J. of Math. 19, 1975, p. 292-301.
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j

On désire montrer que ¢ = b. Raisonnons par 'absurde et suppo-
sonsa<b.Onnote A=1-2...(a—1)aet B=(b—a+1)...(b—1)b.
Pour p premier et & > 1, on note 7(p*) (resp. 5(p*)) le nombre de
jacteurs de A (resp. B) divisibles par p*.

2. Montrer que s(p*) est égal a r(p*) ou r(p*) + 1.

3. Montrer en utilisant ’hypothese que r{p) = s(p). En déduire
que si p > a, alors #(p*) = s(p*) = 0.

4. On note #(p) e plus grand entier k tel que s(p*) > 0. Prouver

que C§ = n divise [J p'P) 1 et en déduire que
p<a
b—a+1)...(b—1}0 . 1.2... (a— Da
( a+1)..( ) divise ———(u.
IT »te) II»
pse pga

5. On suppose de plus a < % Aboutir & une contradiction.
6. Prouver. en utilisant 5, que Fon aboutit également & une
contradiction si % < a<bh

(Ecole normale supérieure)

!+ Solution.

1. Soit p premier, p > et p>b. Alorson aa=a, < b, = b

2. L’entier r(p*) est le nombre d'entiers d vérifiant 1 < dp* < a. 1l
cu résulte que r(p*) = B }% et g% —1<r(p*Y < I%. On peut écrire,

d'autre part,

ﬂﬁ)szﬂder—a<@fgb}:Cmd{derﬁa<d<—%}

p* P
b b—a
=5 () E ()

l“ncadrons s(p") :

b b_a b (b—a
7*“—T<SW)<?—(k—Q=

P P P P
a a
— 1< s(p*) < +1,
" p*

re") 1< s(P*) <r(@*) +2

Comme dans cette dernidre inégalité, il ne figure que des entiers, s(p®)
vaut r(p*) ou r(pF) + 1.
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3. Considérans maintenant les deux suites finies 8§ = (a,a—1,...,1)
et S5 = (b,b—1,...,b—a+1). Le premier multiple de p dans S} est a—a,
et le premier multiple de p dans 3 est b — b,. Donc, comme a, < by,
celui de S}, qui est le (e, + 1)-itme terme de la suite S} arrive avant ou
en méme temps que celui de S5, qui est le (b, + 1)-iéme terme de la suite
S5. Les deux suites étant de méme longueur, cela entraine r(p) > s(p) et
finalement r(p) = s(p), en utilisant la question précédente.

Ainsi, si p > a, 7(p) est nul et donc s(p) aussi. Donc aucun facteur
de A et de B n’est divisible par p. Il s'ensuit que »(p*) = s(p*) = 0 pour
tout k =1

4. On peut écrire

> 3 sip"
A= H pret {P ) ot B = H P s(p")
P premier p premier
et méme, compte tenu de la question précédente,
5 o) E s(p¥)
A= H pE=t et B = H pE= s
pse psae
p en indice désignant toujours un nombre premier. On en déduit que
B 3 o(p*)-r(p®)
H pr=1 i
pPsa
De la question 3, on déduit 1'égalité
oo oo
K k
> s(e") — () = 3 s(65) —r(").
k=1 k=2

Sik > t(p), on a0 =s(p*) = r(p") et r(p*) = 0. La somme devient donc

oo t(p) t(p)
Z B —r(p") =3 (") —r(p") < Y1 =1t(p) - 1,
k=1 k=2 k=2

la derniere inégalité résultant de la question 2. Par conséquent, entier %

divise [ p*®)~1. 1l existe donc A € N tel que
pLa

B A
t(p) - Ymmt S — .
Hp c'est-a-dire /\(Hp*““)) o

<
L r<o
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Mais _B et A sont des entiers (car p'@ divise I'un des facteurs

e Ilp

pse pga
de B, pour tout p). On est donc en droit d'écrire que

(b—a+1)...(b—1)b divise 1.2...(a71)a‘
IT p*» IIr
psa pga

5. On note m{a) le nombre d’entiers premiers inférieurs ou égaux a a.
1.2...{a — lja

I[Me

pEa
Aprés simplification, on obtient un produit de a — w{a) facteurs tous
inférieurs ou égaux a a. De méme, aprés simplification, le terme de
(b—a+1)...(b—1)
H ptf:o)

psa
knpérieurs ou égaux a b—a+1 (tous les termes du numérateur qui ne sont
pas divisible par un p*®)) avec, par hypothése, b—a+1 2 2a—a+1 > a.
On en déduit que

Considérons le terme de droite dans la relation ci-dessus

sauche de la relation «contienty @ — m(a) facteurs

(b—a+1)...(b-1)b o go @) 3 1.2...(e—Da
[T p'® My 7
pse pLo

ce qui est manifestement contradictoire avec le résultat de la question 4.
6. Supposons g <a<betposonsc=b—0a.0Onall <c< Ij) On

obtient, pour tout p premier, ¢ = b, —a, {p| et 0 < b, — ap < p et done
¢, = bp — 0p £ bp. Ceci est impossible d'aprés 5. On conclut done que
nécessairement a = b. <

Les exercices suivants sont consacrés aur propridtds arithmétiques
des coefficients binomiauz.

4.24. Valuation p-adique de Cg“

Soit p un nombre premier, n € N* et & € [1,p" — 1]. Quelle est
la plus grande puissance de p qui divise an ?

{Ecole normale supérieure)

I - Solution.
La question consiste & chercher la valuation p-adique de C;;'n . On écrit

KICk, =" (0" — 1)(p" —2)... (0" — (k= 1)).
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On note v, la valuation p-adique. Pour tout entier A € [1,5 — 1], on a
143
vplp™ — A) = v (),
car si A = p”u avec u non divisible par p et a < n (puisque A < p™), on
ap®— A= pr(ptT" —u) et p" % —w n'est pas divisible par p. En passant

& la vatlpation dans I'égalité ci-dessns on obtient. puaisque la valuation
d’'1n produit est Ja somme des valnations des ditférents termes,

vp(kY) + 1 (CE ) =n b (k= 1))

et finalement

L'énoned suinant regroupe Irois exercices poses indépendamment.

4.25. Congrucnces de Lucas (1878)

Soil, p ut nombre premier et 1,k des entiers naturels.

1. On suppose i 2 2. Monlver 'équivalence cotre les assertions
svanies ¢

/) 1 est premier;
(i) 9 € [1,n — 1], n divise C7,.

2. On €eril oot kenbase p e = ng +nyp+ -+ +ngp’ et
k=ko+kip+-+kp (avec le méme indice § quitte & compléter
avee des zéros). Etablir le théoreme de Lucas -

Ch=ChCit e (mod p.
(avee la convention habituelle qne CE < 0si & > ).

3. Montrer que le nombre d,, de coefficients binorniaux impairs
sut la n-iéme ligne du triangle de Pascal (¢est-a-dire parmi les CF,
0 <k < n) est nne puissance de 2.

(Ecole normale supérieure)

- Solution.

1. Supposons n premier. Onoa ponr tout ¢ € [1, 1], iCL = nCl YL
Il en résulte gque n divige ¢C. Par le lomme de Gaass. n divise ¢ ou
divise 7. Le premier cas étant visiblement exclu, Iassertion (ii) est
prouvée.

Réciproquement, supposons qrie {#) est vérifiée. Soit d nn diviscur

.. . . o
yositif do . Ou a comme ci-dessus, C4 = 2041 = 0 (mod ). Cela
I Il d n—1

mvite & regarder le résidu des C7 ) modnle n. On obtient, pour £ = 1,

=1
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¢! =n-1= -1 (mod n) et la formule de Pascal, (", +CiT, = Cit!
powr 1< i € n—2, donne G5t = —C4 | (mod n), compte-tenu de ().
I en résulte que pour tout i € [Lon- 1], ona C; | = (=1)" (mod n) ct
i gCﬁjll = :—; (=1)% =0 (mad n), ce qui n'est possible que si d = 1.

Foentier noest done prerier,

2. 11 résulte de la quesiion 1 et de la forumile du bindme de Newlon
que (1 + X)) = 14 X? daus (£/pZ){X]. Pour ¢ € N, ¢ < p, on a done
dars (Z/pZ3X],

(1 Xyt = (1 £ X9 (1 + X)°,

S he N, b < poon obtient, en identifiant les coeflicients de XF1 dany
L donx expressions de ce polynome, 1a congracucee

Ck;.H fr (‘dcc.’; 1,

wpta = CRCL o (mod p).
el dlant valable mome si & > noou b > @, avec la convention indiquée
dins Pénoncé. En opérant Ja division euclidienne de »n (vesp. k) par p,
o peul éerire n = ng + pg ot k = ki +pg’ avec (g.¢') € N*. La formule
pécédente donne
. ’
Ch=CRCT (mod p).

no= My

{in réitere le néme proedéde en divisant g et ¢' par p. ce qui {ait apparaitre
corpme restes ny et ky ot, de prochie en proche, apres 7 itérations, on
obiient
R T k; _—
C,=CrCh ... .Gy (mod p).
3. Soit k € [0, n]. Berivons n et b en base 2 : n = ng+2n; +- - -+2n,
clko = ko+2k 427k, 0ltn, &, € {01} pour loul F < i < f. Puisque,
R L ) N k . ok
d'apres la question 2, on a CF = Ck[[',cfﬁ ... Cr {mod 2), pour que CF
it fmpair, f.e. CE =1 (mod 2). il faut et i suffit que C¥ =1 (mod 2)
pour tout 4. Clest le cas si, et sculement si, 0 < k; € ny pour tout &.

On obtient donc d,, = (ng+1){n 4+ 1) ... (n; + 1) =2, ol1 ¢, cst le
notbre de chiffres 1 dans 1'écriture binaire de u, Par exemple, si n est
unes puissance de 2, il n'y a que 2 coefficients binomianx impairs sur la
r-ite ligne dn triangle de Pascal (les extrémitds, dvidemmment). <1

4.26, Un probléeme de congruence

k

nie =28+ 1 (mwod P°).

:r)
Soit p premicr. Moutrer que y, CEC
k=0

\ (Ecole polytechnique)
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> Solution.
Posons S, = Z CECE, ;- 1 est classique que C = 0 (mod p) pour
tout k£ € [1,p— 1]} {le lectewr trouvera ce résultat dans la question 1 de

Vexercice précédent). Ttudions le résidu modulo p de Cp 4% On a, pour
tout k e [1,p— 1],

RICE = (p+k)p+k—1)...(p+1) =4k (modp).

Il en résulte que p divise k!(Cg +x — 1) et comme k! et p sont premiers
entre eux, p divise Ck,  —1. Ainsi p? divise CF(CE |, —1), ce qui équivaut

aCpCh , =CF (mod p?). On a donc

SPEI+CEP+ZC251+C§T,+2P—2 (modpz),

la derniére congruence résultant de la formule du bindme de Newton.
Pour terminer, on est raniené & prouver que Cgp =2 (mod p?). Cela

est vrai pour p = 2 puisque C% = 6. Dans la suite. on supposera que p
est un nombre premier impair. On écrit

Cgp_g:w_gz 2 i (ji:f(‘p«kk‘)—(pl)’.)
k=1

b (p—1)!

Comme p est différent de 2 et est premier avec (p — 1)!, il nous faut
p-1

prouver que [[(p+ &) —(p— 1) = Qip} — (p— 1! (ol Q(X)} est lo
k=1

p-1
polynéme [[ (X + k) € Z[X]) est divisible par p?.
k=1

8i on éerit Q(X) = XP~! fa,_2XP %+ .- ;X +ap, on a clairement
Q(p) = ag+a1p (mod p?). Comme ag = (-p* 1)! il suffit donc de prouver
que a1 est nul modulo p. En notant Q € Z/pZ[X] la réduction modulo p
de Q, on a

. _ p—1
H X+ = H X-p—k) =][[xX-R.
k=1 k=1 k=1

Les racines de Q sont donc exactement les éléments non nuls de Z/pZ et
ces racines sont simples, Le polynéme XP~* — T a le méme degré que Q
et s’annyle aussi en tout &, pour 1 < k < p—1, d’aprés le petit théoréme
de Fermat. Il est donc égal 3 Q.

De légalité Q = XP~1 4@, oXP 2 4. .- 4 3; X +a5=X?""'—T, on
dédnit @; = 0, i.e. p divise a,. <
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4,27. Le probléme de Ducci

+oo

Pour tout n € N, on éerit n = )Y~ £,(n)27 olt pour tout ¢ = 0,
g=0

zq(n) € {0,1} et £4(n) nul pour ¢ assez grand : il s’agit de I’écriture

de n en mpnération binaire.
+o0

L. Pour n 2 1, on note s(n) = 3 g4(n) et v(n) le plus petit
=0
cntier g tel que £4(n) = 1. Montrer que v(n) =1+ s(n — 1) — s(n),
puis que v(n!) = n — s(n).
2. Soit r 2z 1et D: N"— N définie pour (a1,...,a,) € N" par

D(ai,...,ar) = (ley — az|,|az — asi, ..., lar—1 — ar|,lar — a1|).

Montrer qu'il ¥ a équivalence entre ;
() pour tout @ € N7, la suite (D" (a))n30 stationne 3 0;
{#3) r est une puissance de 2.
Omn pourra utiliser le 7./2Z-espace vectoriel (Z/2Z)".
(Ecole normale supérienre) J

I - Solution.

1. Sin €N, s(n) désigne le nombre de 1 figurant dans Pécriture de
noen base 2. Sin # 0, v(n) désigne la valuation 2-adique de n, i.e. le
plus grand entier k tel que 2* divise n, on encore I'exposant de 2 dans
ln décomposition de n en produit de factenrs premiers.

# Soit n = 1. Supposons que le chiffre des unités de n — 1 soit 0.
Alors celui de n est 1, les autres chiffres restant inchangés. On a dans ce
cas v(n) = 0, s(n) = s(n—1) -+ 1; la relation v(n) = 1 + 8(n — 1) — s(n)
osl, vérifide.

Supposons maintenant qu'il y ait r chiffres 1 a droite de D'écriture
den—1:g(n—-1)=1si0<g<r—1ete(n—1)=0. Alors, par le jen
dles retenues, n va s’éerire avec r zévos A droite et un 1 ensuite : g4(n) — 0
si0 € g<r—1ete(n) =1, les autres chiffres restant inchangés. Par
exemple, en binaire 1011100111 +1 = 1011101000. Par conséquent, on a

sn)=s(n—-1)—r+1 e vm) —r=14sHn-1)—s(n).

On conclut que pour tout n 2 1, F/(n) =r=1+sn—-1)— s(n)—|.

o Comme, pour n 2 1, v(n) est Pexposant de 2 dans la décomposition
de: n en facteurs premiers, on a, si (a,b) € N*?, v(ab) = v(a) + v(b). On
en déduit que
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n

sl = 3 w(k) = 3 (14 sk — 1) — s(k) = n+ 5(0) — s(n).

k=1 k=1

iu(n!) =n—s(n) I

2, o L’idée est de «plonger» le probléme dans Z./2Z pour le rendre
linéaire. On introduit donc 'application linéaire d : {Z/2Z)" — (Z/2Z)"
qui & e = {a1,...,a,) associe §{a) = {21 + @z,02 + a3,...,ar -+ ;). Si
on note @ le projeté dans (Z/22Z)" d’un r-uplet ¢ = {a1,...,0,) € N" on
a 8(@) = D{(a) puisque, quels que soient les entiers x et y, [z —y| et z+y
ont méme parité.

Montrons que la propriété {i) équivaut & dire que J nilpotent.

* Supposons (¢). Pour tout ¢ € N", sl n est un entier naturel tel
que D"(a) = 0, on obtient §"(@) = D"(a) = 0. On applique ce résultat
aux vecteurs ey, ..., e, de la base canonique de (Z/2Z)". Pour 1 < ¢ < n,
il existe n; € N tel que ™ (e;) = 0. Si p désigne le plus grand des ny,
on obtient §* = 0, puisque cet endomorphisme est nul sur une base,
L’endomorphistne § est nilpotent.

* Réciproquement, supposons & nilpotent, d’indice de nilpotence k.

Pour X = {a4,...,a,) € N", on pose m(X) = uax a. Il est facile de
HRi&RT

voir que m(D(X)) < m(X). 5i on fixe X, la suite {m{D"{X))) est donc
décroissante et le probléme est de montrer qu’elle est stationnaire 4 0. On
a Dk(X) = ¢*(X) = 0. puisque 6* = 0. Tous les coeflicients de D*(X) sont

donc pairs et on peut poser D¥(X) = 2X;. On a alors m(X;) < %m(X),

On reprend le raisonnement avec X; : D¥(X1) a tous ses coefficients
pairs. On éerit D¥(X;) = 2X;. Mais comme D{(2X) = 2D(X), on a

D?*(X) = 2DF(X,) = 4Xg et m(Xz) < %'m(Xl) < %m{X).
On itére ce raisonuement jusqu'a un indice p tel que

m(Xp) € —=m(X) < 1.

9p
On a alors X, = 0 et DP*(X) = 0 La propriété (i) est vérifiée.

e Il faut maintenant démontrer que la propriété (if) équivaut & &
nilpotent, c’est-a-dire & §” = 0. En effet, ’espace vectoriel (Z/2Z)" étant
de dimension r, on sait que si § est nilpotent, alors §” = 0 {on se reportera
&4 l'exercice 6.8 pour une démonstration de ce résultat). La matrice de
I'application linéaire § dans la base canonigue est

110 .0
01 1 0

A=|: - - |=1+P.
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ol P est la matrice de permutation d’ordre r

01 0 ... .. 0
00 1
p-—=|000
: 0 01
{0o.. 0 00
Ou a alors
00 1 .. .. 0 Do 0 1
oo o 1 10 0
2 r—1 __ D1 D T
P = R =1 P =1
D L :
1 g 0 : 1 00
gL o .. 00 6 ... .. 010
On en déduit que
r r—1 r—1
kpk Epk
A"=(1+P)" =Y CFP* =21+ CFpF =3 CiP~.
k=0 k—1 k=1

L’endomorphisme § est nilpotent, autrement dit A” = 0, si et seule-
inent i les CF sont tous pairs pour 1 < k < r—1,car (I, P,P%,... . P 1)
est une famille libre de matrices. Montrons que c’est le cag si et seulement
sl est une puissance de 2.

* Supposons que les Cff solent pairs, pour tout 1 < k& < r — 1. Pour
jrouver que v est une puissance de 2, il suflit de vérifier que s(r) = 1.
On a, d'aprés la question 1, pour tout 1 Sk < r -1,

1< v(CY =) —v(ED) —v((r —k)) = s(k) + s(r — k) — s(r). (%)

in numération binaire r sécrit lapa, g ...ag. Si r n'est pas une
puissance de 2, I'un des «; est non nul. Par conséquent, si on pose
k = apa,_1...00, on obtient 1 < k <r—1, 7~k =10...0 (avec
A zéros) et clairement,

s(r) = s(k) + s(r — k).

e qui contredit I'inégalité (). Done r est une puissance de 2.
* Réciproquement, supposons que r soit une puissance de 2. Ceci
eitraine s(r}=let,pour 1 <k <r—1,

V(CEY = s(k) + s(r — k) — s(r) = s(k) + s(r — k) — 12 1,

e qui traduit bien que les C¥ sont pairs.



150 CHAPITRE 4, ARITHMETIQUE

Le lecteur pourra se reporter ¢ Dezercice 4.25 sur les congruences de
Lucas pour une autre preuve de cetle propriété.

Ainsi, nous avons prouvé que 4 est nilpotent si et seulement si Ia
propriété (#¢) est vérifiée. Cela achéve la démonstration. <

Une fonction arithmétique est une applicotion de N* dans C. Le lec-
teur aura déjd pu rencontrer Uun ou Uautre des exemples importants
suivants : ¢ Vindicatrice d’Euler, o {qui & n associe lo somme des divi-
seurs de n), p le fonction de Mobius, T (qui & n associe le nombre de
diviseurs de n )... Elles ont la propriété suivante : sin et n' sont premiers
entre euz, {image de nn' est le produit de image de n par Uimage de
n'. On dit qu’elles sont multiplicatives.

Ces fonctions sont au centre des exercices suivants.

4.28. Expression de » (k)
k=1

On note r(n) le nombre de diviseurs pesitifs de I’entier n. Mon-
trer que

Sr9 =3 8(7) =20k () -+ b= e
k k=1 k=1

=1

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
¢ La premidre égalité provient simplement d une interversion de som-
mation :

n n 1 n n
Yrw=31=Y ¥ 1=y r(}),
k=1 k=1 d|k d=11gkgn d=1
d|k

car Y. 1 compte le nombre de multiples de d dans lintervalle [1,n]

1R

ik

et il y en a bien E(g)

¢ Pour établir la deuxiéme expression, on écrit

i n

Srk=331= 31,

k=1 k=1 dlk dd'<n

. L’ensemble des couples (d, d') vérifiant dd’ < n est

oy 2

en posant d' =
la réunion des couples (d,d’) tels que d < /n et des couples (d,d') tels
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que d < +/n. L'intersection de ces deux parties étant formée des couples
(l,d')avecd < /netd < /n,ona

ir(k): S+ Y o1~ 3L

k=1 dd'<n dd' <n dd’ <n
i<y d'<vm dd'sva

I'ar symétrie, les deux premiéres sommes sont égales et on a donc

122

_ =2y B(M)
Do =2 3 1-r =23 R (f) - <

k=1 dd’ §n
dg/m

La premiére égalité de 'énoncé permet de montrer que le nombre
n
moyen de diviseurs d'un entier entre 1 et n, c’est-d-dire % Y r(k), est
k=1
cordvalent & lnn en Vinfingd (cf. Pezercice 3.21 du tome 1 d’analyse pour
un développement asymplotique plus précis).

4.29. Une majoration de o

Pour n € N*, on note a{n} la somme des diviseurs de n. Montrer

< . £l )
que g(n) <n+nlon (Ecole normale supérieure)

1- Solution.
Soit P ensemble des diviseurs de n. Si d € D, il existe k € [1,n] tel

(e § = % On adone D {% ke 1, n]]} , @’olt l'on déduit l'inégalité

ag(n) €n

-
==

It
—

k

n
l.e résultat demandé se déduit de 3
k=1

1
fdt pour k € [2,n]. <«

< 14 1nn, ce qui se démontre

7=

k
1

«1l Temarquant que % < f

A.

4.30. Equation faisant intervenir o

On note o(n) la somme des diviseurs de n (n entier > 0}.
1. Montrer que a(n) est impair si et seulement si n est de la
forme 2%¢% avec g impair.
2. Résoudre Péquation 3o(n) = 4n - 17.
(Ecole normale supérieure)
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> Solution.

1. L’équivalence est triviale pour n = 1. Soit donc un entier n = 2.
On peut 'écrire sous la forme n = 2°p7'p2? . .. pp*. olt les p; sont des .
nombres premiers impairs deux 4 deux distincts (les o; sont dans N
mais o peut étre nul). La somme des diviseurs de n a la méme parité
que la somime des diviseurs impairs de n, c¢’est-a-dire que le nombre de
diviseurs impairs de n. Ceux-ci sont les entiers de la forme p” pg2 .. .pf’“,
avec pour tout 4, 0 < 3; € ay. [l y en a done (o, +1) (e +1) ... (o + 1).
Il en résulte donc que o(n) est impair si et seulement si tous les o; sont
pairs, ce qui conduit directement au résultat demandé.

2. Supposons équation 3o(n) = 4n—17 posstde une solution n > 0,
Dapres la question précédente, on peut écrive n sous la forme n = 2%¢?
avec g impair.

e Sia = 1 alors g est un diviseur de n et ona g(n) = n+ g ==

Mais dans ce cas 3o(n) > Q?H > dn — 17,

e On a donc a = 0 et n = g°. Si on passe alors modulo 3, on cbtient
dn =17 = 2 [3]. Or, 4n = (2g)? est congru & 0 ou 1 modulo 3 (2 n'est
pas un carré modulo 3).

Conclusion. L’équation proposée n'a pas de solution. <

4.31. Sur la fonction o

On note toujours o(n) la somme des diviseurs de n.
Pour p € N*, on pose f(p) = sup{n € N*,a(n) < p}. Montrer
que pour tout & € N* Péquation p — f(p) = %k a une infinité de

solutions. (E‘cole polytechnigue)

> Solution.

® Ona f(1) = 1. Pour p > 2, on pose ¥ = {n e N* o(n) <p}.
L’ensemble F contient 1 et est clairement majoré par p — 1 car on a
a(n) 2+ 1 pour n > 2. Donc f(p) est bien définie et f(p) < p— 1.

e On remarque que, si p— 1 est premier, p — 1 appartient & F et done
que f(p) = p — 1. Les nombres de Ia forme 1 4 g, avec ¢ premier sont
donc solutions de 'équation pour & = 1. It y en a bien une infinité.

e Prenons k > 2.

* Analyse. Soit (pn)nzo une suite de nombres premiers a choisir,
tendant vers l'infini. On a

o(pr) = 1+ pp <pn+k etdonc flp,+k) = p,.

On obtient 'encadrement p, < f(p, + k) < (pn + k) — 1. Pour avoir
f(pn + k) = pn, il suffit donc que, pour tout 1 <m < k— 1, pp + m ne
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soit pas premier (du moins pour n est assez grand). En effet, dans ces
conditions, p, + m admet un divisewr strict plus grand que /p, + m et

U(Pn-i-m)2pn+m+\/£0n+m+l2Pn.+\/;0n+l.

Done & partir d’un certain ng, si » 2 ng, /P 2 £ et la somme des
diviseurs de py, + m est donc strictement plus grande que p, + k. Par
consécquent, sin 2 ng, f(pn+k) = pn. 1l $’agit donc de trouver une suite
(4 Jnzo de nombres premiers, tendant vers l'infini, telle que pour tout
w2z 0et tout 1 € m < k— 1, pp + ™ ne soit pas premier.

* Synthese. Pour n > &, on considére p, le plus grand nombre premier
inférieur ou égal & n! - (k+ 1). La suite (pn) tend vers l'infini. Pour tout
mel,k—1],ona

Pn<pntm<nl—(k+1}+(k-1)=nl-2

Si pn +m < n! — (k4 1) alors, par définition de p,, pn + m n’est pas
premier puisque p, +m > p,. Sin!—k < pn+m < nl =2, p, +m s'éerit
n! — i avec 2 € 1 € k. Dans ces conditions, ¢ divise n! — 4 et ¢ est bien
distinet de n! — i car

l—i—i=nl=2i2ni—2>k2i=(k-2)i>0.

Done p, +m = n! — i ne peut étre premier. Par conséquent, la suite
(¥ )n>k répond & ce que nous recherchions : d’aprés 'analyse, p, + &
sora solution de 'équation p — f(p) = k pour n assez grand. La suite
(1 )n>k tendant vers I'infini, il y a bien une infinité de solutions. <

Il s’agit dans Dezercice suivant de déterminer les fonctions arithmé-
hques multiplicatives qui sont croissantes.

4.32, Un théoréme d’Erdés (1946)

1. Une fonction f : N* — R est dite complétement multiplica-
tive si pour tout (a,b) € (N*)?, on a f(ab) = f(a)f(b). Déterminer
toutes les applications complétement multiplicatives. Quelles sont
celles qui sont croissantes ?

2. Une application f : N* — R est dite multiplicative si on a
flab) = f(a)f(b) lorsque a et b sont des entiers naturels premiers
entre eux. Montrer qu'une application multiplicative croissante est
complétement multiplicative.

(Ecole normale supérieure)
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> Solution.

1. Soit f une application completement multiplicative. On a pour
tout n 2 1, f(n) = f{n)f{1). Donc soit f est nulle, soit f(1) =1. On ne
s'intéresse dans la suite qu'au cas olt f est non nulle.

¢ L’application f est complétement déterminée par la suite des images
des nombres premiers. En effet, on a pour tout entier naturel n > 1,

Fm) = ] Foy»

peEP

ol P est I'ensemble des nombres premiers et pour tout p € P, vp(n} est
la valuation p-adique de n (le produit est parfaitement défini puisque la
famille {v,(n))pep est & support fini).

Réciproquement, si on se donne une suite quelconque (up)pep de
nombres réels indicée par I'ensemble P, Papplication qui, & tout n = 1,
associe [] u;p(n)

pEP

¢ En gardant ces notations, on va maintenant chercher & quelles

conditions sur la suite {u,) 'application f obtenue est croissante. Lea
applications n - n% pour & € Ry, conviennent. On va voir que ce
sont les seules. Pour p premicr, on a 1 < p et donc f(1) = 1 < w,.
In wu,
Inp
les arp sont égaux. Choisissons p < g, deux nombres premiers et m € N*,
Soit n I'unique entier tel que p™ < g™ < p™*!. Par croissance de f, il
vient por™ £ g™ g pr (") En passant au logarithme, et en divisant
par nlnp, on obtient

est complétement multiplicative.

Posons a;, =

- Onaalors f(p) = up, = p™. On va prouver que tous

1
aﬁxﬂ<apn+1.

24 %
“n " lnp n

AN

r

mlng

lnp

. Par passage & la limite dans I'inégalité ci-dessus,

On fait tendre m vers linfini, Alors, n = E(

) tend aussi verd

P’infini et n ~ mlng

il vient a, < g < ayp, ce qui donne le résultat annoncé.
Conclusion. Les geules applications non nulles complétement multi-
plicatives et croissantes sont les applications n —— n® pour o € Ry
2. Soit f une application multiplicative non nulle et croissante. En
particulier si n € N*, f{n) 2 f(1) = 1. On souhaite prouver que la
In f(a)
Ing

quantité e dépend pas de a = 2. Une difficulté supplémentaire

provient de ce qu’il est dorénavant impossible d’écrire f(a*} = f(a)*.

On va commencer par estimer f(a)* en utilisant la monotonie de f.
Ona f(a—1) € f(a) € fla+1)avecan(a—1) = an{a+1)} = 1. Ainsi,

F(a) < Fla)fa+ 1) = f(a? +a) et f(@)? > f(a)fa—1) = f(a® —a).
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l'ssayons maintenant d’encadrer f(a)®. On a f(a)® < f(a)f(e®+a). Mais
i @ et 6 + o ne sont pas premiers entre eux. On majore donc f(a” +a)
par flal+a+1) et fla)® € flo 3 +a®+a). De méme f(a )3 2 fla®—a® a).

Un montre alors par une récurrence facile que, pour a > 2 et k& >
flof—a* = —a -1 < f@F < fa* 0" fat 1),
Poure = 2,onaa*—a*'—...—a—1 = 1 pour tout & : la mineration

ohlonue est triviale. On regardera le cas de Pentjer 2 & 1a fin, Prenons
ilux entiers g et b supérieurs & 3. Soit n = 1. Notons m,, le plus petit
rniier tel que

That ta <™ -t —p—1

el py, le plus grand entier tel que

Lpb+b2 4 b Ca™—a™ = = 1.
On a
Ja < fl+at - +a®) < fE™ —bp™ = = b= 1) < F(B)™
il
FBP < FL+bb 4o b™) < fla” —a™ = = 1) < f(a)",

e sorte qu’en passant au logarithme, on obtient

2 mfh) <o) < Tﬂlnf(b)-
n n
Il ne reste plus qu’a étudier les limites de % et I - " lorsque n tend vers

l'infinl. Les suites (pn) et (my) tendent vers +oo, Par définition de py,,
on a les inégalités

I ro+b2 b Lo =g = = 1< T b+- o 4 b 2Bt

Un passe au logarithme. Des éguivalences

M(14+b+b 4 4 5) ~p,Inb et 1n(a”—an_1—---—1)~nlna,
1. . Pn Ina Mip

on déduit lim — = - On obtient le mémie résultat pour —~. On
n— 400 n nb n

n<one In f(a) = b In f( ). En conséquence, 11 existe a € R tel que

pour tout n 2z 3, f(n)

Reste le cas de n — 2. De f(6) =6% = f(2.3) = f(2).f(3) = F(2)3*
on tire aussi f(2) = 2%,

Conclusion. Toute application non nulle multiplicative et croissante
est de la forme n —— n® pour a € R, (théoréme d’Erdés). <
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4.33, Probabilité powr que deux entiers soient premiers entre eux

Pour n 2= 1, on note r, la probabilité pour que deux entiers
choisis aléatoirement dans [1, n]? soient premiers entre eux. D’autre
part, an définit Ja fonction de Mdbius 4 : N* — Z de la maniére
suivante : u(1) = 1, w(n) = 0 si n est divisible par le carré d'un
nombre premier et u(p;...pr) = (—1)". si les p; sont des nombres
premiers deux & deux distincts.

1. Montrer que r, = 1 i ,u(d)E(E)Q.
Ton? d

2. Calculer 5 u(d).
d|n

3. Montrer que lim r, = —-
n—+oo 1o

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.
1. Pour n 3 1, notons A, l'ensemble des couples (a, ) € [1,n]? tels

Card A,

queaAb=1.0nar, = Soit pq,....pr les nombres premiers

inférieurs & n et U; I'ensemble des couples (a, ) de [1,n]? tels que p;a
et p;lb. I est clair que A, est le complémentaire de la réunion des Uj.
Rappelons la formule du crible donnant le cardinal d’une réunion finie
d’ensermbles finis.

Lemme. Soit Uy,..., Uy k ensembles finis. Alors, le cardinagl de la
réunion des U; est donné par

Card (0 U,-,) = > (-1)+94lcard (ﬂ U,-) :

=1 e£1C(1,k] icl

Démonstration. Ce résultat se prouve par récurrence sur k ou a l'aide
des fonctions caractéristiques.

- Si1C [1,k] est non vide, le cardinal de I'intersection (), U; est égal

au nowbre de couples de multiples strictement positifs de [] p; inférieurs
1<l

n
I

2
) . La formule du crible donne alors
1€l

ou égaux & n; il vaut donc E (

k
Card A, =n* — Card (U Uk)

i=1

=n?— > (-1)%MCard (ﬂ Ui)

AAIC[1,K] i€l
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2

_ _peedtrip [P | _ % LAY
—n? - Z (—1)CerdT+IE e ;p(d)E(d).

B£LC [1.4} !

On en déduit la probabilité rp, ¢

:nig d}E( )2.

2. Sinous notons S(n) = Y. u(d), nous avons S(1) = 1 et nous allons
d|n
prouver que S(n) = 0, si n = 2. Pour cela, considérons la décomposition
k
e 1 en en facteurs premiers : n = [] p&, ot pi.. .., pr sont des nombres
i=1

premiers distinets et e, . . ., ay, des entiers strictement positifs. Les seuls
diviseurs d de n pour lesquels u(d) est non nul sont les produits de
hotibres premiers distincts pris parmi py, ..., pe. Pour un tel diviscur,
o e pu(d) = (—1)%, o i est le nombre de diviseurs premiers de d. Or, n
possede Ch diviseurs d correspondant & un i fixé. On en déduit que

k
Soiuld) = S CL-1) = (1~ 1) =0

d|n i=0

lsin=1
On conclut que Z w(d {
et Osin =2

3. Pour I'étude asymptotique de ry, il parait naturel de remplacer

2
e terme n—,_, E ( %) par son équivalent La différence entre les deux

1
7
rounnes 8’écrit

, n n 1 2 1 ny2 1 .
(JmnmeE(a) >.——1,0naF——<mE(E) — = <0, ce qui
lonme la majoration

— p(d)
3

parce que la somme partielle de la série ha,rrnonique est équivalente &

= 2 1 221 1 Inn
éz(d_n—i_?)gﬁza—i_ﬂio(_),

d=1

Inn. Il en résulte donc que hm Ty = Z ,u, (la série est absolument

convergeute).
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Ly 6 . : = .
e La quantité ﬂ—] est l'inverse de {(2) = 3. — - Cela nous in-
- n=1 1
e . ity je(ed)
vite a calculer le produit des somunes 3} 5 et ) = Les fa-
n=1 d=1 d

. ld) 1 : . .
milles (?)@1 et (n2 )n;1 sont sommables, donc la suite doubld
(u(d)

d?n? )n,d;1
clativité :

a1 | s s op(d)
(dgl d? nZ::I n? B dnor (dn)? B % v
.

lest aussi et est elle st justifiable du théoreme d’asso-

Limportonece de la fonction de Mabius provient de {o «formule d’in-
versiony suivante. Si f est une fonction de N' dans C et qu’on définil
la fonclion g : N* — € par g(n) = 3, f(d), on peu! retrouver f d par

d|n
tr de g puisque. pour tout n € MY, on a f(n) = 3 ;L(?—;)g(d). Par
din ¢
eremple, pour n > 1. on an = Y p(n) (voir 4£.17). On en déduit que

win) :dlzn,u(g)d, o

Les deux exercices suivants proposent d'établir, avec des argumenty
complétement différents, le foit que tout nombre premier p congru 4 |
modulo 4 cst somme de deur carrds. (est le premier pas vers la co-
ractérisation des entiers noturels n s'éerivant comme somme de dewr
carrés @ est somme de deur corres si, ef senlement si. pour tout nombre
premier p congru 4 3 module 4, Uexposunt de p dans la decomposition
en produits de focteurs premicrs de noest pair,

4.34. Ecriture d’un nombre premier comme somme de deux carrés
P

Seit p un nombre premier imnpair.
1. Montrer que si p est une somme de deux carrés d'enticrs, on
a alors p =1 (mod 4).
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On suppose p cougru & 1 modulo 4.

2. Dénombrer les carrés dans (Z/pZ)*.

3. En déduire qu’il existe n € Z tel que n® = —1 (mod p).
4. Démontrer qu'il existe (a,b) € Z? tels que :

1

< -

n
V< b < p et lb——a
v P VP

5. Mantrer que (bn — ap)? + b = p.

( Ecole polytechnique ]

| Solution.

1. Module 4, un carré est congru & 0 ou & 1. 51 un entier est somme
de deux carrés, il sera done congru modulo 4 & 0, | ou 2.

Comme p cst un entier premier impair, il ne pent étre congru ni 0,
ni & 2 (car il serait alors divisible par 2}. Il s’ensuit qu’un entier premier
impair, somme de deux carrés d’cutiers est congru & 1 modulo 4.

2. Dentier p étant premier, K = Z/pZ est un corps. On a dong,
pour (x,y) € K*2,

=yt e (r—y)lzty) =0=z=youzr=—y

Iar conséquent, & tout carré de K*, correspondent exactement deux
antécédents dans K* par Papplication © —— 2 (on a bien r # —z
ponr x € K*, puisque la caractéristique de K est p > 2). Il y a done

CardK* _ p—

1 ,
cxactement carrés dans K*.

3. Il suffit de prouver que —1 est un carré dans K. Si z € K* est un
carré. on peut éerire 7 = y? avec y € K* et d’apres le petit théoréme de
Forniat,

p=1 9w Pl _
zz =y =y o,
) . R ,p=l r—1 .
Done x est racine du polynéme P = X2 — 1. Les —— carrés non nuls
. 1 s
de K sont done racines de P. Or, P a au plus L 5— racines distinctes ou

vonfondues dans le corps K. Nécessaircment, P ‘est scindé et ses racines
sont exactement les carrés de K*,

Comme p = 1 (mod 4), &
carré dans K.

4. On pose N = E(/p) +1 et £ = % ot on considére les N réeis

iy = k& — E(kg) de lintervalle [0, 1], pour 0 € & < N—1, et les N
. 1 1 2 N-1
intervalles {D *{, [ [,---,[—J[‘

est. pair, (—1)%1 =1let -1 est un

"N NN N
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. s . . . N -
& Suppusons d’abord que |'un des zj soit dans Pintervalle [Tl .1 [
On ak > 0car g = 0. Eu posant b = & et a = E(k£) + 1, on obtient
1

ﬁ’

1
C{'A*l|\<\ﬁ,g

Db N~—-1<p ot ’b%,a

Iinégalité N — 1 < /p ¢tant stricte car /p € N.
¢ Dans I vas contraire, 1os N réels rp sont dans les N — 1 intervalles
IS
N' N
Dirichlet, 11 existe & et £ distinets tels que xy ef xy solent dans le méme
intervalle. Supposons par exemple & < £ Notons alovs b = £ — I ol
a = E(£g) — E(kE). Ona de nonvean 0 < b < N -1 < /p ct
1 1

= [{€—F) — (BUE) — E(REVY =frr — 4] < N < ﬁ

Dauts tons les cas, nons avons montré Pexistence de (a,b) € Z* tel que

1

VP

5. Les inégalités obtenues dans la question 4 impliquent

,avee 0 € & <€ N — 2, D’aprés le principe des tiroirs de

(bﬁ —a
P

Al

T
bh— —a

0<b< /p ct
P

B<b?<p et (bn—ap) <p et donc 0 (bn—ap)®+6° < 2p
Drautre part. on a n? + 1 =0 (mod p) ot done
(b — ap)? + 57 = b2 (0" + 1) — 2abnp + «%p® =0 {(wod p).
Cotme cet entier appartient a Uintervalle |0, 2p[. cela implique Uégalité
(bn — ap)” +b° = p.
Conclusion. Tout nombre premijer congrir a 1 module 4 s’écrit comme

some de deux careds dentiers. <

4.35. Théoréme des deux carrés, preuve combinatoire

Soit p premier cougru a 1 modulo 4, p = 4k + 1. On considére
I'ensetnble
S={(a,be) e N* % Z. dab+ ¢ = p}.
1. Montrer que S cst non vide, fini ¢t inclus dans (N*)? x Z*.

Prouver que S; = {(a,b,¢) € 8, a > b+r} et 83 = {(a,b,r) €
S, a < b+ ¢} forment nne partition de 8. Exhiber nne bijection de

Sy s Ss. ‘J
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2. Montrer que f : (a,b, ¢} — (0—b—¢, b, —2b—c) est une invo-
fntion de S1. Chercher ses points fixes ¢t en déduire que le cardinal
de S est congru a 2 modulo 4.

3. Montirer que Sy = {{a,b,¢) € S, a5 b} aun cardinal divisible
par 4. En déduire que p est somme de denx carrés.

(Ecole normale supérieure)

I - Solution.

1. Comme (k,1,1) € 8, 8 est non vide. Si (a,b,¢) € S les entiers a,b
vl |r| sont majorés par p. Donc S est fini. De plug, sia =0 ou b =10, on
ap=c? ce qui cst impossible car p est premicr et si ¢ ={), p = dab est
pair ce qui est tont aussi absnrde. Donc 8§ est inclus dans (M*)2 < Z*.

On a{(k 1,1) € 8; et (1, k1) € Sa. de sorte que 5 et Sy sont non
vides, Comme 8, et 8, sont visiblement disjoints, il suffit de prouver
quil n'y a pas de triplet (o, b, ¢) € S tel que @ = b+¢. Or, on aurait dans
Ce Cas

p=A4b(b+c) + ¢ = (e +2b)°,

e est impossible. On o bien 8; U S, = 5.

D'autre part. on peut véritier que Vapplication qui & (o, b. ) associe
(b, e, —-¢) est une bijection de 8 sur 8,. Les ensembles 8, et §, ont donc
mete cardinal en (S = 215,

2. Montrons pour commencer que si le triplet {(a,b, c) est dans 5,,
alors (@ —b — ¢, b, —2b— ¢) est aussi dans 5,. En effet. o — b —c et b sout
positifs, 4(a —b— )b+ (—2b—¢)? =dab+* =peta —b—c> —b ¢
var @ > 0. Done f est une application de 8; dans 8). Enfin f o f = Idg,
e sorte quon a bien uue involution.

Le riplet (a,b.¢) est fixe par fsla =a —b—cetc = =2b—¢,
¢'vst-a- dire si ¢ = —b. 11 vient alors p = dab + b2 = b(de + b). Comme
j+ esl premier, cela impose b= 1 et @ = k. [1 ¥ a donc un unique point
lixe. Par ailleurs, la décomposition en cycles 4 supports disjoints de la
pernmtation f est composée uniquement de transpositions (car f est
(lordre 2). La réunion de leurs supports (S, privé du point fixe) est
done de cardinal pair. 11 en résulte gque le cardinal de Sy est impair et
done que 15| = 2 (mod 4) (puisque |3} = 2|S;]).

3. A tout {a,b,¢) € S avec ¢ # b, on peut associer les 4 triplets
distinets (e, b, ), (a,b, —¢), (b, a,c) et (b a. —¢) tous dans 8. Le cardinal
de 83 est done divisible par 4. 11 résulte de cela ¢t du résultat de la
question précédente qne [S3| ne pent &tre égal a |S| et que Sz est donc
strictement inclus dans S, On peut done trouver un triplet de la forme
tu.a,¢) dans S. On a alors p = 4a® + ¢ = (20)° + & qui est somme de
lenx carrés. <4
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Cette prenve combinotoire du théoréme des deux carrés est frew
récente. Elle est due ¢ Don Zagier et date de 1990,

On s'widresse duans ce qui suit awr sorames de quotre carrés.

4.36. Théoréme des quatre carrés de Lagrange (1770)

1. Etablir que pour tong (a,b.e,d, x4y, 2.t) € Z8,

(a? + b2 + A d?) (@ 2R ) = (ax 4+ by + cz + dt)* +
(ay — bz — ot + d2)* + (az + bt — ce — dy)* + (at — bz 4 ¢y — dx)>

2. Soit p un nombre premier unpaiv. Montrer quil existe (a,b)
dans 72 tel que p divise 1+ a? + 6°.

3. Soit E lensemble des cntiers naturels n 2 1 tel que np soit
somme de quatre carrés d’entiers. Montrer que E n'est pas vide. On
note m son plus petit élément. Montrer gque m < p, puis que . est,
Impair.

4. Supposons que 1 < m et que mp = a® + b2 +¢2 +d% En
considérant les résidus de a, b, ¢, d modulo m de valeur abscluce mi-
nimale, construire ' < m appartenant a E. Conclure,

5. Eun dédnirc que tout enticr naturel peut s’écrive comme
somme de quatre carrcs.

(Ecole normale supérieure)

r> Solution.
1. Prendre un logiciel de caleul formel ou développer de téte le
membre de droite et se convaincre que les doubles produits s'élirinent.
2. Notons que p divise 1 4+ a? + b° si ot senletnent si —1 = @® + %
dans Z/pZ. 1l nous suffit de montrer que —1 est somme de deux carrés
dans Z/pZ.

. i +1
On sait qu'll y a exactement £

carrés dans Z/pZ. Rappelons-

en rapidement la preuve. L’application z —— x? est un morphisme de
groupes de (Z/pZ)* dans lni-méme, de noyan {£1} et d'image le groupe
C dles carrés uon nuls. Le premier théoreme d’isomorphisme permet d’af-
tirmer que C est isomorphe & (Z/pZ)" /{=1}. Comme ~1 £ T (car p est

impair), il y a cxactement L

carrés uon nuls. En rajoutant 0 le
campte est bou.
Los ensembles {2, r € (Z/pZ)} et {-1 -y, y e (Z/pZ)} sont donc

. 1
tous les denx de cardinal Pt

. donc ils se eoupent. Notons gue cela

protve plus généralement. que tout ¢lément de Z/pZ est somme de deux
carrés.
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1. La question 2 maontre Uexistence de n € N* tel que
np=1+a®+b =0"412+a% + b

Dove E n'est pas vide. En fait, on peut choisir a et b avec une valeur

alvolne minirnale, ¢est-a-dire vérifiant |a] < g et {b] < g En cffet, si

cedest pas le cas, on considére @’ et Y, congrus respectivement & « et b
) . oo .

anxdile p. tels que |a| < g ot |¥] < % (les inégalités sont strictes car p

cal lpair). On a alors

1+a 10 =14+ =0 (mod p)

el existe n' € N* tel que 1+ o+ = n'p. Si a et b vérifient cotte

2

vondition supplémentaire, on a np = | bt bt <1+ % - On en déduit
e < p et done m <2 p. par définition de m.

sSupposons par absurde que m soit pair. O sait qu'on peut écrire
mp = a? 4 3% + 42 4 5% Les entiers o, 8,7, § sont soit tous pairs, soit
kol inrpairs, soit deux pairs ot deux impairs. Quitte & changer 'ordre
<ive Lermes, on suppose dans le troisibme cas que o et 3 sont pairs et y
v & sont impairs. Mais alors, dans les trois cas on peut écrire

m (o4 3\ (a-—,d)2 (7+5):’ 7_5)'-’
Ep*(Q)Jr_z T +(2 :

e qui contredit la minimalité de m. Done m est impair.

4. Notons a,3,7,4 les résidus respectifs de a, b, e, d introduit= par
Fénoneé. Onaa?+ 2+ 72+ 82 =a? + 82 + 2 + 2 =0 (mod m). Soit
' <N el que mm” = o + 3% + 47 + 47 L'entier m’ n'est pas nul car
sntl rp diviserait a.b. o et d. m? diviserait mp et m diviserait p, ce qui
ol impossible, car 1 < m < p.

2
Par ailleurs, comme a” + 82 + +% + 8% < 4 (E) = m? (linégalité
culostricte car o oest imipair), on a b < ' < . D'aprés la premiére
ijuestion, on peut éerire

Pm'p = (0 + B2 447+ ) @® + b4 P4 d?) = A7+ B? 4+ C? 4+ D
AVEC

A=gatbdtcy+dé= a3 Ll P =0 (mod m),
B=af-ba—cdt+dy=ab—ub—cd+ecd=0 (modm)

vt de mere, C et D divisibles par . On a donc

, (A)Z B 2 -C 2 D 2
m ('m m ™
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ct m’ appartient 4 E. Cela cortredit la définition de . On conclul
aue m =1,

5. 1l est clair que 0.1 et 2 sont sommes de quatre carrés. D'apréy
la question 4, tout nombre premicr impair égalcment. Le théoreme
de décomposition cn facteurs premniers et la question 1 permettent de
conclure. <

Voici un erercice sur les sommes de trois cerrés.

4.37. Lemme de Davenport-Cassels

Soit n € N. On suppose que n est la somme des carrés de trois
rationnels, Montrer que n est la somme des carrés de trois entiers,
(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

La propriété est évidente pour n = 0. Nous supposgerons done n > 0,
Nous donnons e ce probléme une formulation géomeétrigue - si la spheére
S de R® d*équation @2 + y? + 2% = n passe par un point rationnel, alory
elle passe aussi par un point entier. Nous raisonnerons par I'absurde et
supposerons (ue S contient un point & coordonnées rationnelles, mais
pas dc point & coordonnées entiéres. _

Soit « € QYN8 Tt existe v € Z% et d 2 2 tel que a = én. Nous
supposerons ¢ et 1 choisis de telle fagon que d soit njinimal.

Montrons qur'il existe a’ € Z* tel que |la —a’|| < 1 (il s’agit de norme
enclidienne). 81 e = (x,y, 2}, on considere les entiers ¢/, 4/, 2" les plus
proches de x, y, z respectivement. On obtient [ — /| < 5 ly - | < %

1 1 1 V3

1
~ 21 € . On en déduit que [ja — a' LAV S L LT
et |z — 2| - On cn déduit que ||ja —a'|| < it a1 5 <1

Puisque « iCappartiont pas & Z°, ' est distinct de o, La droite qui
joint @ 4 &’ conpe la sphére S cn «. Elle la vecoupe en point ay dont nous
allons calculer les coordonngées,

1l existe A € R tel que @) = @’ + Ma —~a'). On écrit que 0 appartient
as:

n=|la;|* = |&/||* + 2x{e’ 0 — ') + A*|a — &)
Une solution de cette“éggatiou du second degré est 1, puisque o € S.
a|" —n

L’autre est done A = To—al?’ Examinons o — a’||? ; ou obtient
—

- 2 d
lo— 12 = a2 + lalf? — 20,y = [* 0~ ety = 2,
[}
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L

woe d) € N, puisque of et u sont dans Z2 et 0 < d; < d, puisque
0 fla—ea'f < 1

|f = _ d(|a’ | - m
la — a’|® d)

On en dédait A = |

ot

. d(lla’> = n) 1

a4 = & +AXa-—d)= u - do’
1 { ) T 7t )

"2

a'|F —n
o 4 Lo I (u — da’).
d
1 existe douc v € Z* tel que ay = []—-u‘ Par ailleurs, a; appartient & S.
ey

Mais on a 0 < d; < 4, ce qui contredit la minimalité de o, Nous ohtenons
li contradiction sonhaitée. <

4.38. Une équation diophantienne

Soit m e M, oo € N, avec v > n 22 2. Montrer que 'équation
2 ;
R o X N

n'a pas de solution entiére autre que (0,...,0).
(Ecole normale supérieure)

|
| 2
|
|
/

1> Solution,

Nous alluns raisouner par 'absurde. en utilisant 1a méthode de la des-
vente infinie - supposant qu’il existe une solution (iry.. .., z,), différente
de (0,...,0). nous déwontrerons qu'on peut trouver une avtre solution
(111, .., yn), différente de (0,...,0). telle que g+ -y, < 2+ - 41y
Le procédé pent etre réitéré. La somme xq + -+ 4 r,, qui apparticnt
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a N, ne pouvant décroitre indéfiniment, cela donnera la contradiction
souhaitée.

Si {7y, ..., wpn) est une solution différente de {0,...,0), on a, pour
toul 4 € [1,n], ; # 0. On peut sans perte de généralité supposer que
@1 € -+ € 2, On va chercher une autre solution de 'équation sous la
forme (xy. ..., ¢, y) et vérilier que y < .&,,. Pour que (r,, ... %, _1,y)
soit solution, il faut que y gsoit racine du polynéme

=1

P=X- QXY T X - Z??
=1

On sait déja que Dentier x, ost une racine de P. La somme des racines do
ce polynimne tant a.ry .. o, _ . Uantre racine y est entidre et strictement,

n—1
positive {car le produit des racines est Y w?). Comparons-la & 2y, ;. Le
i=1
caleul de
—i
2 . g2 2
Plopo1) = @i _q—ady...&Tp_28n_| + E i
i=1

n—2
y .2 2 2
= (n—or ... ra_a)n_ | + E zy = {n— 2w,y
i=1

n—-2
montre que P, ) est strictement négatif, car 3 27 < (0 — 2w?
iz=]

ot x| ... &np_o 2 a > n Onen déduit que », | est cntre o, ct . On a
donec y < £, 1 < Tn.

On a obtenu une autre solution (x), ..., Z._;.y) de notre équation,
différente de {0, .. .. ) vérifiant i)+ - Fan_ +Y < T+ Ty, <

Ce chapitre d’orithmétique ne pouvait s’achever sans citer le grand
théoréme de Fermat : pouwr n 2 3, Uéquation 2™ + " = z" n'a pas
de solution non triviale dans Z. On trouve menton de ce résultat dans
une annolation marginale, éerite dans Uouvrage de Diophante par Fer-
mat, quz déclarait ne pas pouvoir donner sa prevue par margie de ploce,
O est certain aujourd’hur que Fermal ne ponvait pas en avoir nne
démonstiation compléte. Mais le 1nythe était crée el des géndrations de
mathématiciens pendant trois siécles allaient §'évertuer ¢ lr démontrer.
Le Froncais Lamé crut son hewre de gloire arrivde lorsqu’au siécle der-
nier, d en présenta une preyve. Malheureusement, o utilisait implicite-
ment la foctorialité de certains sous-anneaur de C, qui n'est pas toujours
vérifice. De celle erveur furent tirés des prolongernents qui ont contribué
4 meftre en place lo théorie moderne des anneour ef des idéau.
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st en 1994 que le mathématicien anglars Wiles achevait ce long
chenin dond le bout etait éclodré depuis déja une vingtaine d'années par
oo anancées de Weil.

Lemereice susveand 1ésout ce quon appelle le premier cas du théoréme

di I rmat pour certains nombres premiers,

4.39. Théoréme de Sophie Germain (1823)

Soit p wn nombre premier de Sophie Germain, c'est-a-dire un
nombre premier impair tel que ¢ = 2p+1 soit premicr. On se propose
dr prouver le théoréme de Sophic Germain : il n’exisie pas de friplet
Cooy,2) € 23 tel que vy 20 [p] et 2 + P + 27 = 0.

1. O raisonme par absurde. On suppose donné dans la suite
an triplet (z,y,2) € Z% tel que 2" + y# + 2P = Q et ayz # 0 [p|.
‘lontrer qu’on peit supposer pged{x. y, z) = 1 et quialors, z,y, 2
sont premiers entre cux deux a deox.

2. Montrer qu'il existe deux entiers a ot e lels que ¥ + 2 = of'
p—1
o S0 (—2)P 1Ry = aP. Ttablir Pexistence de deux entiers b, ¢ tels
k=D
ey +y = eted s =4hH.
3. Sim € Z w'est pas divisible par ¢, montrer gue m? = £1  ¢].
b'n déduire qu'un et un seul des trois enticrs o, y, z est divisible par ¢q.
O supposera. que c'est @
4. Etablir successivement les congruences suivantes, toutes mo-

dnlo ¢q

Wird —ar =0 a=0; y=c® et o =py* L.

Oblenir une contradiction et conclure.
(Ecole normale supérieure)

1 Solution.

1. Soit d = pged(x, y,2), ¢’ = g, y = g et 2 = 2 On a alors

Py 42 =0, pged(a’. . 2') = 1 et bien entendu 2y’ 2" # 0 [p]. On
pent done supposer pged(a, ¢, 2) = 1 Snpposons alors que pged{s, y) > 1
ol notons pg un diviseur premicr de pged(.s. y). Comine py divise P ¥,
il divise 2% et donc = d'aprés le letmne d'Euclide, ce qui cst contradictoire
avee pged{x,y, z) = L, Donc z et ¥ sont premicrs entre eux. Le méme

riisonnement s'appliqie anx autres couples.
p—1
2. Montrons en raisonnant par labsurde que y+z et Y (—z)P 175y
=0

xond, premiers entre enx. Supposons done gqu'ils ont un codiviseur pre-
infer p'. Om a classiquernent
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p—1
(n (y+2) (Z(—z)”_l“ky") =yP + 2P = —af = (—z)".

k=0

On en déduit qu'alors p'> divise —z® et donc que p' divise z. De plus,
comme y = —z {p],on a

1 p—1
PICE St D S aLET Vet e W
k=0 k=0

c’est-a-dire que p’ divise py* . Par k lemmec de Gauss, soit p/|p, c'est-
a-dire p’ = p, et dans ce cas p divise x, ce qui est exclu par hypothése,
soit p/ divise =" et divise donc y. Mais alors, I et y ne sont pas premiemn
entre cux : nouvelle fomradjct.ion.
el
Ainsi, y+z et ¥ (—2)?1~*y* sont premiers entre eux et de I'égalité
k=0
(1) ci-desnss, on déduit 'existence de deux entiers a et a tels que

p—1
y+z=a® & Y (-2 'ty =ar
k=0

{Si l¢ produit de deux enticrs 4 el v premicrs entre cux est une puissance
k-itne, alors u et v sont tons les deux des puissances k-iémes colnme nous
avons pronvé i Pexercice 4.22).

Par sywmétrie, on prouve de méme qu'il existe deux entiers b, ¢ tels
quer+y=el z+z=>H

3. Soit m un cutier non divisible par ¢. Par lc petit théoréme de
Fermat, ou sait que m?~' =1 [g], ce qui donue (m?)? = 1 [g] et donc,
comme g est premier, m? =1 [g] ou m? = —1 lq] (Z/qZ est un corps).

Supposons par I'absurde qu'ancun des trois entiers @, y, z n'est di-
visible par ¢. Alors on a 27 = 1, y* = +1 ct 2F = 1 modulo ¢ et
cn sommant, on obticnt que 2P + y* + z¥ est congru 8 3, 1, —1 ou -3
modulo ¢ (selon le nombre de signe +). C’est absurde (car ¢ > 5). Done
I'un des trois entiery est divisible par ¢g. On peut évidemment supposer
sans perte de généralité que c’est z. Alors on a yz # 0 [g], puisque z,y. z
sont deux & deux premiers entre eux.

4. Toutes les congruences suivantes sont modulo g. On sait d’aprés
laquestion2quey +z =a®, z+y=c et z+ z = V. 1| en résulte
que B + ¢ —af = 2x = 0. On a évidemment y = ¢ puisque z = 0.
Par ailleurs, ¢ ne divise pas y, donc pe divive pas c. Il en résulte que
y = *1. De |la méme maniére, on obtient z = £1. Si maintenant ¢ ne
divise pas a, on a a® = +1. Mais alors ¢® + b® — a” est congru a 3,1, -1
ou —3 modulo ¢, ce qui est impossible (car ¢ divise ® + b - a?). On
conclut que ¢ divise a.
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ltegardons maintenant o®. Sachant que y + z = af = 0, on en déduit
he

p—1 p—1
o = Z(wz)p—k"'ylc = Z P = pP
k=0 k=0

Nous avons montré que y = +1. Il g'en suit que of = p(—1)?~* = p (car
i 1 est pair). Cest absurde puisque, d’aprés la question 3, une puissance
pine est congrue & 0, —1 ou 1 modulo g, Nous aboutissons dans tous
les cas & une contradiction, Il ne peut exister de triplet (z,y, z) € Z° tel
meayz Z0plet P + ¢y +2P = 0. <

Sophie Germain (1776-1851) est quasiment la seule femme mathé-
maticienne de son temps. Elle suivit les cours de UEcole polytechnique
rur correspondance car les femmes n'y élaient pas admises et c’est sous
e psendonyme masculin de Mauwrice Leblanc qu’elle écrivit ¢ Gouss pour
tui faire part de ses découvertes arithmétiques. C'est dans celte corres-
pondance qu’apparait le théoréme ci-dessus. Le plus grand nombre pre-
wer de Sophie Germain connu en 2001 est 108433307 x 20152 _ 1 ot 4
comporte 20013 chiffres. On conjecture qu’il en eriste une infinité.



Chapitre 5

Polynomes

La théorie des équations polynomiales, qui précéde de loin la défini-
tion formelle des polyndmes, a €té le propos essentiel de [algébre jusqu’au
X1X¢ siécle. Elle est o [origine de nombreyses notions : corps, nombres
ulgébrigues... Son développement est lié aux extensions successives de
fa notion de nombre ; introduction des nombres néqatifs, des normbres
irrationnels, puis des nombres complezes.

Dés la plus haute Antiquité, on rencontre des exemples de résolutions
d’équations. Les Babyloniens savent résoudre Uéquation du second degré
et les Grecs en font la base méme de leur géoméirie,

Apres UAngiguitd, i faudra aftendre le XvI°® siécle pour que des
progres substanticls opparatssent, dus @ 'école wtalienne. Secipione del
Ferro, Tartaglic et Curdan apportent la solution de 'équation du troi-
sieme degré, L’équation générale est ramenée @ la forme réduite z° +
pr + g =0, dont une solution s’écrit

e r
4 27
2 3

Cette solution souléve des difficultés : si qz + % est négatif, cas ou
Udquation a des racines — on le sait depuis Archiméde — on ne peut
pas calculer x. Powr lever la difficulte, Cardan introduit timidement de
nouveaur nombres, «impossiblesy ou wimaginairesy. Ferrard et Bombelli
resolvent équation du quatriéme degre.

Grace a l'école talienne, lu théorie gendrale des équations vlgébrigques
se précise. L'éguation étant mise sous la forme P(x) = 0, on prend
conscience de Uimportance du degré de P pour le nombre de solutions.
On découvre que si g est une mcine de P, on peul factoriser par x — a.
Les relations entre les coefficients et les fonctions symnétriques des ra-
cines d'un polyndme oppavaissent che: Vidte (1540-1603), mais c’est
Girard qui en 1629 leur donne toute lewr extension. Suivi par Newton.
il exprime les sommes des puissances des racines en fonction des coef-
ficients. L’étude des fonctions symeétriques des racines va se développer
au XVIT® siecle avec Waring et au X1X°® siecle avec Cauchy.

Ay Xvit® siécle, la majorité des mathématiciens est conuaincue
qu'une équation de degré n posséde n racines, celles-¢i poyvant ne pas
étre réelles, mais il faout attendre d’Alembert pour trouver en 1724 une
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définition précise des nombres complexes (sous la forme a 4+ v —1b). En
1799, Guauss fournit plusieurs preuves rigoureuses du «théoréme fondn-
mental de Ualgébrey ou «théoreme de d’Alembeirt-Gaussy .

Des progris sont réalises éqalement dans Uétude du nombre de racines
réelles, et de leur signe. En 1637, Descartes énonce la régle qui porte son
nom sur le nombre de racines positives d’un polyndme. On frouve dans
I'Algebre de Relle (1690), lo propridié suivante : ontre deux solutions
de Udquation Plx) = 0. il existe au moins une solubion de Uéguation
P'(x) = 0. C'est Sturm. gui formule, en 1829, les résultats les plus précis
sur le nombre de racines réclles d’un polyndme.

Aprés les suceés de Uécole italienne au xXvI1® siécle, les mathémati-
ciens se sont attachds ¢ trounver des formules analogues pour leg deqrés
sutvants. Les réflexions sur cette question prennent un four nouveau
avec les travour de Lagrange (1771), qui étudie les permutations des
racines 4 une éguation laissant invarianies certaines fonctions de ces
rucines. Ces iddes sont approfondies par Couchy et Ruffini. Abel donne
une deémonstrofion rigoureuse de impossibilité de résoudre par radicau
Uéquation générale de degré 5 en 1829, Enfin, en iniroduisant la notion
de groupe, Galois énonce lo condition générele a laguelle satisfait toute
équation résoluble par radicaux (18531).

L distinction entre les nombres algébriques, recines d’un polynome
a coefficicnts entiers, ct les nutres qu’on nomme transcendants. date
du XVUI© siécle, mads i faut attendre 1844 pour que Liouville démpnire
Ueristence de nombres transcendonts et plus longtemps encore pour gue
soit démontrée lo transcendance de ¢ (par Hermite en 1872) et celle de
7 (pur Lindemann en 1882).

Quant @ la défimition formelle des polyndmes et & Udtude de leur
structure, elles chemineront tout an long du XIX® siéele au rythrme lent diy
processus d’axiomatisation de Unlgébre : par cremple, Dedekind infrodust
la notion de corps cf définit les idéaur vers 1870.

Les cours modernes remonient Uhistoire ¢ Uenvers el commencent
presque towjours par introduire les polyndmes en tant qu’objet formel.
Suivant cet usage, les premiers excreices concernent les polyndmes for-
mels et la struciure d’algébre que ['on obtient.

5.1. Egalité polynomiale

Dans quels corps a-t-on X' —X?+1 = (X* - 5X+1}(X*+-5X+1) 7
(Ecole polytechnique)

> Solution.
En développant, on obtient
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(X2 — X + 1)(X2 45X +1) = X' —23x* + 1.

Itemarquons que st K est un corps qui convient, les polyndémes en ques-
tiom sont dans Kg[X], Ko élant le sous-corps premier de K, antrement
dil. 1e plus petit sous-corps de K. On sait que Kq est isororphe a @ (si
I cst de caractéristique nulle} ou a Z/pZ (si K est de caractéristique p,
avee popreriier).

En caractéristique nulle, 23 # 1, donc K est de caractéristique p pre-
mier et on doit avoir 23 = 1 (mod p). Cela arrive uniguement pour p — 2
olop — 11.

Réciprogquement, dans tout corps de caractéristique 2 ou 11, 23 = 1
ol égalité X* — X2+ 1 = (X? = 5X + 1){X® 4+ 5X + 1) est vérifice.

Conclusion. Les corps de caractéristique 2 ou 11 sont les seuls corps
rpondant au probléme. <

5.2. Une sous-algébre de R[X]

Soit A la sous-algeébre de R[X] engendrée par X? et X*. Montrer
que A n'est pas isomorphe & B[X].
(Ecaole normale supérieure)

| - Solution.
¢ Pour commencer, explicitons la sous-algtbre A. Pour tout entier
£ .
k> 2, A contient X*, car on peut ¢erire, si k est pair, X* = (X¥)? et si

k

I est impair, X* = X® (X*) % . Comme A est une sous-algébre de R[X],
elle contient 1inité de R[X] et done R. Aipsi A contient \{e;:lt(X’“).

Mais il est clair que \é(;%t(xk) est une sous-algébre de R[X] qui

contient X2 et X%, En effet, ¢’est par définition un sous-espace vecto-
viel, qui conticnt 1 et qui est stable pour la multiplication, car pour
wout(k, ) € (N\{1}1)? on a X*XF = X et b+ £ € N\ {1}. Clest
done A,

¢ Soit @ un morphisme d’algebres de R[X] dans A. Il est déterminé de
maujére unigque par la donnée de P = ®(X). On a, pour tout Q € R{X],
b(Q) = Qo P et en particulier, deg®(Q) = degPdegQ). Si  était
surjective, deg P diviserait 4 la fois 2 et 3 puisque X? ¢t X¥ seraient
dans 'image. Nécessairement deg P vandraii 1 ce qui est exclu pour un
polynéme de A.

Le morphisme @ ne peut pas &tre un isomorphisme de R[X] sur A.

Conclusion. A n’est pas isomorphe & R[X]. <

On remarque cependant que A et R[X] ont méme corps de fraclions.

On peut aussi démontrer que A n'est pas facteriel, done n’cst pas
principal (cf. exercice 3.10}, ce qui fournit unc autre solution de Dexer-
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etee. En effet, supposoms A foctoriel. On se rappelle gue X n'est pas
dans A. On cn déduit que X2 et X* sont irréductibles (car un diviseur
d’un élément dans A est encore un diviseur dans R[X]). On éerit alors

(XB)Z — (XZ)J

On remarque que X? divise le c6té droit de ['égalité et est premier avec
X3, donc avec son carré, ce qui fournit la contradiction voulue.

Les exercices swivants ont pour théme commun les propriétés arith-
métiques de Dannean K[X| od K est un corps. Comine Z, il s’agit d'un
annecu enclidien. Cely expligue qu’on y dispose des résultats fondomen-
taux : prancipelité, théorémes de Dezout ef de Gauss, décomposition en
produit de polynémes irréductibles...

Lorsque le corps de base est C, les irréductibles de C[X] sont ley
polyndmes de degrd 1, et les problémes de divisibilité sont trés sivnplifiés
comme le montrent les trois exercices suivants.

5.3. Condition de divisibilité (1)

Soit a, b deux réels strictement positifs, Quels sont les entiers
naturels n tels que X — (0 + b%) divise X*" — (a” + b7)27
{Ecole Polytechnique)

& Solution.

Il faut et il suffit que £+/a2 + b2 soicnt racines de X*7 — (o™ + b”)z,
ce qui donne (a? + b*)" = (a™ + H™)2. Visiblement n = 2 convient mais
pas (et 1.

Soit p = Va2 4+ bl et 6 ¢ ]U: g { tel que a + ib = pe*’. En divisant

par p® et en prenant la racine carrée, on obtient, 1 = cos” § + sin™ 6.
Sin>2 onacos™f+sin" 8 < cos?d +sin?l = 1, puisque sin 8 et cosd
appartiennent a |0, 1[.

Conclusion. La senle solution cst n = 2. <

5.4, Condition de divisibilité (2)

Donner une condition nécessaire et suffisante sur p et g dans C
pour que X% + X* + 1 divise X*™  pX*™ + ¢ ot m € N* est fixé,
{Ecole polytechnique)

r> Solution.
Le complexe w est racine du polynome P = X8 4+ X* 41 si et seulement
si w? est racine de X2 4+ X +1, c’est-a-dire si w* = § ou 4. Les racines de
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I* sont donc simples : 1l s'agit des racines quatritmes de 7 et des racines
quatriemes de J. It en résulte que P divise Q = X% 4 pX*™ 4 ¢ i et
senlement si toute racine w de P est racine de Q. Or si w est racine de P,
1 a

-4 T . 7.2 7.
Q) = (W™ +p)™ + g =" +pi™ +qouj +pi +9
lLa condition nécessaire et suffisante pour que P divise 3 est donc

o, . 2 _
era +ij+q:j ﬂ1+p7m+q=0_
Deux cas se présentent :
e Si 3 divise m. alors j™ =
|n+q+1=0]
» Si m n'est pas divisible par 3, alors {2™ +pj™ + szm i+ q}
est égal A {724 pj+ .+ +¢}- Onobtient 52 4+pji+¢ = j+pi+q =0
ot on trouve finalement la condition . <

— 1 ¢t la condition cherchée cst

5.5. Condition pour que (P’)P divise P¢

1. Trouver les polynomes P € €[X] tels qu'existent p, ¢ dans N*
tels que (P7)* divise P9.
2. Meéme guestion dans K[X], ot K est un corps quelconque de
caractéristique nulle.
(Ecole normale supérieure)

|+ Soluation.
1. Excepté le polyndime nul, les constantes ne sont pas solution. On

suppose dans la sujte que n = degP = 1. On peut aussi supposer D
k
initaire et Y'écrire sous la forme P = JT(X — 2,)* ol zy,..., 2z sont dos
i=1
complexes deux & deux distincts. On a alors

k
P/(X) = nQ(X) [ J(X =z,

i=1

ol @ est un polyndme unitaire de degré k — 1 ne s’annulant cn aucuu z;.
L’hypothése impligue que toute racine de P’ est racine de P. Cela
impose Q = L dane & = L et P = (X — z}*. Réciprogquement, tous les
polyndmes A(X — 2 )" sont solutions.
2. La encore. on peut supposer que P est unitaire de degré n = 1.
Ou le décompose en



1703 CUAPTTRE 5. POLY NOMLS

k
P=]]r",

i=!
o Pyoooo,Prosont des polynomes irréductibles uritaires distinets et
vy, - . ..oy des enticrs naturels non neels. Si R est un polynéme irreducti-
ble qui divise P, alors R divise P'? ot donc P9 Erant irréductible, il
divise P. Les diviscurs irréeductibles de P! sont done parmi Py, ..., Pg.
On va déterminer pour chaque P, son exposant dans P'.

Oua P =P (. on Q; cst premier avee P;. On en déduit gue

Ceci montre que P81 divise P/, Monirons que P ne divise pas P,
Pour gue P divise P/, il faudrait que P; divise P/Q;. Le corps X étant
de caractéristigue nnlle, on a deg I = deg P; — 1. Ainsi P, ne divise pas
PL ot puisquil est irrdduetible, il est premicy avee P est anssi prentjer
avee Q; par hypothése, done premicr avee le produit PIQ; ¢ il ne divise
pas P1QY; et done P ne divise pas I,

k
Ainsi P s'éerit Y = n [[ P& 1 Notons d; 1o degré de P;. Ou a alors

i=1

k k
no=degP =Y audi, et -1 =deg D’ = 3 (o, — U)dds. On en déduit
i1 i=!
k
que Y d, = 1. Chagque P; étant irrédnctible done de degré d; 2 1, on en
i=|
dédnit que & — 1 ¢t d; = 1. Le polynome Py étant. de degré 1 et unitaire,
il exisie 2z € K el que Pyo= X — oy et done P = (X — 2z)™'. Ou trouve

done le méme vésultat que dans CX]. «
Les crercices ci-aprés concerment des équations dans Uanneau C[X].

5.6. Une égnation fonctionnelle (1)

Tronver los P e R[X] tels que P(X]) = P(1 - X).
(Ecole Polytechnique)

L~ Solution.
Soit P un polyvuome solution. Si @ est une racine (complexe) de P,

. . Ly 1
alors T —av est assi racine de P. 5i o est différent de 50 0na I—o £ oy,
ot P est divisible par le polynime

(X o} X-140)=X*—X+0a(l -a)

(ot peul noter que tout polyndme de la forme X* — X4 A est solution du
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nobléme). Notons ators Q le quotient : P(X) = (X? - X4 a(l —a))Q(X).
sion compose cette identité par 1 — X, on obtient que Q{1 —X) = Q(X]).
O peut itérer 'argument précédent avec Q. On en déduit que P a la

lurtae snivante ¢
P

P=R(X) [[(X*~X+A,
=1
o les &y sont des complexes et ol R est un polynome dont la seule racine
1 . o
complexe est 5 On peut bien entendu snpposer P (et done R) unitaire,
Lo - 1NE . . .
On éerit R = (X— 5 ) . 51 on ealenle R(1 - X) on voit que P est solution si
. . 1y L\¢
ol seulement si k est pair. On peut noter que (X — 5) = (X2 - X4+ 3) .
On pent donge conclure que les polynémes unitaires de C[X] solutions sont
cenx gui s’éerivent sous la forme

P = [[OX° - X + o),

i=1

oin les gy sont des complexes pas forcément distincts, Pour sbtenir les
sohrtions de R[X] il suffit de regarder & quelle condition wn polyndéme de
Ly forme ci-dessns est A coetlicients réels, Cela a lieu si et seulement s
Fensenthle des gy non réels (pris avee multiplicité) est stable par conjn-
Faison, <

De Uezrercice suivant, nous donnons une solution dlémentaire fui-
sant miervenir presque fous les aspects des polyndomes : dévination,
ronsedirations arithmétiques, caleul des cosfficients... Nous trouucrons
wnte auntre solution. plus éclairante, de cefte équativn dans le chapitre
3 {voir DUexercice §.14), ow elle sera interpritée comme la recherche
d'unités dans une extension quadratique de Uunneau C[X].

5.7. Une equation fonctionnelle (2)

Trouver los conples (P.Q) & CiXJ* tels que P? = 14 (X* - 1)Q%.
{Ecole polytechnique)

= Sotution.
¢ Ou commence par une atalysc et on se donne une solution (P, Q).
51 Q = 0, on obtlent P = +£1. On supposera dans la suite QQ non
nul. Dans ce cas, on a n = degP 2= 1 et deg{l — P?) = 21 de sorte
que 2+2deg(Q) = 2w, e deg(Q) = »— 1. Si g est le coeflicient dominant
de P et & celui de Q. le coetlicient de X2 dans P24(1 - X?)Q? est o — 1.
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On a donc o = £b. Obscrvons que (—P, Q). (P, —Q) et (—P,—{}) sont
cncore des couples solntions et que P et () sont premiers cntre eux par
le théoreme de Bezout.

En dérivant la relation on obtient

PP — 2X()° 4 2(1 - XHQQ = 0.

Il en résulte que QPP ¢t comme P ot Q sout premiers entre oux, le
théorésme de Gauss nous permet J'affivmer que QP . Ces deux polynomes
¢tant de méme degre, ils sont associés. Et, an v des cocflicients domi-
nants, on a soit P’ = nQ, soit P’ = ~n().

Dans les deux cas, on obtient n?QQ = P'PY of n?Q? = P?. En
remplagant dans la relation obtenue plus haut multipliée par n?, on cn
déduit que

2L - XHP'P” — 2XP"* + 20%PP = 0.

En simplifiant par 2P < 0, on obtient Néquation différentielle vérifide
par P
(E.) n?P — XP' + (1 X3P =0,

Cherchons P sous la forme ag + a1 X + --- + a, X", Aprés uu petit
caleul, on voit que l'équation différenticlle (E,,) équivaut aux relations
suivattbes sur les coefficients de P :

(1) pas de conlrainte sur ., ;

(it) 1,y = 0: R

(78 pour tout k€ [0,n - 2]. gy = k——inz—ﬁa;,.
’ (k+1)k+2)

I ¢n résulte que tous les coeflicients dindice e parité opposce i celle
de n sont nuls (eest-d-dire que P oa la parité de n). Pour les autres on
obtient

(—1¥nn—k—1)! L, L:DE noo
4RRn — 2k Ak g g R

y, 2k — O,
Pour tomd n 2 1, il existe donc nn unique polyndome de degré n,
nnitaire, solntion de Péquation différentielle (F,). Notons-le A,,. Ses co-
efficients sont dounés en prenant a,, = | dans les formules ci-dessus.
11 résulte alors de cetle analyse, que (P, Q) doit &tre 'un des couples
(rAy, f—L(YA;_L) o1 ¢ = 31 et olt & cst un nombre complexe non nul quel-
congue.
e Synthese : soit P = aA,, avec o complexe non il et () = %P' (on
peut se Hmiter a étudier le cas £ — 1). Déterminons les valeurs de o pour
leaquelles le couple (P. Q) cst effectivernent solulion. On va essayer e re-

monter les implications faites lors de 'analysce. En multipliant 1'équation
(E,) par 2P', on obtient [02P2) = [(X2 — 1)P?). Ainsi, il exisle une
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coastante complexe ¢ telle gne n2P? + (1 — X%)P? = 2. On airoorait
wvoit ¢ = n?, Or pour caleuler e, il suffit de regarder Ja valeur en 0 du
polynome de gauche : ¢ = n2P(0)% + P'(0)? = n2a? A, (0)? + o2 AL (0)2.
Distinguons suivant la parité de .

* 5] n = 2p est pair, le terme de degré 1 de A, cst nul et done
AL{0) = 0. De plus, en faisant n = 2p et &k — p dans les formules
Inceédentes, on obtient

(—l)p(Qp)[p— 1)! _ (-1)1’
4eqt ToZp-n

A,(0) =

Il'y a done exactement deux valeurs de o, & savoir £27, qui conviennent.

* 81 n = 2p+ 1 est impair, cette fois on obtient An{0) = 0 et
ALYy = (—1)? ;—; Iei encore, on trouve o = 271,
I conclusion, les couples solutions de I'équation sont (41, 0) et les

L 277.—1
comples (#2770 A+
Ces polynomes sont bien connus. Le lectenr aure peut-étre reconnu

Veqiation différenticlle verifiée par le n-iéme polynime de Tehebychev

N . - 2!
de prematre espéce Ty On @ en fait T =20 TA, et Up_y = =— A7

A7), n = L1l sagit de polyndmes réels. <

!
ot U,y est le n-iéme polyndme de Tchebychev de seconde espéce. Ces
pofyndmes seront étudiés dans les exercices 5.41 et 542

On ne manquere pas de rapprocher le théoréme de Liowville ci-aprés
du grand théoréme de Fermat,

5.8. Un théoréme de Liouville (1879)

Soit n € N, n = 3. Montret qu'il n'existe pas de polyndmes
P, Q.R de C{X] tels que P* + Q® + R® = 0 sans que P, Q et R
solent tols égaux, & une constaute multiplicative prés, & un méme
polynome.

(Ecole normale supérieure)

| Solution.
Notons E l'enscmble des triplets (P, Q,R) € C[X]* vérifiant

P QY+ R =0. (1)

¢ ousidérons un triplet non nul (P, Q, R) de E. Quitte & diviser P, (3, R
par leur pged, on peut égalemcnt supposer que pged(P, Q. R) = 1. 11
apparait alors que P Q. R sont deux A deux premiers cntre enx. Kn offet,
w1 Py oest un diviseur irréductible de P oot (3, Pg divise P* + Q™ = ~R”
b done Py divise IV d’apris le lemime d'Euclide. 3 e est de méme pour
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les deux autres cas. Le probléme se ramene alors a montrer que P, QR
sont des polyndmes constants.
Supposons, sans perte de généralité, que deg(R)} < deg(Q) < deg(P).

n

Observons que si R est constant, P™ 4 Q" = [[ (P — & Q) Test aussi,

k=1
&1, &y étant les racines n-iemes de —1. Donc les P — £, Q sont tous
coustants et on en déduit que P et () sout constants.
Supposons donc par I'absurde que deg R = 1. En dérivant la rela-
tion (1) et en simplifiant par n, il vient

PP Q"I+ R*TIR =0 (2).
En multipliant (1) par R', (2) par R et en faisant la différence. on obtient :
P*1(PR' - PR} = Q"1 (Q'R — QR).
Les polyndmes P et () étant premiers entre eux, on déduit du théoréme
de Gauss que P?~! divise Q'R — QR’. Le polynéme QR’ — Q'R n’est

pas nul, sinon la fraction — aurait une dérivée nulle, elle serait donc

constante et () et R seraient proportionnels, ce qui est impossible car ils
sont premiers entre eux et de degré = 1. En regardant les degrés on en
déduit que

(n - 1}degP max(deg(Q'R), deg(QR'}} = degQ + degR — 1
2deg(P) — 1,

/AN/AN

ce qui est absurde car n = 3.

Conclusion. E est lensemble des triplets (aP, bP. cP) ont P € C[X] et
ol (a,b, ) est un triplet de complexes vérifiant a™ 4- 0™ 4 ¢ = 0. <

Dans le langage de la géomélrie algébrigue, le résultat de lexercice
mondre que la courbe algébrigue X" + Y™ = 1 n'est pas unicursale’,
c'est-a-dire n’admet pas de paramétrisation rationnelle, pour n 2 3. En
revanche, le cercle est une courbe unicursale et pour n = 2, ’équation a
des solutions non triviales, par ezemple (1 — X2)? 4 (2X)? = (1 + X%)2.

5.9. Théoréme de Mason (1984)

1. Soit A B, C trois polyndmes de C[X], non constants, premiers
entre eux dans leur ensemble et tels que A + B = C. Soit m le nombre
de racines complexes distinctes de ABC.

1. PERRIN (D.}, Géoméirie algébrigue, wune introduction, Savoirs actuels, In-
terEditions/CNRS Editions, 1995, p. 1-5.
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C C B
En déduire que max(deg A, deg B, deg C) < m.
2. Retrouver le résultat de 'exercice précédent.
(Ecole normale supérieure)

I T ’ r
Montrer queA(AK — -C_) :B(C_ _ B_)

|- Solution. ) ; ’
1. Larelation A + B = C conduit a % = % qui 8’écrit encore

’ ! I !
(E (-
A C C B
Décomposons en éléments simples ces différentes fractions rationnelles.
l.es polynomes A, B, C sont deux & deux premiers entre eux, car si deux
de ces polynomes ont une racine commune z, celle-ci est aussi racine du
Lroisigme, car A + B = C| et X — z divise pged(A, B, C). Posons

A ne T
A=a[(X—a)*” B=pg][X-b)" C=~][X-ea)",
i=1 i=1 i=1
oit les a;, by, ¢; sont les racines distinctes de A B, C, respectivernent, On
a donc m = na + ng 4 ne. On obtient alors
AI A o

_ B~ 4 ¢~
K_i___Zleai’ Bm;X—b{ Ejgx

—

A ne ne
Le polynéme U = J[(X —a;) [T (X — b)) I (X — ¢) est un dénomina-
i=1 1=1 i=
teur commun & ces trois fractions. Il existe done deux polynémes non
A P ¢ B Q
nuls P et Q tels que i ¢t = - = ok De plus, les
degrés de P et () sont majorés par degU — 1 = m — 1 car les fractions

sont de degré —1. De I'égalité AP = BQQ, démontrée plus haut, on déduit,
puisque A et B sont premiers entre eux, que A divise Q) et B divise P, Il
on résulte que deg A < m — 1 et deg(B) < m — 1. Cela vaut aussi pour
C = A + B. On obtient finalement max(deg A, deg B degC) < m — 1.

2. Soit (P, Q, R} un triplet non nul de polyndmes preruiers entre eux
vériftant P + Q" + R” = 0. On a vu dans lexercice précédent que, si
I'un des trois polyndmes est constant, les deux auires le sont aussi. Dans
le cas contraire, le théoréme de Mason conduit &

nmax(deg P,deg Q, deg R) < m < deg(PQR),

et
nmax(deg P, deg 3, deg R) < 3max(deg P, deg Q, deg R).
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C’est impossible sin 2 3. <

L unalogue du théoréme de Mason pour les entiers awrost d’impor-
tantes applications en arithmétigue : i s'agit de la conjecture abe, for-
mulée par Masser et Qesterlé®.

Le résultant donne une condition portant sur les coefficients de deux
polynomes ponr gu’ils soient premiers entre euw.

5.10. Résultant de deux polyndmes

Soit F et G deux polynfines non constants & coefficients com-
plexes de degrés respectifs n et m.
1. On considére

Cm_l[X] x (Cn_l{X] — Cn+771—l[X]
D (U, V) e UF + VG

Montrer que @ est bien définie, qu’elle est linéaire, et donner une
condition nécessaire et suffisante pour qu’elle soit injective. Ecrire
la matrice de & dans les bases canoniques.

Le déterminant de cette matrice, noté Res(F,G), est appelé
résultant des polynomes F et G.

2. Soit I' = {(F(t),G(t)) € C% t € C}. Btablir l'existence
de R € C[X. Y] tel que, pour tout {z.y) € C?,

(#,y) €T <= Re,y)=0.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. e Tout d’abord @ est bien définie : si (U, V) € Cp,, 1 [X] % Cr 1 [X],
onadeglUF < m—-14+net degVG € n— 1+ m d'on 'on déduit
deg(UF + VG) € m +n - 1. Ensuite P est clairement linéaire.

Supposons P injective. Alors & est surjective, car

dim (Cr i [X] X Ca i [X]) = m + 1 = dim Ty pm—) [X]

et il existe (U, V) € Cpp—y [X] X Cp_1[X] tel que UF + VG = ®(U, V) =1

donc, d’aprés le théoréme de Bezout, F et (3 sont premiers entre enx.
Réciproquement, supposons gque F et G sont premiers entre eux et

considérons (U, V) dans Ker ¢. On obtient UF = — VG donce F divise VG.

2. Pour I'énoncé de cette conjecture nous renvoyons le lecteur intéressé & LANG (S.),
Algebra. Addison-Wesley, 3° éd., 1993, p. 194-199 ou au chapitre 5 de NATHANSON
{M.B.}, Elemnentary Methods in Number Theory, GTM 195, Springer-Verlag, 2000.



', 10, RESULTANT DE DEUX POLYNOMES 183

¢'omme F est premier avec G, le lemme de Gauss assure que F divise V.
I"'visque deg V < degF, on conclut que V = 0. De méme, U = 0. Done
I cst injective.

On conclut que ® est injective si, et seulement si, F et G sont premiers
enire eux, ou encore, puisque C est algébriquement clos si, et seulement
s, F et (3 n’ont aucune racine commune.

¢ I] s’agit de prendre dans Iespace vectoriel C,,,_[X] x C,_1[X] la
ase (Eidogicntm 1 ol E; vaut (X4,0) 81 0 < i < m —1et (0.X™)
sti 2 m. Sur €, 4 [X], il s’agit de la base (1,X,X%,..., X"t 1),
SiF=a,X"+.--+a X+ apet G=5,X"+- - +5 X + by, la matrice
e © dans ces bases est alors

ao 0 ... 0 bo 0 ... ... 0
@ o b1 bo
@z ar - 0
dy Ot
ay bin
0 bm 0
Gno1 : 0o 0 . b bo
Qn  Qn-1 n_msr 0 0 by
0 n 0 a
0 . : S o
0 o ... [ 0 0 by

Le résultant de F et G, Res(F, (3}, est nul si, et seulement si, F et G ont
nne racine comrmune. Le discriminant de F est le résultant de F et F/. 1
est nul si, et seulement si, F a une racine double. Si F = aX? + bX + ¢,
on trouve Res(F, ') = a(dac — b?) et 3si F = X* 4 pX + q. on obtient
Res(F, FY) = 4p® + 2747,

2. Soit (z,y) € C2. Dire que (z.y) € T équivaut & dire qu’il existe
1 € Ctel que F(t) = x et G{t) = y. Cela signifie que F — 2 et G — y ont
une racine commune ce ui donne & Paide du résultant

(x,y) €I «= Res(F —2,G —y) =0.

On définit R(X,Y) comme étant le déterminant
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ag-X 0 ... 0 bo—Y 0O ............ 0

W) gy — X 13 by —Y
G2 ay Q : ‘

Gy — X by

ay b
0 b o0
Gy ) 0 0 . by by — Y

Un a1 Gt 0 0 b
0 Gn 0 0
0 . : : : . :
0 0 .. an 0 0o ... 0 b

OnaReC[X.Y]et (z,y) €T <= R{z,y) = 0. <

On peut définir de la méme maoniére le résultant de deur polyndmes
de K[X] pour un corps K quelcongue. Si K n'est pas algébriquement clos,
Uannulation du discriminant f'est pas une condition suffisante d'erxis-
tence dune racine double pour les polynémes de degré 2z 4. Pour K = R
et F = X%+ pX + 4, F posséde trois racines réelles si el seulement s5i son,
diseriminunt 4p° + 274° est négotif ou nul,

Bren gu’l y soit question de racines, les argumnents arithmétiques sont
casentiels dans exercice suivant.

5.11. Caractérisation d’un polynéme par les antécédents de deux
points distincts

Soit P et Q deux polyndmes non constants de C[X] tels que
I'ensemble des racines de P (resp. P — 1) soit égal a I'ensemble des
racines de Q) (resp. Q — 1}). Montrer que P = Q).

( Ecole polytechnique)

> Solution.

® 51 P et () sont des polynommes, on notera Z(P) Pensemble des racines
dePetPAQleppedde Pet Q. Soit n =degP 2z let m=degQ = 1.
Oun suppose sans perte de généralité que n 2 m et on posc R =P — Q.
On a deg R € 7 et on va prouver que R est nul en montrant qu’il a plas
de n + 1 racines.

e Par hypothése, R s’annule sur Z(P) et sur Z(P — 1}, enscmbles
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J

evidemment disjoluts. Déterminons le cardinal de ces ensembles. Le
nombre de racines distinetes de P est égal & deg P —deg(P AP'). En effct,

P
it = H(X — z)" Al tes z; sont deux a deux distincts, on obtlent
iz=1
iz
Poalt = [T{X —z)™ ' et deg(PAP) = {n) — 1)+ +{n, —1) = n—p.
i=1
s On a done
Card{Z(P}) = n —deg(PAP") et
Card{Z(P — 1)) = deg{P — 1) — deg({P — 1) A (P - 1))
=n—deg({P -1)AP").

Mais comme P et P — 1 sont premiers entre enx, (P — 1) AP ct PAP
ot denx diviseurs premiers entre eux de P/. En particulier, on a

deg((P —1)AP) +deg{PADP Y <<n — 1.
Il vn résulte que
Card(Z(R)) 2 2n —deg{PAPY —deg({(P-DAP) 2 2n—(n—-1) = n+1.

(h: a done R =0, ce qu’il fallait démontrer. <

Bien entendu, on peut remplacer 0 et 1 par dewr compleccy distinets
w of b quelcongues - un polyndme non constant P € C[X] est uniguement
determané st on connuit les antécédents de a el de b pur P (v, les racines
deP—g et deP—b)

Les dewr exercices suivants utilisent encore le fait gue le nombre de
recines complezes distinctes de P € C[X] est égal 4 deg P — deg(P AP,

5.12. Tmage réciproque d'une partie finie par un polynome

Soit P € €[X] non constant et B nn sous-ensemble fini de C.
Montrer que [P7H(E)| 2 (|[E| - 1)degP + 1.
(Ecole Polytechnique)

| Solution.

51w € € le nombre d'antéeédents de w par P oest le nombre de
racines distinctes de P(X) —w. Ce nombre vaut deg P — deg(P —w) AP
Notons w). ... w, les déments de E {avec r = |E[). On a done

L :Z(dog P-deg({P—w)AP)) =rdeg P—Z deg{{P—1w,)AP")

i=1 b=l
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Or, les polyndmes P — w; sont deux & deux premiers entre eux (ils
n'ont aucune racine commune). Il en est donc de méme des polyndmes
pged(P — w;, P')) et comme ils divisent tous P, leur produit aussi. Par
conséquent, il vient

™ r
> deg((P — w;) AP) =deg [ [((P — ws) AP') < degP’ = degP ~ 1,

i=1 i=1

et |PTHE) = |E| degP — deg P + 1 ce qui est le résultat voulu. <

5.13. Sur le nombre d’antécédents d’un point par un polynéme

Soit P € C[X] de degré d = 1. On note n(z) le nombre de racines

de I'équation P(x) = 2. Donner une expression de Y_ (d — n(z)).
z€C

(E(:ole Polytechnique)

> Solution.
Cet exercice utilise encore la formule

n{z) = d—deg((P — z) AP).

La somme considérée a 'air infinie, mais il n'y a en fait qu™un nombre
fini de nombres complexes z tels que d — n(z) soit non nul {z doit étre
I'image par P d’une racine de P’ sans quoi P — 2 et I sont premiers
entre eux). Notons ui,...,u, les racines distinctes de P’ et n; Pordre
de multiplicité de u;. Supposons dans un premier temps que les nombres
complexes P(v;) sont deux & deux distincts. Dans ce cas, on a pour tout 4,
(P—P{u;)) AP’ = (X—wu;)™ car u; n’est pas racine de P(X)—P(u;) pour
J # i, et u; est racine d’ordre n; + 1 de P(X) — P(u;) (il suffit d’écrire la
formule de Taylor en u; pour P pour s’en convaincre). On a alors

d(d=n(z)) =D deg((P~2)AP) = deg((P — P(w;)) A P')

zeC zcC i=1
P
= Zm =degP =d - 1.
il

Que se passe-t-il maintenant si certains des P(w;) sont égaux 7 Soit 2
'une des valeurs P(u;) et supposons que z soit atteint avec u;,, ..., us,.
8
Dans ce cas, le pged de P(X) — z et P’ est égal & ] (X — u;, )™ et
j=1
son degré est égal a la somme des ordres de multiplicité des racines u,,.
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Il en résulte que le résultat est identique. Dans tous les cas, la somme
cherchée vaut d — 1. <

8i L est un sur-corps de K, deur polynémes P,Q de K[X] peuvent
“tre regardés comme des polynémes de L[X]. Le pged de P et Q ne va pas
dépendre du corps dans lequel on se place : il est obtenu par Ualgorithme
d’Buclide et ses coefficients appartiennent au plus petit corps contenant
les coefficients de P et Q. On dira que le pged est invarient per extension
de corps. L’exercice suivant utilise ce fait.

5.14, Polynéme rationne] inséparable de degré 5

1. Soit P un polyndme irréductible de Q[X]. Démontrer que P
n'a pas de racine double dans C.
2. Soit P € QfX] de degré 5. On suppose que P admet une racine
multiple dans C. Montrer que P posséde une racine dans Q.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Comme 1 € deg P’ < degP, les polyndmes P’ et P sont premiers
entre eux dans Q[X], puisque P est irréductible. Ils le sont donc encore
dans C[X] par invariance du pged par extension de corps. 5i o était une
racine double de P dans C, on aurait P{a} = P'(a) = 0 et X — o serait
un facteur commun & P et P’ dans C[X]. On aboutit & une contradiction.

2. Notons o une racine multiple complexe de P. Supposons par 1’ab-
surde, que P n’ait pas de racine rationnelle et regardons sa décomposition
en éléments irréductibles dans Q[X]. Il ne peut pas y avoir de facteur de
degré 1: le polyndme P ne pouvant &tre irréductible d’aprés la premiére
question, il s’écrit P = QR avec degQ = 2, degR = 3 et Q, R tous deux
irréductibles dans Q[X], puisque sans racine rationnelle.

Les polyndmes Q et R ne peuvent avoir o comme racine commune
dans C. En effet, si on considére D le pged de Q et R dans Q[X], il est égal
& 1 puisque @ et R sont deux polyndmes irréductibles non proportionnels.
Mais D est aussi le pged de Q et R en tant gue polyndmes de C[X], du
fait de I’invariance du pged par extension de corps. Par conséquent, si
on avait Q(a) = R{a) = 0, X — a diviseralt D, qui serait de degré = 1,
ce qui n'est pas le cas.

Par conséquent, comme (X — a)? divise P, (X — «)? divise soit Q,
soit R. Mais alors @ ou R est un polynéme irréductible ayant une racine
multiple dans €, ce qui est impossible.

L hypothése faite au départ est fausse : P posséde donc une racine
rationnelle. <
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Le théme commun aux exercices gqui suivent cst Uirréductibilité de
polynomes o cocfficients entiers. Rappelons qu'un polynéme non nul P
de ZIX] est dit wrréductible si Décriture P = QR avec (QR) € Z[X]?
wmpose = £1 ou R = &1,

5.15. Un polynbme irréductible de Z[X]

Soitn = 2 et ay,....a, des éléments de Z deux a deux distincts.
Montrer que le polynome P = (X — a)(X —ap}.. . (X —a,) — 1 est
irréductible dans Z[X]. .

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Supposons que P = QR ot Q et R sont dans Z[X]. On a, pour toul k&
de [1,n], Q(ag)R(ar) = Plag) = -1 et done, soit Qay) =1 = —R(ay),
soit Qlay) = —1 = —R(ax), puisque ce sont des cntiers. Dans les deux
cas, on a Q{az) + R{ax) = 0 Le polynome Q + R s’annule en n points
distinets. Si deg(Q+R) < n,onaalors Q+R =0ct P = —Q? ce qui est
absurde car P(x) serait négatif pour tout x réel et de limite égale 4 +oo
en +oc. On a done deg(QQ 4+ R) = n. Mais alors, Q ou R est constant. Le
produit des cocflicients dominants de Q ct R étant égal & 1, on a donc
soit (3 = +1, soit R = +1. Alnsi, P est rréductible dans Z[X]. <t

Lexercice suivant établit un critére fort utile pour montrer gqu'un
polynéme d coefficients entiers est irréductible.

5.16. Critére d’Eisenstein

1.a. On dit qu'un polyndéme non nul de Z[X] est primitif si le
pged de ses coefficients est égal & 1. Montrer que le produit de deux
polyndmes primitifs de Z[X] est primitif.

b, Pour A € Z[X] non nul. on appelic contenru de A, et on note
c(A) le pged des coefficients de A. Soit A et B deux polynénies non
nuls de Z[X]. Montrer que ¢(AB) = ¢(A)c(B).

2. Soit A = @, X" + - + @ X + o € Z[X] et p un noinbre
prewier. Ou $11ppose quc :

(¢} p ne divise pas o, ;
(1) p divise ag, @1, ..., On_i;
(#it) p* ne divise pas ay.
Montrer que A est irréductible dans Q[X].

(Ecole normale supérieure)
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I Solution. X .
2 iz
La. Soit A = 5 X5 B = 3 b X* des polynémes a coefficients
k=0 k=0
m-+tn
entiers et C = 37 xX* = AB. Supposons A ct B primitifs et montrons,

nraisonnant Sa;]l"absurde, que C est primitif. Si ce n'est pas le cas, il
«xiste un nombre premicr p qui divise tous les ¢, Pour tont P € Z[X], on
note P le projeté de P dans (Z/pZ)[X] : si P = Y . XF P = 3 5x*
ke kel
i 5% ost Ia classe de s modulo p. Comme p divise tous les o, ona C = 0
ci. done A B = AB = C = O. Mais (Z/pZ)[X] est integre, puisque Z/pZ
sl un corps, donc on a A = 0 ou B = 0. Autrement dit, p divise tous
I coelficients de A ou tous les coethicients de B. Ceci est exclu.
On conclat que le produit de deux polynémes primitifs de Z[X] est
neore primitif, A

b. On peut éerire AB = ¢{A)(B) A %} - Les polynémnes ;—(-}T)

ol gont alors primitifs, donc leur produit anssi d’aprés la question

B
(B)
iécédente et le contenu de AB est ¢{A)e(B).

2. Montrons que si A n'est pas wreductible dans Q[X], alors il pent
wéerire A = BC avee B et C dans Z[X] de degrés strictement inférieurs
doeehui de AL |

Soit v = ¢(A) et A’ = &A € Z[X]; A’ ect primitif. Comme A cst
composé, par hypothése, A’ Vest aussi et on peut écrire A = B'CY| avec
IV et €7 dans Q[X] de degrés strictement inférieurs & celui de A. Notons
4irosp. v) le produit des denominatenrs des coefficients de B (resp. C').
Alors les polynomes B = 4B’ et C — ~C’ sont dans Z[X] et SvA" = BC.
I passant aux econtenus, on obtient Jv = Fye(AT) = o(B)e(C). Par
vonséquent. on a

=0 (59 (29) - ) (o)~ i) )

1 s . . . ;
B et ——C sont a coefficients entiers de degré stricteinent
c(B) c(C)

mférienr & celui de A.

Passons a la démonstration proprament dite du critéere d'Eisenstein.
taisonnons par 'absurde el supposouns A non irréductible. D’aprés cc
i précede, il existe B et ¢ dans Z[X], de degrés strictement inféricurs
Ao, tels que A = BC . Ferivons alors B = ppX* + - 4 5, X + by ot
C=eeX 1o 10X +op.avec k =degB et £ = deg (. Commie dans
la question précédente, on projette égalité A = BC dans Z/pZ[X]. On
abtient @, X" = B C. Les polynomes B et C sont de degrés respectils
et £ car bies = @, wétant pas divisible par p, by # 0 et & A Q. Dar
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unicité de la décomposition en irréductibles dans (Z/pZ) [X]. B = b X*
et T = mX: On aalors by = @ = 0 Cest-a-dire pby et plco. On en
déduit que p? divise ag = bycp ce qui contredit (i47). <

Hl résulte dy critére d Eixenstein quo le polyndme X% — 2 est irréduc-
tible dans Q[X| powr tout entier n = 1 (prendre p = 2), ce qui prouve qu’il
y a dans Q[X] des irréductibles de tout degré. Voist une autre applicalion
du critére d’Fisenstein.

5.17. Irréductibilité de ®,, dans {[X]

Solt w = (3%, ol p est premier, et ¢, = X' 4 .. 4 X + 1
{p-ltme polyuome cyvelotomique).

1. On admet que &, est irréductible dans Q[X]. Démeontrer que
I'ensemble T des polyndies annulatcurs de w dans Q[X] est &,Q[X].

2. Montrer que le polynéme (X + )P~ -+ 4 (X + 1) + 1 est
irréductible dans Q[X] (on pourra utiliser 'cxercice précédeunt).

3. En déduire gque @, est irréductible dans Q[X].

4. Démontrer que @ {(ETW} = {Q{u".Q & Q[X]} est un corps,
appelc corps eyclotomigue. Quelle est sa dimension comnie espace
voctoriel sur Q7

(Ecole nermale supérieure)

> Solution.

1. Posons I = {Q € QIX],Q{w) = 0}. Cest un idéal de GIX] en
tant que noyau du morphisme d'algebre Q € Q[X] —— Q(w) € €. Nous
savons (que tout iddal de Q[X] est principal. Comme T est non nul, il
existe done un unique polyndme unitaire Q tel que I = QQ[X]. Or, nous
savons que $,(w) = 0, puisque (w — Bé, (w)=w”’ -1=1-1=0.0n
en déduit que Q divise @, puisque ¢, € Z. Comme  # 1 ct comme @,
est supposé irréductible, on a nécessairement @ = 95, On conelut

7= 9,Q[X]|

2. Posons U= (X+1)P "+ +(X+1)+1=8,(X+1), c’est-a-dire

I e S VN O S VI
To— (X1 X

— xp-1 + Gg-'lxpfz 4o 4 C?’X + C}]'J e Z[X}

Pour montrer que U est irréductible, nous allons utiliser le critére
d'Eisenstein de lexercice précédent avec Ic nombre premier p. Les hy-
pothéscs (i) et (i7d) sout clairement vérifides. 11 agit de vérifier (4),
¢rest-a-dire guse les C‘-f, sont divisibles par p pour 1 & k < p—~ 1. En elfet,
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Al<k<gp—I1,ona k!C; =pp—1)...{p—k+1). Done p divisc fs:TCi‘;.
Comume k < p, p cst premier avee k! done divise C}.

On conclut & Paide du eritére d'Eiscenstein que U est irréduyctible.

3. Supposous que $, est composé ct posons d, = BC oi B, € sant
cans Q[X] avee degB < deg @, et degC < deg &, On en déduit que
U= @, (X4 1) = BX4+1CIX 4 1), avee deg B{X+1) = deg B < deg U et
deg (X 4+ 1) = deg C < deg U. 1l cu résulte que T n’est pas irréductible,
ce qui est faux.

Conclusion. @, = X?7! + .- + X 4 1 cst irréductible dans QX].

4. Le polynome @, est l¢ polyndéme unitaire de plus petit degré an-
mlant w. Done la famille (1w, ... w?7 %) ost libre sur @ (toute cotubi-
naison linéaive non triviale nulle offrivait un polynéme non yul, de degyé
strigtement inférienr & p— 1, annulant w). Si Q ¢ Q[X] et si on note B le
reste de Q modulo @, il vient Q{w) = R{w) puisque ®,(w) =0, ce qui
tontre que

Qlw] = Veet(1,w, ..., w? %),

lesystéme (1w, ... wP™?) est done uno base du Q-espace vectoriol Qw].
ol Pon déduit

dim @ [L%} =p—1]|

Reste 3 déuwomtrer que @ [e rﬂ] est un corps. Eu premier lieu, Qfw]
est limage par le morphisme dalgébre P —— P{w) de Talgebre QX]:
¢est doue une sous-algebre de la Q-algebre € el cn particulior un sous-
annean de €. Soit @ un élément non nnl de Qw]. I existe R € Q[X] non
nol de degré sirictemnent inférieur & p — [ tel que © = R{w). Conime &,
est irréductible, 1 est premier avee R, D aprés 1o théordme de Bezout,
il existe (U, V) € Q[X]? tel que U®, + VIR = 1. En évaluant en w. cela
donne U{w) x 0+ V{w)z = 1, soit V{w)z = 1 ¢t V(w) € Q[w] est Iinverse
e x. .

Conclusion. © {FT] est un corps de dimension p — 1 swr @ <

Les rucines de @y sont les rocines p-iemes de Dunilé différentcs de 1.
Plus généralement, pour n € N*, on note IL,, Uensemblc des racines pri-
witives n-idmes de Uunité (rappelons guune racine n-iéme est primi-
fe si, et seulcmient st, elle engendye le groupe mutiplicatif U, et gue
VardIl, = pln). ot est Uindicateur d’Buler) et ®,, = [ (X —&). Oun

£y,
peut alors montrer que @, appartient & Z|X] (ce gui est fait duns Pexer-
cice 4.18) et est irrdductible duns Q[X|, ce gui constitue le théoréme de
Dirichlet %, Il en résulte que si € est un dlément de I, alors Q[€] est
un corps de dimension p(n) sur Q.

3. PERRIM (1), Cours d'algébre. Filipses, 1996,
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5.18. Décompositionde 1 + X + X2 4 ... 4+ X1

On suppose que 1 + X 4+ X2 + ... + X1 = P(X)Q(X) oi1 P, Q
sont deux polynomes réels unitaires & coeflicients positifs ou nuls.
Montrer que les coefficients de P et Q sont dans {0, 1}.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

o Les racines complexes de 1 + X + X2 + .- + X! (et donc celles
de P ou QQ) sont les racines n-itmes de 'unité différentes de 1. La seule
racine réelle est —1, si n est pair. Les facteurs du second degré de P
sont de la forme (X — a){X — @) = X2 — 2Re(a)X + 1, oit « est une
racine n-iéme de l'unité. Comme P est unitaire, il est produit de tels
facteurs avec éventuellement X + 1 pour n pair, de sorte que le terme
constant de P est égal 4 1. On remarque d’autre part que si o est racine

1 . . . TP .
de P, == @ est aussi racine de P, avec la méme multiplicité égale & 1
(un tel polyndme est appelé polynéme réciproque). Les polynémes P
et P — Xdeg(P)P(%) ont donc les mémes racines, toutes simples : ils

. P
sont proportionnels. Etant unitaires, ils sont égaux. §i P = 3 a,X¥*,
k=0

~ v
ol p est le degré de P, alors P = 3 a, ;X*. On en déduit que l'on
k=0
a, pour tout k € [0,p], ¢p_x = ax. On obtient évidemment un résultat
analogue pour le polyndme QQ, dont on notera g le degré et by, ..., b, les
coefficients.

e Supposons par exemple p < ¢. Considérons, pour 0 < k < p, le

k
coefficient d’ordre k de PQ; il est égal 4 1. On obtient ¥ ax_;b; = 1. En
i=0
particulier, pour k = p. on a, compte tenu de la symétrie des coefficients

de P,
14 F
1= Zap,ibi = Zﬂ;bi.
=0 i=0

Sachant que ap = by = 1 et que tous les coefficients sont positifs, on en
déduit que, pour 1 < ¢ € p, on a g;b; = 0. On observe en particnlier
que b, = 0 et donc que g > p.

On peut ensuite montrer simplement, par récurrence sur k entier
entre 0 et p, que ay et by sont dans {0,1}. Clest vrai pour & = 0 (car
ap = bg = 1). Si la propriété est établie jusqu’au rang k& — 1, alors

k-1
tty + b = agby + aobp = 1 — Z ax—sb;

i=1
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est un entier plus petit que 1 et positif par hypothése, donce égal 40 ou 1.
Nous avens le résultat voulu puisque nous savons que e = 0 ou b = 0.
Considérons ensuite, pour p + 1 € &k < ¢. le coeflicient d’ordre k

k

de PQ. On obtient 1 = Y ag_;b;, et donc
i=k—p

k—1
by =1— Z (L,tg_,;bi.

i=k—p

Naous savons déja que, pour 0 € k < p, les coefficients ay et by sont dans
{0, 1}. Une récurrence semblable & la précédente permet de démontrer
que by € {0,1},powrp+ 1<k <qg <

On peut se demander 8%l existe de telles décompositions du polynéme
| +X + X2 4+ ... + XL, Llexercice précédent démontre que si n est
premier, ce polyndme est irréductible dans Q[X]. I faut donc avoir P = 1
ouQ =1. 8in = ab avec @ et b entiers naturels, e # 1 et b # 1, on peut
ferire

Xn—1  (X%)¢-1

1+X+X2+‘~-+Xﬂ_12

X—-1 X -1

Ye .1 b—1 ‘ a—1 ) b—1 ]
— (Z Xa-z) _ Z Xt w meﬁ

X-1 i=0 a=0 i=0

ce qui est une décomposition non triviale du type considéré.

Nous aglions maintenant nous intéresser auzx fonctions polynomiales et
G leurs propriétés. 51 K est un corps et A une partie infinie de K, il y un
wsommorphisme entre Ualgebre K[X] ef l'algébre des fonctions polynomiales
de A dans K. Cela permet d'identifier ces deux algébres, ce que font les
CTErCcices Suivants.

5.19. Polyndmes complexes d’image réelle

Quels sont les polynémes complexes P dont 'image est incluse
dans R? . .
{Ecole normale supérieure)

> Solution.

Si P € C[X] est de degré supérieur ou égal & 1, la fonction polyndme
agsociée 4 P est une surjection de C dans lui-méme. En effet, pour tout
complexe w. ’équation P(z) = w admet une solutien par le théoréme de
d’Alembert.



194 CHAPITRE 5. POLYNOMES

Conclusion. Si P(C) C R, c¢'est que P est un polyndme constant
rée]. <

Lexercice suivant s'intéresse auz sommmes de deut carrés dans ['an-
neau R(X|. La situation est netlement plus simple que dans Z.

5.20. Sommes de deux carrés dans R[X]

Soit P € R[X]. Montrer que P{z) = 0 pour tout x € R si, et
seulement si, P s’écrit A? + B? avec A et B dans R[X].
{Ecole polytechnique)

> Solution.

S1 P est somme de deux carrés de polyndmes réels, il est évident
que P(z) = 0 pour tout z réel.

Réciproquement, supposons que P(z) > 0 pour tout 2 réel. Le cas
P constant étant trivial, supposons deg P = 1. En considérant la limite
de P en 400 qui ne peut étre que +oo, il apparait que le coefficient
dominant de P esi positif. Si ¢ est une racine réelle de P d’ordre n, P
s'éerit (X — a)"Q avec Q(a) # 0. En particulier, Q étant continu sur R,
il garde un signe constant au voisinage de a. Comme P ne change pas de
signe en a, n est nécessairement pair. Par conséquent, P se décompose
sur C de la maniére suivante

Jid ki
P=2]J(X —a)™ [ (X =) (X =),
i=1 j=1

ol ay....,0, sont les racines réelles de P, aa, ..., o, sont des eniiers
pairs et X € R% (dans le second produit on a associé chaque racine non
réelle avee sa conjuguée qui a le méme ordre de multiplicité puisque P
est réel). Si on pose

(X =A™,
1

P 9
C=VA[[(X—-a)¥

i=1 Jji=
on constate que P = CC. En éerivant C = A+iB, avec A et B dans R[X],
on obtient P = (A + iB)(A —iB) = A* + B2 «

L’exercice suivant caractérise les polynémes réels prenant des valeurs
positives sur [—1,1].
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5.21. Polyndmes positifs sur [—1, 1]

Soit P € RIX] tel que P(x) = 0, pour tout = dans [~1, 1].

1. On suppose que P est de degré inférieur ou égal 4 2. Montrer
quon peuf éerite P = a(X —a)? + 8(1 — X*), avec @ 20, 83 2 0
ct e € [—1,1].

2. On revient an cas général. Montrer l'existence de A et B
dans R[X] tel que P = A% + (1 — X%)B2.

(Ecole polytechnique)

r> Solution.

1. Supposons d’abord que P g’annule sur |—1, 1}, en a.

Sia € ]—1,1[, P ne change pas de signe en a, donc a ne peut pas
itre racine simple de P. Si P est de degré 2, il sécrit done a(X — a)?,
avec o > 0; sinon, ¢’est le polyndme nul, ce qui revient & prendre o = 0.
Sia €1-1,1], P a donc la forme voulue, avec 3 = 0.

Examinons maintenant le cas ol P s’annule seulement en ¢ = £1.
(Juitte & considérer le polynome P(—X), on peut supposer que ¢ = 1. 11
existe alors (b,¢) € R? tel que P = (1 — X)(bX + ¢). De I'hypothése, on
déduit que bz 4 ¢ 2 0 pour tout z € [—1,1], ce qui équivaut 4 b4 e 20
ot —b+e 2 0. Alors P est de la forme voulue, avec g = 1, si et seulement
P =(1-X)(a(l-X)+5(1+X)), est-d-dire b= —a+Fet ¢ = a4 4,
ce qui s’obtient en posant o = 3 (c—bjet 3= ;(c-p b). Les réels x et 3
sont bien positifs d’aprés les conditions trouvées sur b et c.

Dans le cas ol P est strictement positif sur [—1, 1], nous allons mon-
trer qu'en lui soustrayant un terme de la forme 3(1 — X?), on peut se ra-
mener au cas précédent. Soit E ensemble des k > 0 tels que P—k(1~X?%)
soit positif ou nul sur [—1, 1]. Puisque P posséde sur [—1, 1] un minimum
strictement positif m, E n'est pas vide : s5i 0 < k £ m, k appartient
& E. Cet ensemble est majoré, par exemple par P(0}. Soit 3 sa borne
supérieure. Le polyndme Q = P — g(1 — X?) g’annule sur |1, 1], si-
non le méme raisonnement appliqué & () permettrait d’exhiber £ > 0
tel que @ — k(1 — X?) soit positif ou nul sur [—1, 1], ce qui contredirait
la définition de 4. Si a est une racine de Q sur [-1,1], @ est différent
de %1, sinon P s’annulerait en £1. Le polynéme Q est positif sur [—1, 1]
et s’annule en ¢ € |—1,1[. Nous avons montré qu'alors il existe o« 2 0
tel que Q = a(X — a)?, ce qui conduit & P = a(X —a)? + g(1 — X?),
avec & 2z 0 et 3 2 0, ce qui est le résultat demandé.

2. Montrons pour commencer que P peut s’écrire comme produit de
polyndmes de degré inférieur ou égal & 2, positifs sur [-1,1]. Notons
@1,...,a, les racines de P appartenant & | — 1, 1[. Puisque P ne change
pas de signe en a;, la multiplicité de o; est paire; on la note 2n,. Le
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polynome P se décompose done en

& F)
2n;
P:H(X - ;)" HPJ
=1 J=1
ou P Py . L Dy sont des polynomes irrédnciibles, doue de degré inté-

ricur on (gal & 2. ne s'anpulant pas sar | - L1 Comne P oest positil
.
sur [—1.1f, on cu déduit que [[ P, est stricternent positif sur | — 1,1[
4=1
Quitte & muitiplier certains P, par —1, ou peut suppeser que Py Py
sout tous striclement positifs sur | — 1. 1 et done positifs sar {1, L]. On a
woutré que P 5" éerit conme produit de polvndmes de la forme (X - a,)?
ou P tans positits sur [—1, 1] et de depré inférieur ou épal A 2.
Drapres Ja question 1, charun de cos polyudmes pent s'éerive

(X —a)? + 3(1 - X2 = (VaX —a)) + (1 - X3 (/)%

ce qui est de la forme A% + (1 - X®)B2. Powr conclure, il reste & montrer
qu'un produil de polyndines de cotte forine est cucore un polyudme ayani
la métne forme. Le montrer pour deux polynomes cst d'ailleurs suffisant.
Cela vdsulte alors de identite de Lagrauge, valable dans tout aunean -

(0 £ W) (e 4 d) = lac - bd)* 4 (ad + br)®.
Formellement, on cst tenié d’éerire, pour des polynémes A, BLC, D,
Q = (A% + (1 = X*B?) {C* + (1 - X*)D?)
= (AT (VT3 (¢ 4 (V- XPD))

(AC — (1 —X3BD) + (\/1 ~X2(AD + Bc))2

!

it

it

(AC — (1 — X?)BD)” + (1 — X*)(AD + BQ)”.

[régalité cutre QG el lo dernier terme pent se vérifier divectement. Elle
dénrontre le régultat veulu. Elle Lienl moins du miracle ¢n'il n'en parait
puisgue ce calen se justifierail en se placant sur uue «oxtension» de R[X]
dans laquelle 1 - X2 aurait une racine. <

Il est dvident que véciproquernent, toul polynduie o cocfficients réels
qui $’écrit A7 + (1 — X2)B? est posutif sur (-1, 11

Voict encore un exercice sur les polynomes réels positifs. On n’on-
blicra pos yn'un polyndme réel sl on particulier une fouction de classe
C™ @ laquellc on peut appliguer tous les résultats clossiques de Uanalyse
réelle.



.,-233. DIVISEURS D UN POLYNOME LE Z{X] 197

5.22. Polynome positif

Soit P € R[X] tel que pour tout x € E, P(z) = 0. Soit ut le degrc
dePet Q=P+ P 4 ---+P"™_ Montrer que pour tout z € R, on
a Qx) = 0.

{ Ecole normale supérieure)

- Solution.

Le polynomne P étant positif. n est pair et le coeflicient dominant de P
est positif. Le degré de Q vaut alors n ¢t son cocthicient dominant est
celui de P. 11 en résulte que QQ tend vers 400 en +oc et en —oo de sorte
que Q est minoré sur R. Si e est sa borne inférieure, il existe A > 0 tel
que [Q(x)| =+ Lsi 2| > A, ce qui montre que m. est aussi la borne
inférieure de Q sur le compact [—A, A]. La fonction Q ¢tant continue,
cetle borne inférieure est atteinte en un point xg. On a alors Q'(xrg) = 0.
Oun remarque que Q — Q' = P. On a done Q(xg) = P(zg) 2 0. D'ou le
resultat. <

L exervice suivant étudie les racines modulo p premeer d’un polynome
¢ cocfficients entiers.

5.23. Diviseurs d’un polynome de Z[X!

‘ . 3 . . . |
l Soit P € Z[X]| et p premier. On dit que p est un dwiseur de P

s'il existe un entier n € N tel que P(n) = 0 (mod p) et P(n) # 0.
Montrer que tout polynome non constant a une infinté de diviseurs.
i (Ecole normale supérieure}

> Solution.

On peut supposer que le coefticient constant ¢p de P n’est pas nul.
Sinon. on écrit P = X*Q. ot k est la valuation de P et il suffit de
démontrer la propriété pour Q.

On notc D l'ensemble des diviseurs de P. L'ensemble des entiers n
tels que P(n)| < 1 est fini car P n'est pas constant. 51 1 est un entier
naturel tel que |P(n)| > 2. alors P(n) possede un diviseur premier p qui
appartient a D : D n'est pas vide.

Montrons que le cardiual de D n'est pas fini en raisonnant. par Uab-
sirde. S1 D = {py.pa..... pe} (£ € N*) considérons, pour m € K*, le
produit n = m - |ag] - p1 .. - pe. Il existe N, € Z tel que P(n) = apNy,
¢t N, = 1 (mod p; -..py). L'entier |N,,| tend vers 420 avec m. done
pour m assez grand, on a !N,,| > 2. Alors N,,, posscde alors un diviseur
premier p qui apparticnt & D. D'ou la contradiction cherchée. car on
devrait avoir N,, =1 (mod p). <
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On s'intéresse mointenant aux polyndmes & coefficients réels qu
luissent Z stable.

5.24, Polyndmes de Hilbert

On pose Hp = 1 et, pour n € N*,

XX -1 (X=n+1)
B n!

Hy

1. Montrer que, pour tout n € N, on a H,(Z) C Z. En déduire
que le produit de n entiers consécutifs dans Z est divisible par nl.
2. Soit P € R[X], avec deg P < n. Montrer qu’il y a équivalence
entre :
(1) P(Z) C Z;
(i) P(kYe Z,pour k= 0,1,...,n;
{i42) il existe (Ag, ..., M) € Z7 tel que P = 3 AiHy.
k=0
(Ecole polytechnique)

o> Solution.
1. Soit n € N. On a

0 si 0k n—1
H. (k) = Ca si k=zn
~N"Cn_,; st k<D

Pour tout k entler, le produit des entiers k. &k + 1,...,k+n — 1 vaut
done ntH,,(k —n + 1), qui est un multiple de n!.
Il eonvient de remarquer gque P(Z) C Z nimplique pas P € Z[X],
comme le prouve {'exemple des polyndmes H,.
k3
2. Bien entendu (i) implique (é2). Si P est de la forme 3 A Hg,
k=0
avec (Ag,...,An) € Z""t alors la question 1 montre que P(Z) C Z.
Daue (#4) implique {1}.
Il reste &4 prouver que (i) implique (¢é). Chaque polynéme Hy,
étant de degré k, la famille {Hy,....H,) est une base de R,[X]. Il
ki

existe donc {Ao,...,An) € R tel que P = 3 AxHi. Montrons, par

k

récurrence sur k € [0, n] que A € Z.
e OuaP{0) =X €Z
e Si, pour k € [1,n], (Mg, ..., Ak~1) € ZF, on a alors
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. A k-1
P(k) = Z AeHe(k) = Z MeCf et done Ap = P(k) ~ Z MG € Z,
£=0 £=0 =0

car P{kY, Ap, ..., Ak—1 sont dans Z. ce qui achéve la démonstration. <

Si K oest un corps, xy,..., 1, ety ...y, des déments de K, les x;
flant deur & deuw distincts, il existe un unigue polynéme P € K,,_1[X]
fel que Uon ait, pour 1 <1 < n, P(x;) = y. Clest le polyndéme d’inter-
polation de Lagrange relatif & (zq, yihgign. 1l $écrit

n ]_;E_[(X - .IJ,]
P = yiLf, ot L,‘:L—-—.
; I (wi ~ x5}
J#
(n peut remarquer que i B{X) = ﬁ (X—x;), alors L;(X) = I 0,9 I
i=1 (X—:) @' ()

Nous appellerons les polyndmes I?:1 les polyndmes interpolateurs de base
relotifs au n-uplet (21,...,25,).

Il en résulte en particulier qu’un polynime P € X,,_11X] est unigue-
ment déterminé par ses valeurs en n points distincts 1, ..., x, de K. Les
noteurs P(x;) sont alors les coordonnées de P dans lo base de K, _1[X]
formée des polymémes Ly, ... L,. Cette idée est a la base de Uexercice
swivant, qui regroupe en fait trois petits exercices sur le méme théme.

5.25. Interpolation de Lagrange

1. Soit P € C[X] de degré n = 1. On suppose qu'il existe k € Z
tel que P(k), P(k + 1), ..., P(k 4 n) solent dans Z. Montrer que
pour tout z € Z, P(z) € Z.

2. Soit P € Z[X] de degré n = 1. On note N le pged de P(0).
P(1), .... P(n). Montrer que N divise P(z) pour tout & € Z.

3. Soit P € R{X] de degré n tel que P(0), P{1}, P(4), ..., P(n?)
soient dans Z. Montrer que, pour tout a € Z, P(a?) € Z.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Quitte & considérer le polynome Q tel que Q(X)} =P(X + k), on
peut supposer que k& = 0. On note Lo, L, ..., L, les polynémes interpo-

lateurs de base pour le (n + 1}-uplet (0,1,...,n). On a alors, pour tout

entier z, P(z) = > P{¢)L;(x}. Pour montrer le résultat voulu, il suffit
1=0
de prouver que L,(x} € Z pour tout entier x et tout ¢ € [0, n].
On a, pour 7 € [0, n] et x € Z,
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i—1 n

o @-) ) HE ) T @)
Lt(l')z.Jue_I[O._’M___z J:‘—‘U in_l_‘__.
I -5 it (n— i)!

2€00,r\ {4}

Le produit de k entiers consécutits est divisible par k! (c’est ce que
moutre la premigre question de l'exercice 5.24) done L;(x) est entier.

2, On a encore P(z) = 3 P{¢)L;(2) pour tout x € Z. Comme N
i=0

divise les P(4) et que les L;(z) sont entiers d'aprés 1, il est clair que N
divise P(z).

3. Soit Q(X) = P(X?). Onadeg(Q) =2net Q(-n), Q(-n+1), ..,
Q(-1). Q(D), Q(1),...,Q(n) sont dans Z. D apres la question 1,  prend
des valeurs entieres sur Z : ¢'est le résultat voulu. <

Observons que la premiére guestion fournit une autre solution de la
question 2 de l'exercice 5.24 pour (i1) == (i). L’exercice qui suit utilise
ausst L'interpolation de Lagrange.

5.26. Polyndmes complexes envoyant surjectivement (@ sur

Soit P € CIX]. Trouver une condition nécessaire et suffisante
pour que P induise une surjection de {§ sur @.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Un polyndme non nul P € C[X] vériiant P(Q) C Q est & coefficients
rationnels. En effet, si n est son degré, on a P = P(0)Lg + - + P(r)Ly,
ol les L; sont les polyndmes interpolateurs de base pour le (n + 1)-uplet
(0,1,...,n) (et les L; sont tous dans Q[X)). On suppose donc P € Q[X].
11 est évident que tous les polynénes P € Q[X] de degré 1 conviennent,
On va en fait montrer que ce sont les seuls, II est clair que les polyndmes
constants ne conviennent pas. Montrons qu’il en est de méme des po-
lynomes de degré = 2.

Soit P € Q[X] de degré n > 2. Quitte & multiplier P par un entier non
nul (ce qui ne modifie pas la surjectivité), on peut supposer que P € Z{X].

n

Eerivons P = 3 a;X¢, avec (ao, .., an) € Z"+1. 8i £ est un élément non

i=0 q .

mul de @, écrit sous forme irréductible, alors q“P(g) = 5 aipigt T
i=0

Considérons un entier premder m. Si P(E) = %, alors m divise ¢" et

donc ¢, puisque m est premier. Alors m" divise ¢" et en particulier

comme n = 2, m divise % = 'go a;p'¢® "t On en déduit que m divise

=
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a,, p™ et donc an, car p et g sont premiers entre eux. Un nombre rationnel
de la forme pg oll m est un nombre premier ne divisant pas a,, n’a donc
pas d’antécédent par P. Donc P{(}) n'est pas égal & Q.

Conclusion. Les seuls polynomes complexes gui envolent  sur (@
snrjectivement sont les polynoémes & coefficients rationnels de degré 1. <

Soit n € N* et U, Uensemble des racines n-iémes de Uunité. Pour k
dinsZ, ona Y, w*=0sikgnZet 3 wi=nsikenZ len
well, weUy,
. 1 , , L
risulte que st P e Cp_1[X], ; Y. Pw) = P{0). A Uarde d'une simi-
T well,
tilude, on en déduit facilement que, pour tout polygone régulier de C et
tout P € Cp—1[X], la valeur de P au centre du polygone {qui est liso-
hurycentre des sommets) est la moyenne des valeurs de P aur sommets
i polygone. Llecercice qui suit montre qu'un polygone (21,....2,) qui
werifie cette propridté est nécessairement régulier.

§.27. Caractérisation des polygones réguliers

On considére n+1 nombres complexes 2y, z1,. ., 7 distincts tels
l k13
— Z P(Z,zc)
n oo
Montrer que z;,.. ., 2z, sout les sommets d'un polygone régulier de
centre zp.

que pour tout polynéme P € C,,_;[X], on ait P(z) =

{Ecole normale supérieure)

L~ Solution,

On observe que zg est I'isobarycentre de z,, . .., z, {pour ie mountrer,
it suffit de prendre P = X)).

Nous allons exploiter I'hypothése sur une base de C,_1[X]. Nous
proposons deux solutions de I'exercice.

e Une premiére méthode consiste a choisir une base de C,,_[X] od

la somte des P(z) se caleule faciletnent : la base {L,.... Ly) des po-
lvudmes interpolateurs du n-uplet (=1,..., z,) définis, pouri =1,...,n,
par
l}(x - %)
I#£
b H (2 — zj)
i#i

L’hypothese est que, pour tout ¢ € [1,7], Li(29) = % . 5i on iutroduit
le polynéme Q(X) = (X — 2 }(X — z2) ... (X — z,), cette égalité s’écrit

M — lQ’(zi).
2n — 2y ({3
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Cela impligue que le polvnome Q' (X){X — zp) — n[Q(X) — Q{zo)] s’anmule
en chague z,, 7 = 1,...,n. Ce polynome étant de degré inférieur on égal
A n—1, il est nul. On montre alors gue Q(X) — Q(z) = (X — 2)". En
effet, on remarque que

(Q(X) — Q(z0) )' _ QX — 20) — n{Q(X) — Q{z0))
(X - Zg)n - (X — Zg)n+1

=0.

Q{z) — Q(z0}
(z — z0)"
dominant de Q est 1, elle vaut 1. On obtient, pour tout 4 € [1,n],

(z; — 20)" = Q=) — Qlz0) = —Q=p).

La fraction est donc constante et, puisque le coeflicient

Conclusion. Les complexes 2y — g, --., &n — ¢ Sont les racines n-
iemes de —Q(zp) et z;,..., 2z, forment done un polygone régulier centré
€1 2p.

o Une antre idée consiste & exploiter Vhypothese sur une base
de C_1[X] olt P(zp) se calcule facilement : la base ({X — Zo)p)(}gp-\(\nfl'

. 1 43
On obtient pour p € [L,n — 1], 0 = - > (zr — z)P. Les sommes de
k=1
Newton 8¢, 82,...,5,, 1 relatives & 21 — 29,22 — 2g,.. ., 2n — Zp, définies
T

par S, = 3 (2 — #o)” sont donc nulles. D'aprés les formules de Newton,
i=1

qui sont démontrées dans I'exercice 95.31, on en déduit que, si oq,..., 00
sont les fonctions symétriques élémentaires de 2, — 2g,. .., 2, — 25, OD &,
pour l £p<n—1,

(*1)p+lp0‘p = Spfl + - +O'p_1S; = 0.

On adonc oy = -+ = o,y = 0 et 1, — 29,...,2, — 2p sSOIt
les racines du polynéme X™ + (—1)7¢,,. c’est-d-dire les racines n-ienies
de (—1)""1,. On conclut comme dans la solution précédente. <

Dans Uexercice suivant, il est encore question de fonctions pelyno-
miales : il s’agit des fonetions induites par un polynéme & coefficients
dans Z ow Q sur Z/pZ ou Z/p' L.

5.28. Polynémes entiers et fonctions polynomiales induites sur Z/p’Z

Soit ¢ un nombre premier.

1. On note u la classe de l'entier u dans Z/pZ. Pour P € Z[X],
on note ®(P) € F(Z/pZ, Z/pZ) application gui & toute classe «
associe la classe P(u). Etudier la surjectivité de @ et son noyau.
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2. Pour n € N*, on note k,, le produit des entiers non multiples
de p qui sont compris entre 1 et ». On pose Hg = 1 et, pour n 2 1,
H, = kl—nX(X —1)...(X—n+1) . Les polynomes II,, engendrent
un sous-groupe additif de [X] noté S. Soit 1 € N*. Maintenant on
note % la classe de 'enticr v dans Z/p'Z.

a. Soit Q € S. Montrer que Q{Z) C Z et que u = u’ [p'
implique Q{u) = Q") [p'].

b. Pour Q € S on note ¥(Q) € F(Z/p'Z, Z/p*Z) 'application
qui & toute classe T associe la classe Q). Etudier la surjectivité
de ¥ et son noyau.

(Ecole normale supérieure)

1> Solution.
1. L'application qui & P = ¥ a,X" € Z{X] associe P’ = > @, X"
neM nclN
¢lément de (Z/pZ)[X] est un morphisme d’anneaux. Comme I’application

qui, & un polynome de (Z/pZ)[X], associe sa fonction polynomiale est
aussi un morphisme d’anneaux, il en va de méme de la composée &.

o Montrons que & est surjective. 5i f € F{Z/pZ, Z/pZ), nous savons
qu'il existe un unique polynoéme A € (Z/pZ)[X] de degré inférieur ou
égal A p — 1 tel que pour tout @ € [0,p — 1], A(%) = f(i) (polyndme
d’'imterpolation de Lagrange).

—1 —1
Soit (b1,...,bp—1) € ZF tel que A = PZ b_ij,. Onpose P = pz ijj.
3=0 j=1

Par coustruction, on a, pour tout i € [0, p — 1], P(#) = AE) = f(i). Ceci
montre que ¢(P} = f. L’application ¢ est surjective.

Ce qui précéde montre que toule application de Z/pZ dans fui-méme
est polynomiale.

e Dapres le petit théoreme de Fermat, on a P — 2 = 0 powr tout
x € Z/pZ, autrement dit $(XP —X) = 0. Le polynoéme X? — X appartient
4 Ker &. 51 P € Z[X], on effectue la division euclidienne de P par X* —X.
On obtient P = (XP - X)Q-+R, avec Q € Z[X] et R € Z_4[X]. On a alors
&(P) = (Q)D(X? — X) + &(R) = &(R). Ceci montre que I appartient
a Ker @ si et senlement si I est dans Ker @.

p-1 _
On éerit R = 3. b;X7 ) avec (by,...,bp_1) € ZP et on considere son
o

_ p—t_
projeté R = 3 b;X9 dans Z/pZ[X]. Si R est dans Ker @, tout élément
=0
de Z/pZ est racine du polynome R. Celui-ci étant de degré inférienr ou
égal & p— 1, ’est le polyndme nul. Ainsi, pour tout j € [0,p—1], b, =0,
¢’est-3-dire que p divise b;. On en déduit qu’il existe T € Z,_,|X] tel que
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R=pTect P=(X"-X¥Q+pT 1 est clair. réciproquement. gque tout
polynome ayant cctte forme appartient 4 ker @, ct plus géndéralement
tous les polynémes de la forme {X? — X)Q+ pT avee {Q, T) € Z[X]* (gui
se raménent a la forme précédente en divisant T par X — X).

Conclusion. Le noyau de @ est I'idéal de Z[X] engendré par les po-
Iynimes X? — X et p.

2.a. Les éléments de S sont les combinaisons lindaires & coefficients
entiers des polynémes H,,. 11 suffit done de démontrer la propriété ponr
les polynomes Hy, (n = 1).

Montrons que H,{Z) C Z pour commencer?. Soit x» € Z.

e Si0<axn—1,alors Ho(z) = 0.

¢ Six 2 n, alors Hylz) = m:ﬂ%n)' = g— C% € Z car, par construc-
tion, k, divise nl. . 1 .

. . — —e+ I —1V'n!

e Enfin, si = < 0, alors I, (2) = % = % et
et de nouvean Hy{x) € Z.

Le polynéme k,H, cst & coefficients enticrs. Si u = o [p'], alors
d’aprés les propriétés des congruences, on a k.H, (u) = k.H,(2") [p'].
Autremont dit, p* divise &, IL, (4} — b, H, (u"). Or, par Lypothése, k, est
premicr avee p. donc avec . Ou en déduit, d’apres le théoréme de Gauss,
que p’ divise H,{u) — H, (1), <est-a-dire que Helw) = Ho(u') [;}1].

b, On peut remarguer gue W est un morphisme de groupes additifs
{on ne dispose pas d'une structiure d’annean sur 5),

d .
eSoitde Net Q = 3 a,H,, avee (ag, . ...aq) € Z¥, un élénient

n=0
de S. D’apres ce qui précéde, on a, pour 0 < 7 < 4,

. ! nt
QU) =D any Y.
n=() mn

Supposons que Q € Ker®. On a alors Q{j) = 0[p’], pour tout j
de [0,d}. On obtient, en particulier, pour 7 = 0 ¢t j = 1, ag = 0 [p]

ot ap + 22 =0 [p'] et donc aq = i;i = 0[p'] . Supposons démontré que
1 "1

k
!
pour tout n e L, — 1. ona zz;n. = 0[p']. On oblient alors
(I’jj! . = n! " i
T =Q(7) — Z (Lﬂk‘ncj =0 [p] ,
e

ol .
ce qui démontre, par récurrence, que pour tout 7 € [0, ], Eéi =0
i

4. In fait, le résultat découle directement de Vexercice 5.24 puisque 1, est un mul-
tiple entic d’un polyndme de 1lilbert.
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Montrons réciproquement, que si cette condition est réalisée, alors

QecKerW. Eneffet. siO<j<d,onaa,H{e)=0powr 0 <z < 7—1
a

olou;Hy(z) = 33 C? =0 [p'], pour r = j. On a done, pour tout z € N,

Q) =0 [p ct \D(Q) = 0. Le polynome Q cst dans Ker W, 7
Notons enfin que la condition trouvée équivant & a;j! = 0[p'], pour
tont j de [0,d], puisque k, est premicr avee p. On conclug :

d
Ker ¥ = {ZaJH_,,d € M, {ao,...,as) € 2% Wi € [0,d] a,j! = U[pi]} '
0

Remarquons que pour tout j € N, vp(a,11) = vpla;) +u,(J1) 2 v (9.
St (D) 2 4, alors la condition sur g; est antomatiguement réalisée. Soit
1o lc plus petit des entiers J tels que v(7!) 2 i, Il résulte de ce qui précede
e le sous-groupe de S engendré par les polynémes H,. j > jn est inclus
Jans le noyaan.

¢ On peut décrire autrement les éléments du noyan, Soit Q € Ker 0,

La condition Uk"—j = 0 [p'] signifie qu'il existe b; € Z tel que a; = ]';_'tf"
i 3!

i

Lo polyndme Q s'éerit done p’ Z b,H}, oft les polynomes [T sont les
i=1 '
polynéres de Hilbert défimes par Hy = 1 et pour tout n € N*,

,1 :
i, = ;X(Xfl)__.[)(—n-f—l).

[l est classique de mmontrer ’('1119 les polyndmes qui s'écrivent comme com-
binnisons linéaires & coefficients enticrs des polynimes de Hilbert sont
les polynémes de Q[X] qui envoient Z dans Z (voir excrcice 5.24). On
ohtient finalement

Ker® = {p'Q.Q € QIX], Q(Z) C 2}
o Soit f e T(B) et Q€ S tel que ¥(Q) = f. Notons comme
d

précédemment ) = 3 a,H,,. La fonction ¥(Q) nc dépend que des

vy

n=0

restes des a; modulo p'. On peut done supposer que les cocfficients a;,
otk dans [0,p° — 1]. D’autre part, Vétude du noyau montre qu'on peut
prendre d < 39, En notant,

-1 ,

§ = QE Q— Z a"H_h(aU}....fljoml) = I[(J“’p1 - ]}],’m y

g=0

on a done Im ¥ = T(§') et Card{Im W) < Card{S") = (p')7°.
Pour préciser Card(S7), il faut évaluer Jo {(défini ci-dessus). T résuite

e T'exercice 4.21 que

i—1
v ({p* - 1) ZE(

k=1
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£ De la formule du bindme on déduit que, si 12 2, on a

gy HE1) e "
- 1) = Hlp-Lit = -1 —p BT e [
p—1
et vu((p' — 1) 2 isii = 3oup =3 Ona alars j( < Pt — 1 el
Card(Im ¥} <« (p")»' ! (,omme- Card{F(Z/p"Z, T/ Z) ij” , Fap-
plication ¥ n'est pas surjective sl i 23 oui=2ctp 2 3.
+« Dans le cas o4 = 1. on a jy — p. Montrons qualors la restric-

v—1 p 1
tion de ¥ a §' ¢st injective. S1Q = 3 a;I; et ) = 3 b, H, sont deux
i—0 d= O

éléments de 8" ayant méme image par ¥, on obtient, ’apres ’étude du
7 |
noyau qui précede, pour tout 5 € [U,p — 1], (a; — b;) i— =0 [p]. Mais
3
il ky = gl car j < p. On a done ¢, = byp], ie. a; = b, car a5 et b,
sont dans [U, 7 — 1]. La restriction de ¥ & 8§ est done une bijeetion de 8§
sur Im & On en dédnit que Card(Tm W) = P = Card(F(Z/pZ,Z/p)) :
Vapplication ¥ est surjective.
* Entin, dd,“"x lo cas onnd = p =2, on a jg = 4. On vérific que les

dléments de @ = Z a;Hy et F = 37 b H; de 5 ont méme image par ¥
=0 J:ﬂ
si et seulement st ag = by, oy = by, a2 = b[2] ¢t a3 = b3[2]. En notant
8" = (2 = Z (J'J (fL(] iy ) [[U 3]} ((Lg,ﬁ'.;j) S {[0 1}'2 s
F=0

on a done ImW = W(5") et Card(Im W) = Card($") =4-1-2-2 =64 el
Card(F(Z/p' 2. Z/p' L)y = 4" = 256 : ¥ v'est pas surjective. <1

Les exercices suivants ont pour théme les relations entre les coeffi-
cients el les fonctions symétriques des racines d’un polyndme.

5.29. Images des racines d’'un polyndme

Soit P = X’ + aX? +bX + ¢ € C[X].
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur @, b, ¢ pour
guc les racines de P forment un parallélogramme.
2. Meéme guestion avec un rectangle.
(Ecole polytechnique)

> Solution,
1. Nolons ry, xs, @3 ¢t 2y les racines du polynénue P Leurs inages
dans le plan complexe forment un parallélogramme si on peut les or-
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donner de telle maniére que z; + 3 = %3 + z4 (relation équivalente a
T1 — T3 = T4 — 22). Le coefficient de X* est nul donc la somme & des
racines de P est nulle et la condition équivaut & ) + 22 = 3 + x4 = 0.
En considérant o3 on obtient.

b= —03 = —z122(%3 + 71) — z324(T1 + 22) = 0

Réciproquement, si b = 0 on obtient P = X* + aX? + ¢ = Q(X?), ou
Q = X? +aX + c. En notant z; et 25 les racines de Q. les racines de P
sont les racines carrées de z; et 23 ; elles sont deux & deux opposées et
leurs images forment un parallélogramme de centre 0.

2. Un rectangle est un parallélogramme dont les diagonales ont la
méme longueur. D’apres la question précédente. dont on reprend les no-
tations, les racines de P forment un rectangle si et seulement si b = 0 et
|21] = |22]- On cherche donc & quelle condition les racines de Q ont meme
module. En notant w une racine carrée de A = a? — 4c, on souhaite avoir
| —a—w|= [ —-—a—+ wl ce qui équivaut a aw’ + ow = 0, 4 Gw imaginaire
pur et donc & a%w? = a2A réel négatif. Ceci est réalisé si @ = 0. Sinon,
on écrit

- - rd . - - = L] C ”
Cette expression est un réel négatif si et seulement si — est un réel
a
F y . 1
supérieur ou égal a -
Conclusion. Les racines de P forment un rectangle si et seulement si

b= 0 et soit a = 0, soit a—cz est un réel supérieur ou égal a % <

5.30. Un calcul de {(2)

L. Soit » € N. Montrer qu’il existe un polynome P,, tel que,

pour tout £ € ]0, g [,

sin(2n + 1)¢

P,(cotan®t) = —
sin

2. Expliciter les racines de P,, et calculer leur sommne.

) 1
3. En observant que l'on a cotan?t < e S < 1 4 cotan®t pour
—I-(XJ 1

-—l

tout t € ] [ déterminer la valeur de {(2) = -l
=1

(Ecole polytechnique)
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> Solution.
1. On applique la fornle de Moivre pour calculer sin(2n + 13t pour

Lot ¢ & ]U, g [ On a

n
sin{2n+1)t =1Im(cost-+isin £)2" T = >~ CFE I (—1)F sin® +! teos® ("R ¢,
k=0

sin{2n—+1)

=P, (cotan®t
sin?ntt n( )

En divisant par sin® ' ¢ # 0, on ohticnt bien
. b BTN
ott Py, est le polyndme P, (X) = 3. Copnti(—1)*X" =5,
)

Le polyndéme P, est unique car s1 Q répond également au prodléme,
on a Po(2) = Q(x) pour touf © > 0, puisque T peut s'écrire r = cotan®t
avec | = arceotan(+/x) E}U, g [

2. Lc polyndme P,, est de degré »n et il résulte de la premidre question

k .
que pour tout k € [1,n], xx = cotan® (Qnil) cst racine de P,,. Ces

7 racines étant deux & deux distinctes, il s’agit des n racines de Py,. La
somme des racines de P, est lopposé du coefficient de X? 1 divisé par
le coefticient dominant. Ainsi,

214+, = C%n+1 B 77‘:(2’?&— 1)

(h -
(-’2n+1 3

3. La double inégalité proposée découle de Vencadrement bien connu
sint < ¢ < tant valable pow tout ¢ € [0, ;—r[ St on doit le prouver
on peut solt faire une étude de fonction, goit invoquer un argument de

convexité. On éerit alors Uinégalité pour + = 5 j_] Ct on solme pour
T
k variant de 1 & n. Il vient & laide de la question précédente

n(2n—1) - 2n+ 1) n(2n — 1)
Ty Sl Tap Sttt
k=1 N

et. on fait tendre n vers Uinfini. On trouve

, 2
Ou divise alors par M
T

+00 2
. . 1 T
un résultat sans doute bien connu du lecteur : | {(2) = el <
n
n=1

Parmi les fonciions polynomiales symdtrigues en n variables les plus

rt
ulilisées. figurent les sommes de Newton S, = Y. ot Les formules de
i1
Newton sont des relations entre les sommes de Newton ef les fonctions
symétrigues élémentaires.
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5.31. Formules de Newton (1707)

Soit n un entier 2 2, K un corps commutatif, xq,

covy Iy des
L
¢léments de K. On considére, pour p € N, la somme S, = ¥ z¥. On
note a,. .-

i=1
., 0y les fonctions symétriques élémentaires de x,
définies par

T = E &y Ty -

11 <ig <o eapn

Démontrer gqu’on a les relations suivantes -

n

1, Sp - JISPMI + et (ml}ﬂ’lan—lspfn + (71)110-:18;0711 =0
pour p 2 n.

2. 8, —aSpy A+ ek (=1 18+ (~1)Ppa, = 0 pour
1<psn—1.

(Ecole polytechnique)
I> Solution.

n

1. Considérons le polyndme P = J[(X — ;) € K[X]. 11 a pour cx-
i=1
PreEssion

"
P=X? Y (D)X

i=1
Pourl<i<netpzn onaPly)=a]—-0g;

b (= 1)y, = 0
ot donc en Hlultipliant par :L'f_ﬂj
zF -

LT G R (s ) LV M7 |

Fn additionnant, pour 1 < ¢ < n, on obtient

Sp — crlS,,,l + -+ (—1)"0,18,)_,1 =0l

2. Soit p entier tel que 1 < p < n — 1. Ce second cas est nettement
plus difficile. Pour commencer, on comnpare 5, et d18,_7. On obtient

« o Lp—1
Sp = a15p—1 — E Ty Ty, .

ia
L&, iaEn
tLFeg

On compare ensuite cette dernitre somme et daS,-2. On a, cette ois,

a5,

— E: - E , ) P2
22p—12 lil‘niz + xmmigT“
10 igsn 1€ € inpsin
HLFEg

FEG D
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Plus généralement, on pose, pour 0 €< k < p— 1,

_ 7 Pk
Ap = E R T

L2y <o i

A TIRT O
On remarque qu’en particulier Ag = S, et A,_| = po,. On obtient alors,
pour 1 < k< p—1,

71 Sp_k = Ap_ + As.

En multipliant la premiére relation par —1, la seconde par (—1)2, ... et
la (p — 1)-ibme par {(—1}?=!, on trouve

p—1
Y (0 0pSp_ = —Ao + (—1) TN A, = S, (=1 oy,
k=1

ce qui. si on fait lout passer dans le membre de gauche de 1'égalité, nous
donne le résultat voulu.
De ce résultat, nous propusons une prewve olternative fondcée sur les
séries genératrices.
Soit. e € . On peut &erive le développement en série entiere
L

+o0o
= Z ofx?,
p=0

valable pour || < 1. 8i on écrit ce dévelapperent pour o = x;. pour
1 < ¢ £ n ef si on somme les relations obtenues, on obticnt

1-—ax

™ 1 +o0o
Z | —r;x = Z S?’mp’
i=1 L p=()

n
. . 1
développement valable dans un voisinage de (. La somme 3 1-Xa
il t T

est le dévcloppement en ¢léments simples d’une fraction rationnelle, que
nous allons déterminer. On sait que s on pose P = (X —a1} ... (X —2,),
on obtient

pr & 1 Xp & |

= = et done —— =% ———
P ;X—Il P ;lfri/X’

puis cn snbstituant 1/X & X,

i 1 P(1/Xy  XP'P(1/X)
213X T XP(y/X) | XP(1/X)
15 — - 11k n-k o = CnNk ., n—k—1
Tuisque P = 3 (1170, X ot PP = 3 (1Y (n — karX (en
k=0 k=0

posant oy = 1}, on obtient
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1— | _
Y (=1)F(n — k)opXF

i: _17 _ k=

. - n
i1 mX 3 (—1)Fa Xk
k=0

['ar conséquent, pour x voisin de 0, on peut éerire

LR § i + o e
> (-1f(n - A‘)“kﬂf"') = 28" | [ D (=1)f et

E—0 p=0 k=0

Draprés 'unicité des coefficionts d'une série entiere et la régle du
produit de Canchy, le coeflicient de 2 (pour 1 < p €< n — 1) vaut

n
{—1Yo,(n-p)= Z Sk(—l)p"kﬁp—k
k=0

= Sp — U]Sp,{ + (TQSV_Q R (“-1)p0pEL
=n

ot finalement

SP — UISp—l + -4 (—l)pilﬁj,_lsl + lfl)ppﬁp =} «1

Ces formules pormettent de déterminer les sommes de Newton de
proche en proche. Inversernent, si le corps est de caractéristique nulle
{1l faut powvoir diviser par les entiers). la connaissance des sommes de
Newton permet de déterminer les fonctions symdirigues élémentaires.
{Ine utilisation de cela est faite dans Uezercice 5.27.

Llexercice suivant est occasion de rappeler que toufe expression
rutionnelle ef syméfrique de xy,24a,. .., 1, peut s'exprimer rofionnclle-
ment® en fonction de o1, . .., 0n, fonctions symétriques élémentuires de
£l .. ®n. loi, on se contente de le constater sur un exemple particulicr.

5.32. Polynomes réels scindés

On considére E T'enscmble des polvuomes réels scindés sur R et
a coefficients dans {0, —1, 1}. On souhaite décrire E.

1. Montrer qu’il suffit de connaitre les éiéments de E unitaires
et qui ne s’annulent pas cn (.

. Le leclenr powrra trouver une preuve de ce théoréme dans ARNAUDIES ().-M.) &
R SSK (H.), Cours de Methématiques, Algéhre 1, Dunod. 1987, Chapitre X.
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2. Pour n réels strictement positifs aq,...,a,, démontrer
Pindgalité ¥ 2 > p2.
i jgn B
3. Soit P un polynéme unitaite non constant dans E tel
que P(0) # 0. Démontrer que deg P < 3. En déduire P.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. 11 est évident que P est dans E si et sculement si —P est dans
E. Tl nous suffit donc de connaitre les dléments unitaires de E. Si O est
racine de P € E avec une multiplicité k, on peut écrire P = X*Q avec
Q € R[X]. Or, Q est scindé et ses coeflicients sont aussi dans {0, —1,1}.
Réciproquement, si Q est dans E, alors X*Q € E pour tout entier k.

En résurmné, les éléments non mus de F s'écrivent +X5Q, o1 k € N et
oll ) est un élément unitaire de E n’ayant pas () comme racine.

2. Cette indgalit¢ résulte du fait que, s1 z, y sont des réels strictement,
positifs, on a Ty ¥ 2 2. Dans la somme > i""—; on regroupe alors

vy = 1,3 M

le terme (4, §) avee le terme (f, ) pour i # §. Comumne le quotient vaut ]
lorsque ¢ = 3, il vient

a; . .
3 S zn 420 =0t

1<igsn 4

3. Notons n le degré de P. Ecrivons P = X —a X144 (=1)"a,,
ol1 les oy sont les fonctions symétriques élémentaires des racines de P.
Notons #1,..., %, ces racines distinctes ou confondues. Par hypotheése,
elles sont toutes réelles et non nulles.

L’inégalité de la question précédente appliquée aux 27 donne

S
=g

8= =2 nZ,
T

l

w

1<ijsin

Or S est une expression rationnelle des x; et elle va g’exprimer & D'aide
des ai. Comme ces derniers sont majorés par 1, on pourra en déduire
une majoration de n. Plus précisément, on a

x? L "1

s ¥ (2] (54
B 2 ¢ s
1< j€n 2 i=1 i—1 i

a 12 T2

< T — P i —

— (02 — 9a3) ( ) _ gTn=t
a0y Ty

On a alors clairement 8 < 3 x 3 = 9 et done n < 3. On peut alors mener
une recherche exhaustive.
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* Pour n =1, X — 1 et X 4+ 1 conviennent pour P.

*Ponrn =2onobtient X* -1, X2+ X -1, X* X -1

* Pour n = 3, Pétude du cas d’égalité dans la majoration obtenue
plus haut donne oy = +1, o3 = -1, 03 = £1 et 07 = —oy. On obtient
alors les polyndmes X? + X2 - X — 1 et X* —~ X2 ~ X + 1, qui conviennent
tous les deux. <

Le théoréeme rappelé avant Uezercice précédent se généralise aur po-
lyndmes o coeffictents dans un annecu. Ainsi, s1 P esl un polynome
symétrique en x1, ..., Tn 6 coefficients dans Z, i existe Q 4 cocfficients
dans @ tel que P{zy, ..., 2n) = Qoy,...,0n). Onr pourre caploiter cela
dans Uezercice qui suil.

5.33. Un théoréme de Kronecker

Soit P un polynome unitaire de Z[X] dont les racines complexes
sont toutes de module inférieur ou égal & 1. On suppose P(0) £ 0.
Montrer que toutes les racines de P sont des racines de Punitc.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

e Notons z1, 22, ..., 2, los racines de P comptées avec leur mltipli-
¢ité, m 2 1 désignant le degré de P, et o1, . . ., op les fonctions symétriques
Cléimentaires des z;. On a donc

PX)=X" o X" g oo ()0

ot les o sont dans Z, Comme |z;{ < 1 pour tout ¢ € [1, 7], on obtient,
pour 1 € p < n, la majoration

>, 1=

I€PL([1,n]} i€l

< Z 1 = Card Ppy([1.n]} = C%.
lep, ([1,n])

lopl =

Ceci montre gue I'ensemble (2, des polynomes unitaires de Z[X], de
degré n. dont les racines complexes sont de module inférieur ou égal & 1
est fini.

e 1’idée est alors de considérer pour tout k& € N les polynomes
Pr(X) = (X —28)(X — 28 ... (X — zF). Ce sont des polynémes unitaires
de degré n dont les racines zF sont de module inférieur ou égal & 1. Pour
tout 7 € [1,7n], le coefficient de X7 dans Py est (—1)7o,.(zF,... 25 11
#’agit d'un polynéme symétrique cn zq, z2, ..., 2, & coeficients dans Z.
1 est done égal &4 un polynéme & coeflicients enticrs en les fonctions
symétriques dlémentaires des z;. Il en résulte que, pour tout cutier k, on
a Py € Z[X] et done que Py € £2,,.
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Comme £2,, cst fini, et que chaque élément de 3, admet an plus n
racines complexes distinctes, I'enseinble des racines des éléments de €2,
est aussi fini. En particulicr, pour tout i € [1,n]. l'application k — 2¥
ne peut pas étre injective. Il existe done deux entiers & # £ tels que

28 = 2F Comme z; est supposé non nul, il ’agit d'une racine de Funité. <

Si P & C[X] est unitaire on appelle mesure de Mahler® de P et
on note M(P), le produit || max(1,|z]). Le théoréme de Kronecker
P(z)=0
montre donc que st P € Z[X] est un polyndme wniteire de mesure fgole
@ 1, ses racines sont des racines de Vupité (ou 0). Un célegbro probléme
de Mahler consiste & chercher sl existe € > 0 fel gque le résultur reste
vt pour les polynames de mesure inférieure @ 1 + £.

Duns C[X| tout polynorme est scindé. Il n'en est rien dons R[X] et ¢ est
Pobjet de nombreur crercices, des plus simples aur plus sophistiqués,
de chercher combien de racines réelles posséde un polyndme réel et s’
est scindé. I apparait, duns les exercices suivants, gue lo recherche des
racines réelles d'un polynome de RIX] fait essenticllement appel ¢ des
techniques d'analyse.

5.34. Racines réelles de nX™ — X"~ — ... X —1

Combien P,, = nX" — X"~! — .. = X ~ 1 possede-t-il da racines
1
réelles 7
(Ecole normale supérieure)

> Solution.
On observe que 1 est racine de P, pour tout n € N*, Pour » 2 2, on
met en facteur X — 1 pour obtenir

P,=X-1nX"'+mn-DX"? 4+ 42X +1) = (X -1)Q,

Xﬂ.+1 -1

avec Qn = X"+ X" 4. +X+1.0naQ, = X1

dérivant, il vient

de sorte qu’en

g = X e X ]
" (X —1)2

Loétude des variations du numératenr est enfantine et montre que Q)
adinet exactement une raciue réelle (négative) si n est pair et n'admet
ancune racine réelle si 7 est impair.

G. Le lectour trouvera dans Pexercice 5.47 une inégalité (duc & Landan) qui fournit
une majoration de M(P).
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Conclusion. Si n est pair. P, admet 2 racines réelles (dont 1) et sin
et impair, 1 est I'unique racine réelle de P, «

5.35. Un polynome seindé sur R

Monptrer que, powr tous n = 1 et ¢ € R non multiple de 7, le
n

polynome P = Z Cffl sin k@ XF a toutes sex racines réelles.

k=0
(Ecole polytechnique)
I Solution.
n—I .
Compte tenu de la factorisaiion X* —Y" = [] (X —¢ = Y}, on pent
Jr

it :I‘i re

2iP(X) = > Chaismhox* = 3 OF ((0"X)* - (e*i‘?X)’“)

k=0 =

B (1 +859X) i _ (1 N 671‘&){/),'
k=0

— 'ﬁl (1 el (e — e"#‘:—m)x) ‘
=1

O en déduit que si 2, nombre coraplexe, est racine de P, T'un des
o idbn i PN e o
facteurs {1 =50 4 (e — =7 002 est il On a ndcessairement

whx . ELE:S if - - —
e T e ear sinon 1= €57 et ¢ = (7. antrewent dit # € 77,
On est done en droit d'éerire
. . kT
e i EE p—iER R ——
T = Zka = ‘ = :
] 2R 8 s R —Ap iz :
P ‘:.f( e } . G?( A hr) sin (6 — A_?T
n

Le polynéme P u'a done que des racines réelles. <

Le théuréme de Rolle est un instrument cfftcace pour trouwver des
racines aur polynames véels, comme Uillustre Dexercice siivant.
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5.36. Dépnombrement de racines réelles

Soit P € R{X], un polynéme admettant # racines réelles simples
strictement supérieures a 1. Ou pose

Q(X) = (1 + XHP(X)P/(X) + X(P(X)? + P/(X)2).

Montrer que @ a an moins 2rn — 1 racines réelles distinctes.
{(Ecole polytechnique)

t> Solution. '
OnaQ=PP'X?+(P2+ P’Z)X + PP/, expression qui se factorise en

Q = (XP + P')(XP’ + F)

(regarder () comrme un ¢polyndine du second degré en X» ).

s Le polynome XP' + P est le polynbme dérive de XP. Ce dernier
adinet comme racines celles de P, que 'on hote 1 < @ < g < -+ < T,
et la racine zp = 0. Le théoréme de Rolle nous assure de Pexistence d’unce
racine de XP’ + P dans chaque intervalle |z;, i11[, ¢ € [0,n — 1]. Cela
nous donne déji n racines distinctes.

e Pour lc secoud facteur, on introduit la fouction définie sur R par
flay = EEZ/ZP(.T). Elle est de classe O™ et f'(z) = e"’“z/z(P’(;zz) +aP{x}).
Le théoreme de Rolle nous donne donc ici anssi n — 1 racines distinctes
pour XP + P/ {une dans chaque intervalle z;, x,1], 7 € [1,n - 1]).

e Il reste enfin a vérifier que ces dernidres racines different des
précédentes. Or 51 P(x) + xP{x) = 0 et P/{x) + 2P(x) = 0. il vient
(1 — 2)P(x) = 0. Mais par construction les racmes obtemics ci-dessus
ne sont ni des racines de P, ni égales 4 £1. D’ol le résultat : QQ admet,
an moins 2r — 1 racines réelles distinctes. <

On retiendru le résultat classique redémontrd dans Uexerciee suivant
si P e R{X1 est scinde sur B, alors il en cst de méme de P

5.37. Dérivation et polynomes réels scindés

Soit (P,Q) € RX]%, Q = Y_aiX*. On pose R = ¥ a, P,
Montrer que sl P et () sont scindés sur B, alors R est scindé sur R,
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Si D désigne 'opérateur de dérivation sur R[X], on observe qu’en
fait R = Q(D)(P). Si Q cst constant le résultat est trivial. Dans la
suite, Q sera donc supposé de degré p = 1 et unitaire {ce qui ne nuit
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nullement & la généralité). Il s’éerit done Q(X) = (X — Ay} ... (X — Ap)
(les A; n'étant pas nécessairement deux a deux distincts). On obtient
alors QT = (D= A Id) o- -0 (D — A Id) dans Palgébre L{R[X]). Il suffit
douc de prouver le résultat suivant : pour tout P € R[X] scindé et tout
véal A, P — AP est aussi scindé.

Si P est constant, ¢’est clair. Supposons donc 11 = degP 2 1 et no-
lons @y <+ + < 2 los racines distinetes de P, de multiplicités respectives
e, O

¢ Le cas A = {) cst classique : les o, sont racines de P’ d’ordre a, — 1. ce

k
qui fournit ¥ {ey; — 1) = n — k racines de P’ comptés avee multiplicités.
im
De plus. s kl> 1, I'application du théoréme de Rolle sur chacun des
itervalles [z, 2541], 1 € ¢ < k — 1, fournit & — 1 autres racines de P,
tdeux & deux distinctes ot distinctes dew précédentes. Ce qui fait le bon
comptc.

e Le cas A quelconque se traite de meéme ; r; est loujours racine
de P — AP de multiplicité «; — 1. Considérons alors la fonction définie
aur R par f(z) = Pz)e " On a f'{z) = (P'(z) — AP(x))e™% et le
théordme de Rolle qui s’applique encore sur les intervalles [, 2, 1] dotme
dnouvean k-1 racines supplémentaires. On adone (n—k)4+(k—1) = n—1
tacines complées avec multiplicité pour P/ — AP, Ce polyndme étant
de degré n, il est nécessaircment scindé (le facteur qui reste étant de
degré 1).

Remarquons que si P est & racines simples, P/ — AP l'est égalernent,.
Il en résulte que si P est seindé A racines simples, R Pest aussi. <

5.38. Un théoreme de Laguerre

Soit P et Q deux polyndrues non nuls de R[X], scindés sur R. On

suppose que les racines de Q) ne sont pas dans 'intervalle [0, deg PJ.
Ti T

On note P = %7 ap Xt et R = 3 qu{k,)ka Montrer que R est

X k=0 k=0
seindé sur R.

(Ecole polytechnique)

[> Solution.

Sans perte de pénéralité, on peutl supposer P et Q unitaires. On note
i le degré de P et ¢ celui de Q.

Unc premiere constatation cst qu’il suffit de montrer le résultat pour
nn polyndme Q de degré 1 (c’est trivial si Q est constant), car le résultat
s'ttend ensuite facilement par récurrence sur g. En effet, supposons le
vésultat vrai au rang ¢ — 1. On éerit Q = (X — «)S, ot § € R[X] est de
idogré g — 1 et a est nne racine de (). Waprés Phypothése de récwrence,
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7
le polynéme T = Y axS(k)X* est scindé sur R et d’apréslecas g = 1,1e
k=0
113

n
polynéme R = ¥ (axS(k))(k — a)X* = Y axQ(k)X* est, scindé surR.
k=0 k=0
On suppose done dans la suite que (3 = X — @, ol par hypothése
a ¢ [0,degP] = [0,n]. On a alars, avec P = 3 ap X¥,

™ k13 n
R = Zak(k —a)XF = Zakkxk — aZaka —= XP — aP.
k=0 k=0 k=0

Le coefficient de X" dans R est an(n — @) # 0 de sorte que R est un
polynéme de degré n.

On observe gqu'une racine non nulle ry d’ordre & de P est racine
d’ordre k& — 1 de R. En revanche, si ( est racine d’ordre &k de P, O reste
racine d’ordre k de R. En effet, si P = X*P; avec P1(0) # 0, on obtient
P! = Xk1(kP; + XP)) et R = X*[(k — a)P; +XP/] et le polynoéme entre
crochets ne s’anmile pas en 0 car a # k.

On considére donc I'ensemble des racines de P anquel on rajoute, s'il
n’est pas racine, le réel (1. On note oy < @y < -+ < @, les éléments de
cet ensemble et ig 'entier entre 1 et r tel que ay, = 0. On note s; 'ordre
de o; comme racine de P pour tout ¢ compris entre 1 et 7. Si ¢ # dg, on
a §; = 1, mais §;, peut étre mul.

D’aprés ce qui est dit plus haut, pour ¢ # iy, «; est racine d’ordre
s;—1de R; 0 = ay, est racine d’ordre s;, de R. Comme s;4+-+-+8, = n,
pour que R soit scindé sur R, il suffit de trouver » — 1 autres racines de
R, distinctes des a;, puisque

(s1—1)+-+s+- -+ -1)+ir-1)=n.

!
On remarque que R = XP (% — %) . En écrivant
T ) Pr r s:
/o Ly Si— NS I 2
P _Zsi(X—a1) H.(X-—QJ\-)A et P _.ZX—ai’
i=1 ki i=1
on ohtient

51 Sip — & =
= XP oo Do .
R=XP (b BTy )

11 suffit donc de prouver que la fonction

TPV Rl a)
2T — 0 X T —

.f:wr—>(

s’annule r — 1 fois sur son domaine de définition D = R\{e,..., 0.}
Nous distinguons deux cas.
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* Premier cas : o < 0.
La fonction f est continue sur D. Comme les s; sont sirictement
positifs ainsi que s, —o, ona, pour 1 i< r -1,

imf=400 e lim f=-o0
af Qi1

ot d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, f s’annule sur |y, ag1 |-
Yol r — 1 antres racines : c’est ce qu’on voulait.
* Deuxi&me cas : o > n.

On a s;,—a < 0. Comme dans le premier cas, f §’annule sur Jog, aq11]
pour ¢ # ig — 1 et ¢ # dg. Mais on ne peut plus affirmer que f s’annule
SUL |evig—1, Qg | €6 sur Jov,, o, 41| Par contre, on a

+ o+ 8, —a+ 8 n-wo

s .
f(=z) ol ! o = 0% et lim f = —oo,
@y

sl ap % 0, d.e dg #£ 1. D'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, f
sanmle sur | — co. e[ si 49 # 1. De manidre analogue, f s’annule sur
|, +-00] 8l 4o % r On a donc encore v — I nouvelles racines (si 49 = 1
our, f s’anmule sur » — 2 intervalles |ay;, oy 1[).

Dans les deux ¢as, nous avons en tout r — 1 racines nonvelles et R
est scindé. <

5.39. Plans vectoriels de polyndmes scindés

Seit (P, (}) un couple de palyndémes réels.

1. On suppose que P et (} sont scindés A racines simples et que
leurs racines sont entrelacées, c¢'est-a-dire que si o et J sont deux
racines de I'un (e < §), il y a au moins une racine de 'autre dans
lintervalle ey, 5. Montrer que le polynéme AP + () reste scindé &
racines simples lorsque (X, u) décrit R2.

2. Montrer que si pour tout (A, ) € R?, le polyndme AP+uQ est
scindé A racines simples, alors les racines de P et () sont entrelacées.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. » De I'hypothése, on déduit qu’entre deux racines consécutives
de P (resp. ) il y a exactement une racine de Q {resp. P) et donc que P
et () n'ont aucune racine commune. Ceci montre que, soit les degrés de P
et Q sont égaux, soit ils diffevent de 1. Suppesons que deg(P) < deg(Q),
notons 7 le degré de () et =y, ..., %, ses racines { 1 < -~ < x4). On
peut supposer P et Q unitaires. La propriété & démontrer est évidente



220 CHAPITRE 5. FOLYNOMES

gl A =0 ou g = }; on suppose désormais Ap # 0. Le polyndme AP + p:Q)
est alors de degré n sanf si deg(P) = deg{Q) —netsi A+pu=0.

e o est racine de AP 4 Q) si Q{a) # et Q(( % = % Nous allons

done étudier Uéquation F(.L’) =0, ot F est la fraction rationnelle % .

Par hypothése, pour 1 < 4 < n — 1, Q ne change pas de signe et P
change une fois de signe sur I’Interlele |y, @i 1] La fraction F change
donc également de signe sur Ja;, z;41]. Puisque z; et z;., sont des pdles
simples de F, on en déduit que

(1imF: o0 et lim F = +oo) ou (hmF— +00 et lim F:—oo).

z.* E X Togr ™

Dans tous les cas, pour tout i € [1,n—1]. la fonction F prend une fois la

valeur 7%1 sur |z, ;,1], d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires.

La fraction F prend déja n — 1 fois la valeur — §

De plus, on a d'une part im F = —nc et hm F = +00 ou hm F=+00
X1 Tyt

et lim F' = —oo, et d’autre part hmF = ]1111 F =0 (s degP =n—1)ou

LY

limF = EmF =1 (sidegP = n). 81 degP =n—1, alors F prend une foig

la valeur —% # (0, soit sur | — oo, z1[, soit sur |z,,, +0c], toujours d’aprés

le théoréme des valeurs intermédiaires. Cela reste vrai quand degP = n,
sauf si -—'% =1

Concluons. Si degl> = n — 1 ou — E # 1, le polynome AP + ;0
pObHe(]P 1 racines réelles distinctes. Il Cbt donc scindé. Si degP = n et
si — X 1, le polynome AP + pQ est de degré n — 1 et pousséde n — 1
racines distinctes. I] est encore scindé. Dans tous les cas, AP 4+ pQ) est
gcindé & racines simples.

2. & On voit en prenant (A u) = (1,0) ou (0,1) que P et Q sont
scindés a racines stmples. Montrons qur'ils n’ont aucune racine commune,
en raisonnant par 'absurde. Si a est une racine commune a P et Q, il
existe des polyndmes Py et Qq tels que P = (X—o)Py et Q = (X — o) Q.
On a alors, pour tout (A, u) € R%, AP +uQ = (X —a)(AP; +1Q1). Mais o
Qi)
Pi{o)’
alors ¢ est racine double de AP + u(}, ce qui est contraire a I'iypothese.

» Montrons que les racines de P ot Q sont entrelacées en raison-
nant par Uabsurde. Supposons par exemple qu'il existe deux racines
consécutives de P, x et &' telles que Q ne s’annule pas sur le segment

n'est racine ni de Py, ui de Q. 51 on choisit A et y tels que A

[z, 2’| (on sait déja il ne s’annule ni en 2 ni en z'). La fonction F =

est donc définie et dérivable sur [z, z'] ; elle s’annule en z et 2. D’aprés
le théoreme de Rolle. il existe £ € lx.2'[, tel que F/(€) = 0. Alors £ est
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racine multiple de la fraction rationnelle F — F(£). En multipliant par Q,
on obtient que £ est racine multiple de P — F(£)Q. Clest contraire 3
I'hypotheése. Les racines de P et ( sont done entrelacées. <

L’exercice suivant étudie dans un cas simple la question de fa confi-
wuité des racines d'un polynome par rapport ¢ ses coefficients.

5.40. L’ouvert des polynémes scindés i racines simples sur R dans
'ensemble des polynomes nnitaires de degré n

Soit P = X" +a1X" '+ -+ @, un polynéme A coeflicients réels
scindé sur B, & racines simples. Soit Q = X"+ b X* "L 4.+ b,
un polyndme & coefficients réels. Montrer que si les b; sont proches
des a;, alors (3 est scindé sur R, & racines simples.

(Ecole polytechnique)

I~ Solution.

Notons @1, ...,%n les n racines, rangées par ordre croissant, du po-
tvnéme P. Celui-ci s’annule et change de signe en xi,...,x,, puisque
ccs racines sont simples. Considérons des réels 1, - Yn, Yng1 tels
que i < 2 < Ya < o < Ty < Ypgr. Onoa alors Py )Plyes) < 0
pour tout k € [1,7]. La fonctiou

B (b ba) €R® s (QUyD)Qa)- - Q) Quns1)) € B

ost continue puisque polynomiale. Par hypothese, ®(aq,..., a,) appar-
lient & (Ri)n. Cet ensemble étant un ouvert, on aura, pour (b, ..., by)
proche de (4, ...,ay,) (pour une norme quelconque de R™, celles-ci étant,
équivalentes), ©(by, ..., bn) € (R2)", cest-d-dive Q(un)Qlyrrs) < 0
pour tout k € [L,n]. Alors la fonction @ change de signe, donc s'an-
nule, entre yr et ypoq, pour tout k € [1,n]. Le polyndme Q s'annule
donc n fois : il est scindé sur R, & racines simples. <

En choistssant yr el ypy fels que ypo1 — yn < €, on montre que,
pour by, ... by proche de ay,...,a,, Q posséde une racine zp telle que
| — 21| < . Ceci démontre que, pour k € [1,n]. la fonction, définie sur
un voisinage de (ay,...,0q), qui & (b, ..., b,) associe la k-iéme racine
e Q (celles-ci étant rangées par ordre croissant} est confinue.

5 cette démonstration ne s’appligue plus, le théoréme reste vrai dans
C[X]. On peut utiliser par evernple le discriminunt (cf exercice 5.10) :
celui-ci est une fonction polynomiale, donc continue, des coefficients
de P; st P n'a que des racines simples, son discriminant n'est pas nul et
si les coefficients de QQ sont proches de ceux de P. son discriminant reste
non nul.
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On ne saurait mieux terminer cetle série d’exercices sur les po-
lyndmes scindés que par Uétude d’une famille de polyndmes scindés sur
R, aux riches propriétés : les polyndmes de Tchebychey.

5.41. Polynémes de Tchebychev

Soit n € N*,

1. Montrer qu’il existe un unique polyndme T, € R[X] tel que,
pour tout réel z, T, (cosz) = cos(nx). Caleuler Ty 11 + Tr1.

Les polyndémes T,, sont appelés polyndmes de Tchebychev de
premiére espéce.

2. Montrer que T, € Z[X], préciser son degré, son coefficient
dominant. Déterminer les racines de T, ainsi que les extrema de la
fonction © — T, (z) sur [-1, 1].

3. Montrer gue pour tout polyndme P a coefficients réels unitaire

1
etdedegrén,ona sup [P(z)| = JnT Avee égalité si et seulement
zef-1,1}

. 1
sipP= ZT:TTH

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. L’existence de T, peut s’obtenir 4 'aide de 1a formule de Moivre
et de celle du bindme de Newton. On obtient

cos(nz) = Re(cosx +isinz)" = Z CZE(~1)* cos™ % & (1—cos? 2)*,
0 2kgn

ce qui prouve I'existence et donne I'expression suivante de T,

E(n/2)

T.(X)= Y CH(X? - 1)fxn=2k,
k=0
Pour l'unicité, il suffit de dire que si R, est un second polyndéme qui
convient, on a (T, — Ry)(cosz) = 0 pour tout réel z. Il en résulte
que T,, — R, est identiguement nul sur [—1,1]. C’est donc le polyndme
nul.
Les formules de trigonométrie montrent gue, pour tout z € R,

{(Trni1 + Tro1)(cosz) = cos(n + 1)z 4 cos(n — 1)z

= 2cosxcosnr = 2cos xTn{cos x).

Donc le polynéme Ty, 1 — 2XT, +T,,_; est identiguement nul sur [~1, 1].
11 en résulte qu’il est nul et on a la relation de récurrence :

| Tpi1 —2XT, 4+ Tuy =0,
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2. o On voit sur expression trouvé ci-dessus que T, € Z[X] et
E(n/2)

que deg{Th) < n, Comme le coefficient de X" vaut 3 C?f" = 2n1
k=0

on a deg(T,) = n.

On peul aussi montrer ces résultats par récurrence o ['aide de la
relation de récurrence obtenue en 1.
e Poscns pour k € Z, 6, = % + % . On a évidemment cos(nf) =0
pour tout k. Il en résulte que xy = cos B est une racine de T,,. Quand
k décrit Z, z; prend n valeurs distinctes, obtenues en faisant varier k
tle 0 & n —1 par exemple. Comme deg(T',) = n, on dispose de toutes les
racines de T',, qui est donc scindé & racines simples sur R. Notons gue
Poma -1 <1< - <2 <ap < 1.

» Comme T, (cosf) = cosné, on a |T,(2)| € 1 pour tout z € [-1,1].

Il y a égalité si et seulement si z est de la forme 2z, = cos %r), avec

0 < k < n. Plus précisément, Ty, (z;) = 1 si k est pair et Tp(2g) = —1
si k est impair. Notons qu’en particulier, T,,(1) = 1 et T (—1) = (—1)"™.

Onvoit que —1 = 2, < Tp_1 < Zp1 < - <z <2g < 20=1¢et
que la fonction T, est strictement monotone entre deux z; consécutifs,
On a tracé les graphes sur [—1, 1] de quelques polynomes.

1

0.5 0.5

-i 05 i 1 05 05 i
05
-1
n=2 n =3
1
1 8
0.5
-0.5 05
1 o i
05
-1 -1
n=>5 n =10
3. Pour tout polynéme P, onpose |P|| = sup |P(x)|. On considére

z€[-1,1]
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{

oot

le polyvuee 17, T,. I1 est bicn unitaire et de degré n. On a,

("apris Ia question précédente. ||Py|| = 2777

e Supposons quiil existe un polynéme unitaire P de dogré n tel
que ||P|| < [|Py||. Etudions le polynime Q@ =P, ~P. OnadegQ < n—1
car P, et I sont tons les denx unitaires de degré n. L'idée est de re-
garder los valenrs prises par Q aux peoints 24 (définis dans la question
précdente). On a Q(z0) = Pufen) — Plzo) = iy — Plso) > 0 car
WPl < ||Pulf = ‘QTilj De méme Q(2) < 0. Q221 > 0... I vésulte alory
du théoréme des valeurs internuédiaires que () s’annule au moins une fois
dans chaque intervalle Jzy g, 2l pour 0 < k& € n — 1. Ce qui donne n.
racines distinctes de Q. Comme Q est de degrée < n—1, ona Q =10, co
qui est absurde. On a done ||P]| 2 ||P,. ]| ponr tout polynome P unitaire
de degré n.

¢ On inontre maintenant qu’il 0’y a dégalité dans [|P|| = ||[Pa| que
pour P = P,. Reprenons le raisonnement précécdent. Soit P unitaire do
degré n tel que [P]| = ||[Pofl et Q = Py, — P. On a deg(Q) < n — |
et Qf{za) = 0, Qz1) € 0. Q) 2 0... (ou doit remplacer les in¢galités
strictes par des inégalités larges). Si tontes les inégalites sont strictes,
cst nul comme précédemmentt.

La situation est plus délicate si l'un des Qzp ) estnonl. Sil € k< n—1

et Qfzz) = Q. alors Pz) = + %T ot zp est un extremum local de I
On a doue P{2) =0 et comme P2 {zp) = 0, on trouve Q7 (5x) =0 5
est. nne racine multiple de Q,

Mousrous par récurrcuce sur k € [, n — 1] que € posséde au moing
k (vesp. k + 1) racines comptées avec leur multiplicité dans Pintervalle
(2, zo] = [, 1] 81 QQzi) # 0 (resp. Q{zx) = 0). Il 0’y a tlen a prouver i
k= 0. Supposons k& = |.

* 81 Qz) =0, 7, est une racine au mojus double ef comme il v
en a an moins b — 1 dans [z -1, 1} (par lypothese de récurrence}, on en
trouve donc an moins k& + 1 dans [z, 1].

* 8§ Q) £ 0 et Qlze_y) = 0, Phypothése de récurrence assure
I'existence de k zéros dans [zx_1, 1] < [z, 1].

* S Qze) £ 0t Qlrpoy) £ 0, ana Q=) Q{zr1) < 0 et Q
g’annule sur |z, ©k-q[. Dans ce cas encore, on a donc au maoins &k racines
dans [z, 1].

La récurrence est achovee. 8i Qlz, ) = (1, ) a donc au moins n
racines dans [—1,1]. Dans le cas contraire, Q(—11Q{z,_ 1) € 0 et Q
g’annule sur [—1.2,_([. Comume on a déji n — 1 vacines dans |z,_1, 1],
on obtient dans c¢ cas anssi n racines dans [~1,1]. Le polyndome Q est
donc nul ee qui donne le tésultat. <1

La démonstrution faite dans cot exercice peut se géndraliser. On dit
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quune fonction continue g équi-oscille sur n+1 points de [a, b], 3% existe

des points zp <z < -+ < 2z de [a,b] lels que, pour tout i € [0,n],

(=3 = gl = st g et glzipr) = —glz) sie < n. On o vy que le
t&(e,b]

polynéme T, équi-oscille surn 4 1 points de [—1.1]. On peut démontrer
le théoréme suivant : pour f € Cla, b],R), il existe un polyndme unique
(dit de meilleure approzimation) qui réalise le minimum de distance de f
i Ry 1[X] ou sens de lu norme uniforme. Cet unigque polynime g est
caractérisé por le fait que lo fonction f — g équi-escille sur au moins
141 points de la, bl. L'exercice a montré que si on prend [a, b = [—1,1],

7
Fr—1

alors ¢ — — X" réalise le mintmum de distance de X* a R, _¢[X].

On peut démontrer, conune dans la premiére guestion de ['exercice
pricédent, que, pour n € N, il eziste U, € R[X] de degré n tel que, pour
tout ¢ € R, sin(n + 1)f = sin #U, (cosB). Le polynéme U, est appelé n-
wemne polyndme de Tehebychev de seconde espéce. En dértvant lo relation
dv définition de T, on obtient T, = nU, ;.

La résolution de Dexeyeice sutvant nécessile lu connuissance des po-
tynomes de Tchebychev.

5.42. Inégalités de Bernstein et de Markov

1. Inégalité de Schur (1919). Soit P € R,,_1[X]. Montrer que

v € [-1,1], VI—2?|Ple)| < 1] = V2 € |-1,1], [P(2)] < n].

(Indication : zp,x1,.. ., &,— ¢tant les racines dn n-ibme polynome
de Tchebwychev T, décomposer P dans la base des poulynomes inter-
polateurs relatifs aux 2;.)

2. Inégalité de Bernstein (1912). Soit

Q) = (A coskd + gy sin kb,
k=0

oit les Ay et g sont réels. On suppose que sup |Q(8)] < 1. Montrer
el

que sup |Q'(8)] < n.
fER

3. Inégalité de Markov (1889). Soit P ¢ R,[X]. On suppose

que sup |P{x)] < 1. Montrer que sup |P/(x)] < n?.
lz|s1 le<1

(Ecole normale supérieure)
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> Solation.
1. Lc n-iéme polynéme de Tchebychev est de degré n et ses racines

sont les o; == cos (M) ol i € [0,n — 1]. Notons #; = _ 2
2n 2n,
Les polyndmes interpolateurs de base pour le n-uplet (xq, ..., 2,_,) sont
(cf les rappels précédant Vexcrcice 5.25) les polyndmes
(X) . X =
LL(X) = m (D g 2 é T~ ].). on ¢ = E)(X *11)1)
On a done
nn—1 7i— |
i Ty
P= Plr)) o = Pl
; (s ) (X — i) tz(] I ()X — =)

puisque T, est proportionnel & &. On va caleuler les valeurs T (z;).
Par définition de T, on a, pour tout 8, T,,(cos ) = cosnd et done, on

dérivant, —sin 61, (cos §) = —nsinnd. On en déduit T),(x;) = n sinnb,

On obtient

Siﬂgi
: : LT i . 5
sinnd; =sin [ (24 + 1)5 =(=1)" et sinf; =4/1 — 2z

_1 +, )
car &; est dans |0, 7|, et doue T/, (2;) = % . pour tont 1 de [0, n—1].

On obticnt finalement

! P(x, T” ot P{x;
P2 T : SPICUEERE

i=0

De Pégalité précédente, on dédnit que, pour tout z € [~ 1, 1]\ {wo, . .., @n 1}
an a

'nfl gi— 1

Z[:rf:r

Siwe [-1,a, 1[Ulzy, 1], alors tous les o — x; ont méme signe. On
peut done écrire

Ple)| <

n—| 1

T—T;

| T, ()
T

[P(a)] <

Mais xy, ..., &, ., Gtant les n racines de ', on reconnait dans la somme

r[af

ci-cdessug ;i—'i% On a dong |P(x)| <

i
~ |17, (z)]- Or on a vu que, pour
T

w
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tout 8 € R tel que sinf # 0, on a T, (cosd) = n;l?;la. De l'inégalité,
T

valable pour tout 8 € R, |sinnf| <€ n|sind)| {qui se montre facilement
par récurrence sur 1), on déduit que [T/, (cos#)| < n%. On obtient enfin,
pour tout x € [—1,xq 1 [U]xo, 1],

1
[P < [Tl <

ce qui est I'inégalité voulue.
N . . s E
Reste & examiner le cas oll © € [T, _1,To] = [— COS 5, Co8 2—} On
') T

0 oalors
1 1

Pl{x)| < = .
[P V1 —x? s;im?1
n

| -

LENNS g e . “ m \ .
L'inégalité |D{x)| < n est vérifiée si on a sin 5y = 5, Cest vrai car on
i Y X

2

a, plus généralement, pour tout © € [O, ;ﬂ, sinx =z = cethe inégalité
s

3

résulte de la concaviié de la fonction sinus sar [U, %} .

2. On va appliquer la question 1 & un polynéme P approprié. Soit ¢
wn réel. Pour majorer |Q'{0), on utilise la définition de la dérivée commie
limite du tanx d’aceroissement, mais on considére Q0 + &) — Q(F — k),
plutét gque QL6 + h) — Q{A), pour des reusons de symétrie. Les formules

de trigonométric usuclles donnent, pour b € R,

QU+h) QO h) — :O)\k (cos(k{B + B)) — cos(k(0 — b))
e (sin(E(8 + ) — sin(k(0 — R))

= 2% (~Apsink@ + py cos kO) sin kh.
k=1

On sait que, pour k € N* et & € R, on a sinkh = sin kUy_ {cos h),
olt Up—1 est le (k — 1)-itme polynome de Tehebychev de seconde esplee;
il est de degrd k — 1. On a donc, # étant fixé, pour tout réel A,

QM +h)—Q(F—h)=2s4nh (Z (—Arsin kO + pp cos k) Urp_1(cos h))

k=1
= 2sin h P{cos h),

oll P appartient & R, [X].
Montrons que P vérifie U'hypothése de la gquestion 1.
Pour tout 2 € [—1,1], il existe k € [0, 7] tel que = = cos h. On a alors

V1= a2 ()] — QO+ By — QF — by < 1,

1
sinh P{cos h)| = 5
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d’aprés I'bypothese sur Q. Le polyndme vérifie done 'hypothése de la
question 1. Om en déduit que, pour tout z ¢ [-1,1], vna |P{2)| < n. En
particulier. pour tout i € R tel que sinh # 0, on a

QUF+ 1) - QB - k)
2sinh

= |P{cos ) <

Sachant que

, QU+ -QU-h) . Q+ k) — QU h)
Q) = lim, 2h = Jim, Isinh ’

on en déduit, en faisant tendre h vers 0, que
pour tout réel 4. on a I'inégalité voulue.

3. On utilise 1o question précédente, en posant Q(8) = P{cos#) pour
tout & € R. Montrons que Q a la méme forine que dans la question
précédente, Cela résulte de la lindarisation de cos™#, pour n € N, a
Vaide de la tormule du binome ot de la formule de Moivre. On a, pour
tout n € N,

i AN
Lo £ +e _ ke tffz— 2
cos” @ = (——2-—-) = ‘)n ( E ( )

k=n

") < n. Ceci ¢tant vral

En regroupant los termes conjugués, on ohtient

211 z CE cos((n — 2k)8) sl 7 est lmpadr,
cas' g =
1 Ck cos((n — 2k)8) + LI est pair.
Qn—] L 2;; p
k=0

Chaque cos* #, pour U £ A < n, étant une combinaison lindaire a
coefficients récls de 1,cosd,cos 26, ... coskd, P(cos#) sera une combi-
naison linéaire de 1, cosf cos 26, ..., cosnf. Il existe done dLb constantes

réelles Ap, A1, . ... A, telles que, pour tout # ¢ R, Q(68) = Z A cos k@ et
k=0
ainsi Q a la forine voulue.

On a, par byvpothese, pour tout # ¢ R |Q(6)] = |Pcosd)| € 1
Omn en déduit. d'aprés la question 2 que, pour tout réel 8.1 ()] € ».
De V'égalité Q'(¢) = —sin#P’(cos8), “lcosd)] < n. En
posaut x = cos 8, on obtient alors, pour tout »r € [—1, 1],

V1 2P (x)| < n.

. 1 anp . . P
La fonction — P’ vérifie les llypothoses de la question L. On en déduit
n

gue pour tout « € [~1,1}. on a ~ ]P'( x)| < n et douc |P{x)| € n?



5-43. THEOREME DE GAUSS-LUCAS 229

Par homogénéité. on en déduit pour tout polyndme irigonometrique
Q) de degré inférieur ou €gal d n, sup|Q IES nsuplQ 81|, rest-a-dive

Q< < 2||Qllsc- On o de méme, pour P dans R,I[X] P < 2P|,
ot |P| = sup |[P(z)].

[ <
Les erercices qui suivent traitent du probléme de la locafisation des

racines. Le premier démontre le trés classique théoréme de Gauss- Lucas
el en donne quelques applications posées lors de différents orauz.

5.43. Théoréme de Gauss-Lucas

1. Soit P € C[X] non constant. Montrer que les racines de P’
sont dans I'enveloppe convexe des racines de P.

2, Déterminer le plus grand entier n 2 2 tel que les racines non
nulles de {X +1)” — X” — 1 soient de module 1.

3. Soit P un polyndme non constant de C[X], A une droite du
plan complexe, H; et Hy les deux demi-plans ouverts limités par A,
On suppose gue P’ a une racine dans H;. Montrer que P(H,) = C

(Ecole normale supérieureb

> Solution.

1L Onécrit P=A[[(X—-A)™oltr 21 AT A, . A €C
k=1
sont les racines denx & denx distinctes de P et nq, ..., 1, leur ordre

respectif. Comine

P—,\anx S | LSO

12k

on a classiquement la décomposition en éléments simples de P//P :

ZX Ay

Prcnons une racine : de P/, Si z est l'une des racines Ag, elle est
évidemment dans l'enveloppe convexe des racines de P. Sinon, on peut
écrire

Plz) (< 4 2 — M

0= P(z} = 2 _— = an—_ﬁlZ*f\k!?.

. . - Z— Ag
ce qui donne et passant au conjugué ¥ ng m =
z— A

k=1
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Z g
> = Ay
~ ko1 12— el
=
r 71

Comme chague est strictement positif. cette formule exprime

7= A?
le fait que 2 est 1‘1‘(1 bailrcentre A coefficients stricternent positifs des Ag.
La racine z de P’ est donc dans Penveloppe convexe des racines de P.

2. Sin =2, P auneseule racine 0. Soit . 2 et P = (X41)"-X" - 1.
Onaalors P/ = u{X+1)"~! —nX""1 §i z une racine de P’ oy remarque
que z ne peut é&re nul et donc

n—1
(ZH) -1
z

il en-i . En fait, & % 0 puisque

Il existe donc k& € [0, n - 2] tel que

241 # 2. On en déduit que les n — 2 racines de P’ sont les nombres

complexes —ik
e 7= |
Zp=——— (1sk<n-2)

2¢ sin

Si toutes les racines de P sont de module 1, les racines de P’ sont

nécessairement dans le disque unité, puisque ce sont des barycentres a

", . 1
coefficients positifs des racines de P. Le module de z; est ——— >0

2sin

et pour n = 8, on a

2 8in

T @
1<2sm€:] et fz| > 1,

donc un entier n 2 & ne convient pas.
Regardons Pg = (X 4 1)7 — X7 - 1. Visiblement, -1 et 0 sont racines
de Py qui sécrit

Po=X(X+ D)(7X" + 14X* 3+ 21X? + 14X + 7).

Le polyndme Q = 7X* 4 14X? + 21X? 4+ 14X + 7, qui est un polyndme
réciproque. peut se mettre sous la forme X°R (X + %) ou R € R[X|.

En effet, en posant Y = X 4 )l(, ol a

. 1 1
_xr(xz, L 1(x 7) 2)
Q (((X +X9)+4 -5 )+
:X2(7Y2—14—14Y+21)
= TXHY - 1)%
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Un racine z de Py distinete de 0 et —1 doit vérifier z + 1 1 =1, ce qui

4
Geuivant 3 22—z +1=0etdonc bz = —j ou 2 = —i. L'ensemble des
racines de Pg est done {0,~1, -3, —3°} qui est contenu dans le disque
nité.

Conclusion. Le plus grand entier # pour lequel (X +1)" - X" — 1 a
Loutes ses racines non nulles de module 1 est ng = 7.

3. Supposons que P(I1;) # C. Considérons z € C tel que z ¢ P{H;).
l.es racines du polyndme P — z appartiennent donc & C\ H, = Ha,
adhérence de Hy. Comme Hy est convexe, le résultat rappelé ci-dessus
montre que les racines de P’ sont encore dans Hy. Cela contredit 1’exis-
tence d'une racine de P’ dans Hy. On a done P(Hy) = C. «

On pourre encore utiliser le théoréme de Gauss-Lucas dans la seconde
question de Uexercice suivant.

5.44. Polynome i racines réelles

Soit P € C[X]. On suppose que P admet deux racines réelles
distinctes et que P divise P.

1. Montrer que les racines de P sont toutes simples.

2. Montrer que les racines de P sont toutes réelles.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Notons n = 2 le degré de P. On peut supposer P unitairc sans
perte de généralité et Pécrire sous la forme

P(X) = JT(X = z) [T(X — )

i=1 i=1

oll les nombres complexes z1,..., 2, W1,...,w sont deux & deux dis-
tincts et ol les exposants o sont tous supérieurs ou égaux 4 2 (on a
simplement factorisé P en isolant les racines simples). Le but est de
montrer que ¢ = 0. Chaque w; est encore racine de P avec un ordre de
multiplicité o; — 2. On peut donc écrire

g
P"(X) = R(X) [[(X — wy)™ 2,

=1

P
olt R est un polyndme qui, par hypothése, doit diviser [] (X — 2;).
i=1
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q

Regardons ce que ccla donne sur leg degrés. Onan=p+ ) «; et
=1

q
n -2 = deg}—’" :1'+Z(ij — 2) =r+n—p- 297
i=1

ol # = deg R < p. On en déduit que (p — ) + 29 = 2 ce gui laisse pey
de posgibilités (car p —» 2 00). On veut montrer gue ¢ = [} de sorte qu’il
suffit d’exclure la solution ¢ = 1, p = . On aurait dans ce cas,

P=(X-2z)... (X - )X - )™
P’ =nn - 1)(X —z1). .. (X = 2p)(X —wp)* 2

Il faut noter que cela scrait parfaitement possible avec p = 0. Mais par
hypothese, P admet au woins deux racines distinetes et on a done p 2 1.
Posons S = {X — z1)... (X —2,). On a P = (X —w;)™' 8 ¢t en dérivant,
cela deux fois on obtient

P” = (X — w)* “2[a (ay — 1)8 + 204 (X — wy)S + (X - w87

Le polynéme entre crochets doit etre égal & R = n{n — 1)5. Mais sachant
que 1 € a; < n (car p n'est pas nul), on obtient une contradiction eu
évaluant en w . car on obtient alors que wy est racine de S.

Conclusion. Le cas g = 1 est impossible tona g=0et p=n de
sorte que P est a racines simples dans C.

2. Nous allons utiliser ici le théoréme de Gauss-Lincas (voir 'exer-
cice précédent) © si Q € C[X], les racines de Q' qui ne sout pas racines
de Q sont deg barycentres 4 cocfficients strictement positifs des racines
de Q; en particulier, elles se trouvent dans I'enveloppe convexe de ’en-
semble des racines de Q. Nous allons appliquer cela & P et P'. D’aprés
la question précédente le polyndme P admet n racines simples z, ..., 3,
et le polynome PY qni divise P admet donc n — 2 racines simples a
prendre parmi les z;. L'enveloppe convexe de zy,.. . z, est un polygone
convexe K du plan complexe, Quitte & renuméroter les z; on peut sup-
paser que zp,...,zp sotit les spmimets de ce polygone. Inaginons que
k =z 3 c'est-a-lire que K n’est pas un scginent. Les racines de P/ sout
alors nécessairement (ans intérieur de K d’aprés le résultat que nous
venons de rappeler. Et une nouvelle application de ce théoréme montre
qu’il en est de méme des racines de P, Mais il v a au plus n — 3 racines
de P dans lintérieur de K ce qui donne une contradiction. On a denc
k = 2 cest-d-dire gne K est un segment. Comme par hypothése P a
deux racines réelles distinctes| le segment K cst inclus dans R et on peut
douc affirmer que toutes les racines de P sont réelles. <
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]
]
o

5.45. Théoréme d’Enestrom-Kakeya

Soit P =g+ a X+ + a0, X" € BX] avec ap -~ 0 pour tout &k
dans [0, n].

1. Montrer quesiag = a; 2 - 2 ap. alors les racines complexes
de P sout toutes de module = 1.

2. Montrer. dans le cas général, que les racines complexes de P
sont situées dans la conronne

. 437 - £33
{z cC. min <zl nax } .

Tk 1 a4y Nk 1y

(Ecole polytechuigue)

I= Solution.
1. Soit z upe racine do P. On a

(1 —=P(z)=0= —an 2™V (= a2+ (0 —an) s+ gy,

de sorte que ag = (ag — oy )o+ -+ {p1 —u, )" 4+ a2 Supposons
par I'absurde que 2| < 1. En passant an module dans cetie épalite ot en
majorant par inégalité triangulaire, on obticnt

p = \uul& < ((E(] —ay) ey —az)+ -+ (e, — lf»”) + ft; = ay.

Contradiction. “ a

. e a3 L.

2. Posons » = min ct R= max —< et considérons le
Ngkgn—1 Uhy1 OEhSn -1 ay +1

polynéme  défini par

Q(X) = P(rX) = ag + ranX + -~ + ra, X"

Alors Q satisfat les conditions de la guestion préeédente. Si s ost une
racgine e P, = est nne racine de Q. On a done | 2] 2 1, soit [z] 2 7.
r T
Pour la ininoration, considérons
D T 1 [ Fr— |
P=X"P f = ayX + a; X + -4+,
3

Ti4]

Comunce p [ powr 0 < k< n—1, dapets ¢e qulion vient de

. . 5 | . .
démontrer, tont racine de P est de module 2 R 51 z est pne raciue
. = {1 1
de P, on a z £ 0 puisque ag > U ¢t P{z) = 2P ( —) = {. Ainsi, - est
z z
. = 1 ! . .
ne racine de P, m = T et Hualement. 2] < R, <
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5.46, Construction d'un polyndme satisfaisant des conditions sur le
motule de ses valeurs

Soit P £ C[X] non pul avant une racine g telle que [z] < L
Montrer gl existe @ € Ci{X) de degré wmiéreur ou égal a celui
de P, tel que pour tout z de module 1 on ait |Q(z}] = IP(z)| et pour
tout z de module strictement inféricur a 1 on ait [Q{z}| > |P(z)].

(Ecole polytechnique)

> Selution.

On peut supposer P unitaire.

e Comtengons par étudier le cas ot deg P = L. Onaalors P = X — 2.
Montrons que le polynome Q = 1 — 75X convient. L'hypothése s lo
degré est remplic et on a pour tout z € C,

[QUzl* = [P(2)* = (L + |2%]20]" — 227 — T2a) — (2l + lzal® = 250 — Zza)
= (1 —I25(1 — =]
Le résultat en déconle, car 1 —|zg!? > 0.
® Passons an cas général. Notons on, 2, ... 2k bes vacines de P oo

sont de module strictement inférieur a4 1, comptées avec leur ordre de
multiplicité. On peut éerive

P(X) = (N--z0) (X - z)R(X),

ol R est un polynome qui ne s’annule pas dang le disque unité ouvert.
Pasons

Q) = (1 - =X) - (1 - ZXJRIX),

11 résulte du point précédent, que si |z| = 1, alors [Q(z)| = [P{z)| el que
si ]zl < 1, alors [Q2)] > (P(2)], car [R{2) > 0. =

5.47. Inégalité de Landau

1 ) ]
Pour P = 3 0;X’ € C|X], on pose |P|| = (_S_,‘ azjz) .
P i=0

=0
1. Soit R € C[X] et z € C*. Montrer que
{1 =X)R| = (X — z)R]).

2. Sait P € C[X] unitaire et de degté n. On note M(P) le module
Jdu produit des racines hors du disque unité de © (M(P) = 151l o'y
en a pas). Montrer que M{P) < ||}

(Ecole polytechnique)
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- Solution. Lo
L. SiPeC[X],ona|P|* = o /u P(e*)P(e®)df : c’est la formule

e Parseval appliquée a la fonction 2m-périodique 8 —— P(e'?). Cette
constatation conduit & nne preuve particuliérement courte de 1'égalité
domandée, B effet. on a

2 -
”(X - Z)R“Q — i /0 (Cm b Z)R(ew)(e—f@ . 7)“(619)(39

27 . _
L - 2X)R|? = :’]Trfo (1 - 2" )R()(1 — ze "*)R(P)dd

[l suffit de constater que (% — z)(¢r "% - 2) = (1 — ?629)(1 — z:—*-‘"'ig)
pour tout #. Nalons qu’un caleul dircet des qnantités (1 - 2X)R|| et
(X = 2)RI permet de conclure également.

2. On suppuse que P possede dos racines de module strictement
supérieur & 1 @ sinon, M(P) = 1 ot I'inégalité est vérifide car |P| = 1
puisque I oest nuitaire. Notons zp,.... 2 los racines de P ode modale
inférienr on égal & 1 ol g, ..., 5, les racines de module strictement

L
supéricur & [ On a done M(P) = [ [#]-
r=r+l
La question précédente montre gue si on remplace dans P v factenr
(X - %) par (1 - ZX) la norme ne change pas. On va effectucr cette
substitntion pour toutes les racines zg,.. ., z,.. Posons

2

Q=[l-=X) I[ (X -

g=r+1

On a [|P} = Q. Mais le coefficient constant de Q est [ =, On a
J=rtl

done M(P) < [|Q = |[P[]. <

5.4B. Critére de Routh-Hurwitz pour le degré 3

Soit P = N* + aX® + X 4 ¢ € R[X]. Montrer que, pour que
toutes les racines complexes de P aicnt une partie réelle strictemient
négative il faut et il suflit que a =0, 6> 0, c> 0 et ab —c > 0.

(E‘mle normale supérieure)
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= Solution.

o I’ &lant de degrd lpair, il posséde au moins unc racine réelle. 1
existe done (a, 3,7) € R? tel que P = (X + a}(X? + 3X + 7). Les racines
de I' ont toutes une partie réclle strictement négative si o > 0 ot si les
parties réelles des racines z, ot o du polynéme Q = X* + X 4 «+ sont
strictemient négatives.

Si le polvndéme Q a deux racines réelles, clest-a-dire si 32 = 44,
on doit avoir aywe = v > Qet xy + w0 = —3 < 0. soit F > 0. 571l
passéde deux racines complexes conjuguées, g’cst-A-dir(' si 32 < 4y, on

a alors Re(z)) = Re(my) = };(J-l +xe) = %d Il faut done 3 > 0; on

remarqgue gqu'ou a. de plus, v > %[)’2 ~ 0. Dans tons les cag, il fant § > 0
et vy > 0.

Réciproquenient, s les eonditions 3 =~ 0 et v > (0 sonl réalisées, soit
Q posside deux racines réelles et alors elles sont toutes denx négatives
d’apres ce qui précede, soit @ possede deux racines cemplexes conjugudes
ot leur partic réelle est négative puisque 8 > 0.

Les racines de P ont douc une partie réelle strictenient négative si of,
seulcment i e > 0.3 -0, 3 > 0.

& On remarque alors que o = o+ 3.0 = aF 4 v, ¢ = a5, On en déduit
que siao =00 >0ty =0 alars a >0 b - gt e > 0 Et on a e
plus ab — ¢ = 30+ ad + 1) -

Réciprogmemend, si on aa > 0,h > 0,¢ > 0, ab - ¢ > 0, on obtient

v+ 3>0, a84+92>0, ay >0 et ﬁ(a2 +ofd+ >0

On en déduit que o? + o8+~ = w3+ > 0: la derniére inégalité donne
alors 3 > 0. D'autre parl, o et 7 sont de méme signe ; §'ils ¢taient, tous
deux négatifs, on anrait e+ < 0. On adone o = 0 > Uy > 0. et
d’aprés ce qui précide, les raches complexes du polyvnéme P oout toutes
une partio réelle strictement niégatree.

Conclusion. Les racines complixes du polyndme X* + oX2 + 10X + ¢
ont uno partie réelle strictement négative si et seulement s

a>().b>0‘r;>()‘(tb—c>0:|_ ]

La regle de Descartes et le théoréeme de Sturm raménent Détude du
nombre de racines sur un intervalle d'un polyndme ¢ coefficients réels
& Uénaluation d’une fonction simple — un nombre de changements de
signe — en deur points. Ce sont des méthodes aisément programmables et
présentes dans les Jogiciels de calenl formel (fonctons sturm, sturmseq.
reniroot de Maple).
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5.49. Regle de Descartes

On considere un polyndome P 4 coefficients réels de degré n. Pour
lout réel 2, on considére la suite (P%)(2))reqo.ng- Ov note V() le
nombre de changements de signe stricts de cette suite : V(x) est le
cardinal de

{(t, N0 i j<n, PUEPI () 0ot PP a) =0 si i< klj),

L. Soit a et b tels que P{a)P(h) # 0 el pla,b) le nombre de
racines de P <ans Vintervalle [a. b]. comptées avee leur ardee de mul-
tiplicité. Montrer que

o, 0) < V() - Vi) et pla,b) =Vie) - V(D) (mod2).

2. On note P = ag + X + - + a, X", #(P) le nowbre de
changements de signe dans la suite (oo, ..., a,) et g(P) le nombre
de racines de P dans B comptées avec teur ardre de multiplicitd.

Moutrer que p(P) < 11(P) et que p(P) = v(P) {mod 2),

(Ecole normale supérieure)

| - Solution.

1. 11 s'agit d'étudier eomment varie V sur iutervalli [, 0],

Remargnons que la fonction 'V oest constante sur chagne intervalle
conterm dans |@,b] sur leguel ancime fonction P (0 < A < n) ne
santule,

Il snffit doue de voir comment varie Vi) quand » «traxverser on
croissant uue racine d'ua des polynomes P (0 < ks n).

Le raisonnemoent qui snit est hasé sur la reimargie siple que volcl.
SUpposons que ¢ soit une racine d'uy polypdme A, nou nul, La fonetion
palvndme A? présente eu ¢ un minimum strict. Sa dévivée 2AA" est
nogative, puls positive, sur nn vowinage de ¢ Ainsi, ponr b 3 0 asses
petit, Ale+ A (e + h) ale signe de A

e Supposons que ¢ est une racine de P d'ordre s ¢ annule done
les polynoutes PP L PY N nags pas PO, Onen déduit que, pour
h# 0 assez petit ot 0 ¢ <m — 1 PO (e 4 BYPE (e 410 a le signe de
I et donc est négatif, puis positif. On en déduit qu’en traversant ¢, Vi)
diminue de m, ordre de multiplicité de c.

» Supposons maiuteuant que ¢ est unc racine de PO dordre m
(ot suppose PE=1(¢) £ 0), Le méme rajsonucment que précédenmoent
mwntre qu'on a une diwiontion de Vix) de w. ear les produits
PO PETD (), pour B 2 € B4+ m — 1 de négatils deviennent po-
sitifs quand x Lraverse o
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Mais une variation supplémentaire de V(z) peut étre due au change
maut de signe de PE(P® (3). On a, par hypothése, P -1{e) £
et donc P¥ =" garde un signe constaut dans un voisinage de ¢. Quant 4
P'%) i1 change de signe en ¢ 51 m est impair.

Sim est pair, V() dimiuue done de 7 ; si m est impair, V() diminie
done de m — 1 au mn + 1 selon que P 1 () P& (1) est. positif ou négatil
avant ¢, Dans tous les cas, Viz) diminue ici d'un nombre pair.

e Quant on fait la soimnne de toutes les diminutions obtenues de la,
fonction ¥ ontre a et b, on trouve 1a sowme des ordres de multiplicité dey
racines de P swr Ja bl et done sur ja, bl car P{o)P(h) # 0, c'est-a-dire
pla,h). & quoi s’ajoute 1n entier naturel pair. 1] existe done N € N tel
que Via) — Vib) = pf{a.b) 4+ 2N. On co déduit que

pla,b) « Via) = V(b) et pu{a,b) = Via) — V(b) (imod 2).

2. Quitte & divicer le polynéme P par X% on k est sa valnation, ce
qui ne modifie ni w{P). i v(P), on peot supposer que a, £ 0.

En 0, on obtient Py = ilg;, pour 0 € 7 < n. On en déduit.
aue V{0) — ().

Yautre part, ftant donné un polvnoe queleonque A, pour & asser
grand A} garde nu signe constant, celui de son coefficient dominant, On
peut donc trouver n = BY tel que. pour x 2= a, P(r). P'{x), ..., P("-‘(g:)
ont le sigue de a,. On en déduit gue, pour & 2 w, ona V(z) = 0.

Nous obitenons doue finalement V(i — Via) = v{P}.

Nous voyons, d’autre part, que toutes les racines positives do P et de
ses dérivées non nulles appartientent a Uintervalle ). of. De ]a premiére
guestion. applignée a Vintervalle [0, o], nous déduisans done que

(P < v(P)ot u(Py=r(P) (mod 2). 7

5.50. Théoréme de Sturm

Soit P € BIX]. On pose Sq = P.%y = P/, puis. anssi Jongtemps
que cest possible, S, = AS; — 5, 1y, avee deg(Siyy ) < deg(S:).

Pour & réel, an note V(z) le nonithre de changemerts de signes
(stricts) de la suite Sq(x) ... S,(z). lorsque §,41 = 0. Ainsi, V(z)
est le cardinal de Pensemble

{({.5).0< 6 < j<p S ()8 () < Dot Selw)=0sii< k< j}.
Soit a < b. On suppose que P{a)P(b) # 1. Montrer que le noinbre

de racines distinctes de P dans [a, b] est égal 4 V(a) — V(b).
(Ecole normale supérieure)
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| Solution.
* 311 est Popposé du reste dans la division enclidieanc de S,y par 5,
(‘clle-ci est possible tant que S; n’est pas nul. La suite Sa,. ... 3p, Sy

enl, done an signe prés la suite des restes obtenus cn caleulant le pged
J- P et PY par Valgorithine d’Euclide. Par construction, on a donc, pour
lontt 1 € [[Olp]l

peed(S;,5.41) = Sp-

On se raméne 4 un polyndme n’ayant que des racines simples on
posant, pour wout ¢ € [0, pf.

Aloes, pour tout ¢ € [0, p], les polynomes T; et T, sont premiiers entre
enx et n'ont done pas de racine commune ; on note que Ty = 1,

Les racines de Ty sont les racines de P, mais toutes les racines de Ty
sont simples, En effet, si a est racine de P d’ordre m, alors «v ost racine
dewdre m — 1 de PPet (X — )™ L est en factenr dans S,.

e Notons que si S,{ir) 5 0, V{x) est égal ant nombre V() de cluan-
sciments de signes (stricts) de la suite To(z), ..., Th{x). Cest vrai en
particulier si x = a ou b (car Pz} # 0 implique Sp(x} # 0}, On a dong

Vi) — V(&) =V {a) — V({b).

» Il s'agit de démontrer que Vi{a) ~ Vi(b) est égal au nombre de
racines de P {ou de Ty) sur [a,b].

On remarque d’abore] que la fonetion Vi est constante sur towd inber-
valle contenny dans {o, 5] sur leguel anenne des foactions T; ne s'anmale.

Comme les fonctions T. n'ont quun nombre fini de raciues, il suffit
¢lc démontrer que Vi posséde les deux propriété suivantes :

(i) Vi(7) dimimne de 1 quand & «fraverse» ime racine de To,
¢lost-h-dive une racine de P
(i} Vi(2) ne change pas lorsque 2z «hraversey un point a tel

ane To(e) est non nul et Ti{a) = 0 pour an moins un indice + = 1.

e Sipposons que a soit une racine de P. La fonction P2 présente
e o un minimum. Sa dérivée 2P est donc négative, piis pasitive.
Ainsi, pour ki #£ 0 assez petit P{o + h)P (o + 1) a le signe de & ot dowe
Tola+h) T (a+h) alesigne de b (car {Sp(at b)) > 0si Pla+h) + 0).
(le qni montre qWaprés la traversée de @, il ¥ a nn changement de signe
e moias entre les termes d'indice 0 ef L

e Supposens maintenant que a soit unc riwine de Ty, avec 1 = 1:
on & nécessairement ¢ < p. De Pégalitd 8,1 = A,S; — S5, on déduis
Tioq = AT, —Tipy, puis Ti_q (o) = =T 1 (). Mais @ n’est pas racine
de T;_, mi do 'L,y On adone Ty ({a)Tiy (o) < 0. Par contituté, on
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cir dedhnit quion a encore Ty ()T (%) < 0, por @ dans un voisinage
e e nombre de changeiments de signe entre les termes d'indices 7 — |
et 7 + 1 ne change pas, i} reste égal a 1 (quel que suit le signe de T,(r)
=ur ce voisinage de o).

C'eci acheve Ja démoustration. <]

Les exercicrs suinanis trostent de fractions rationnclles. Le premicy
esh une classique dicomposition en élements stmples. Rappelons gue s
. . . . P ‘ .
o st own pdle stnple de la fraction rationnelle F = o' la partic polaire
. . . DPley
de 17 vclative d o est )Qlf
(X —a)Q(a)

5.51. Décomposition en éléments simples

Soit P un polvnéme de C[X] n'admettant que des racines simples
non miles o, ..o, a,.
I\I ¢ T 1 1 Q H 1 o
Tontrer que —— =~ QJue va —
outrer que 2, oo P{0) u El Pi{a,)

i1 ¢

(Ecole polytechnique)

> Solniion,
¢ On décompose en ééments simples FX) = —;

X
F sout les x; el ils sont tous simples par hypothese. Puisque la partic
enticre de F est nulle on a

st
2

1 1 " 1
F(X) = —— = _ =N s
. P(X) ~ [l(zi—ay)X —ux, Z Pl (X — ) )
kot

/

L'ideutité demanclée s'obticnt et évaluant cetfe égalité em .

T
e DPour calenter 1z sonune 3 ek on mltiplie (*) par X, on évalue
- xr
a=1 z
' Tt
en 1 réel et on fait tendre o vers Vinfind © 3 Prian) vant lsin =1et
T
=1 7.

sin > 1<

L erercice que suit offre, & partie dunc relation remarquable entie P
et PP, une prewve frés somple dune indgahté de Bernstein, Elle o éte
trowvde en 1975 pur P.J. (VHare.
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5.52. Inégalité de Bernstein

1. Soit n € N* et z1,..., 2, les racines de X" + 1. Démontrer
(ue pour tout polynéme P de C,[X], on a

XP'(X) = P(\) Z’?"—H}’}}%
A=1

2. Si P € C[X] vn pose |P|| = sup |[P(2)]. Montrer que pour
|z|:1

tout P € C,[X] o a [|P'|] < n||P||. )
(Ecole Polytechnique)

I> Solution.
1. Par linéarité, il suffit de vérifier identité ponr P X* | lorsee £
est dans [0.#]. I s’agit done de calculer

" I3 ) e

zk:‘k ~k
n = - - = -
chl(:*'_l)z kgl(zkﬂ])2
e . 2 . i . .
el de vériller la relation £ = g + Za. Le carré au dénominateur fail
n
ot

penser & une dérivée. On considére done F = que ot va dériver.

X 41
Décomposons F en éléments simples dans C(X) : il s’agit de trouver

Jive sy dans C tels gne

E(F),

oll B(F} désigne la partie entidre de F qui vaut O sif <net 151/ = n.
Fixous k € [1,n], on a alors

]
UG EEA I S
Xm1 Tl (e = 2,y (=)’
T#k
£ LS
ou T = X" + 1. Ainsi, on obtient uz = 'if;l -2 carzf = ~1. 11
Nz, T

en résulte
I £+1 7 £yl
1 B S A
_ Y
neo (X (X - =) no (X =)

RN 4 1y - XX
(Xm +1)2 '

On a donc F/(1) = % = %%ﬂ puisque F =

Dans ces couditions. on ubticnt
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est ce qi’on voulait.,
2. Soit P ¢ €, [X]. Appliguons la formule précédente en un point z
de module 1. Par inégalité triangulaire, il vient

IP(2)] < ( —Z 'z“' )|Pn

car les = sont tous de module 1. Il nous suffit donc de prouver que
T 2
— Zh T - . . i
3 \|—|1F < o Le point clé cst gue si z = ¢ est un nombre com-
Zh —
l T

plexe de module 1 distinet de 1, alors
z e'? 1 -1
2

(z—1)2  (e® —1)2 = (e'6/2 — ¢=i9/2)2

4 5in

b T

cst un récl négatif. Cest en particulier le cas pour les 7. On a donc

d'apres la question 1 appliquée avec le polyndme constant P = 1, DYodl
le résultat. <

5.53. Inversion de la matrice de Hilbert

A

Soit (a1....,a,), (by,....0)) et (c1,...,¢,) dans R”, On suppose
que les a, sont deux & deux distinets de méme que les b,. On suppose
de plus que ¢; + b, £ 0 pour tout (i, 5) € ][1 n]]2

1. Résoudre le systtine : ¥4 € [1,n], L
i—1 % +b

2. Soit H = (hy;) € M, (R) avee by = #_1 Montrer que H

Cj.

est inversible et que H™' est & coeflicients entiers.
(Ecole normale supérieure)

& Solution.

1. Pour (xy.....r,) € B® on considdre la fraction F — Zl Py i)&

SilTonnote Ple polynéime (X+a;) ... (X+a,}, alors il existe un polynome
Q de R, [X] tel gne F = % puisque deg F < —1.
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Le systéme considéré équivaut 4 @ pour tout j € [1,n],

F(b;) = c;, ¢'est-a-dire Q(b;) = P{b;)e;.

los i réels by, .. .. 0, étant distincts, ces conditions déterminent un po-
lyndéme unique Q de R, _1[X], qui s'exprime en fonction des polynomes
mterpolatours de Lagrange relatifs au systéwe (by, ..., by), c’est-a-dire
1 (X - be) )
les polyndémes L; = 2 par Q= Y P(bj)e;L;. La fraction ra-
kg (h; — i) i=1
cF ]

Q

tonnelle F = P st done cntierement déterminée. On en déduit que le

systeme considéré admet une solution unique. En effet, ¥ se décompose
n

des rpanidre unigque e F = 7
i— @i+ X

T

. On obtient, pour tout ¢ € [1,n].

—a; 1 i
z; = 8,((6;)) = B > Piby)esLy(—ai)-

=1

On note que

p’(‘*uj) = H(G'-A: - ai),

ki
of que
IT (e — Be) " ,
ki
L;‘(*(l,._;' = — = G',;er .
) I1 (b — be) ;Ea( k)(ﬂi +bs) 11 (b — by)
kg k7

(n obtient finalemncnt

123

(e +be) Il (ax+8y)
HdJ, = k=t Z(;»ki’ .
t Mlake - o) 7o 0 (br — by)

ket k7

2, Avec les notations de la question précédente, si on note A la ma-
trice de M, (IR) dont le coefficient d’indice (i, j) est o b (matrice de
i+ by

R} L&)
-4 N . N 3‘2 C2
C'aichy), le systéme devient AX = C on X = . et C =

l"u (’71

Nous avons démontré que ce systéine a nue solution unique peour tont
O € R™. La matrice A est donc inversible et Fexpression des a; en fone-
tion des ¢; doune les coefficients de AL,
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Le coefficient d’indice {4, 7) de A—! est

IT (@i + be) Il (ax +8;)
(lr _ k=1 ki .

S M (ak —ai) T1 (br — by)
s k)
La matrice H (matrice de Hilbert) est un cas particulicr de atrice de
. 1 . L.
Cauchy avec, pour tout ¢ € [1,n], a; =b; =i— 3 Le coeflicient d’indice
{£,7) de H™! est done

n

M+k—1) H*+7-1)
= a2 .
YTUHE-D k)
i Kot
Ou reinarque que
T - o ' )
H(L +Ek-1)= Q%_';ll_)ll)_ et H(F; —i) = (=1 i =Dl - )
k=1 ’ ' ke

On en déduit que

(i+n—1j+n- 1)

By= (-1 — T YT AYYrE— :
‘ (G -1IHG - 1M =D n— N6+ 5 - 1)
ot
L'égalité 1. ~L1 permet <’écrire

-G -1 -2

(t+n-DWi+n-— 1)
(n—iln — I +4—2)16+j - 1)!
= (=) (i +n - B(C o) Ol O

ipj—2 idn—2"j4n—1"

My = (LGP

Cela montre que H est 3 coefficients entiers. <

5.54. Antomorphismes de K(X)

1. Déterminer les automorphismes de la K-algébre R(X].
2. Déterminer les automorphismes de la K-algebre K(X) des
fractions rationmelles A une indéterminée.

(Ecole polytechnique)
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1> Solution.
1. Soit @ un automorphisme de la K-algebre K{X]. Notons P = ®{X).
Alors ®(X™) = P" pour tout n € Net si Q = Y axX* € K[X],
keN

Q) = > ap®(X*) =Y arP¥ = QoP.

kel keN

Pour que ® soit surjective, il est nécessaire que P ne soit pas constant.
Si Q # 0, deg(®{Q)) = degP x degQ. La surjectivité de @ impose
deg I’ = 1. Il existe donc {a,b) € K* x K tel que ${Q) = Q(aX + 1) pour
tont Q € K[X].

Réciprognement, si (a,8) € K¥ x K, @ = Q(aX + ) cst un auto-
morphisme de la K-algtbre K[X] dont I'automorphisme réciprogue est
l'application Q — Q (X; b).

2. e Soit ® nn morphisime d'algébres de K(X). Posons F = &{X). On
démontre alors, comme dans la question 1, que, pour tout P e K[X], on

a®(P)=PoF. 851G c K(X) sécrit G = —135 avec P et Q dans K[X], on

)
obtierr
tient (I,(G)tcp(?—)*(l’(lj) PoF —CoF
Q/  ®(Q) QoF '

11 est clair, réciproguement, que pour tout I € K(X), Papplication
F:GeK(X)— GeF e K(X)

est 1m morphisine de K-algébre. Reste A trouver & quelle condition sur
F T'application ¢y est un automorphisme.

e 5i & st un a,utomorphisme il est surjectif et en particulier il existe
G € K(X) tel que ®(G) = GoF =X. Soit A,B,P,Q quatre polynémes

tels que 3 et ) solent des représentants irréductibles de F et G. On

note p et g les degrés reqpe( tifs de P et Q. aq,...,ap et by,... b, les

scalaires tels que P = Z a; X et Q= Z ka"“ La relation GoF =X
' k=0
dguivant A Po F = X(Q F) c’est-a-dire a

» ) q p Aj 9 Ak:
> F =X bFR soit 3 ey =X ) bipy
§=0 k=0 4=0 k=0
51 on note m = max(p, ¢), on obtient

p q
S g ATBT T =X b ARFBTR
7=0 k=0



246 CIAPITRE §. POLYNOMES

Tous les polynomes qui interviennent dans cette égalité sont divisibles
par A, sauf ceux quj correspondent & j = 0 et k& — 0. On en déduit que A
divise aeB™ —byXB™. Le polyntme A étant premier avec B ¢t done avec
B™, on en déduit que A divise ag — boX. Le couple (ag. bg) n'est pas égal
N . P . . . .

a (0,0} sinon 3 ne seraif. pas irréductible, donc le polyndome ap — X

est de degré < 1. On en déduit que deg(A) < 1.

Intéressens-nous maintenant aux pelyndmes djvisibles par B dans
I'égalité précédente. Sim = p = g, B divise (a,—b6,X)A? et donc a,—bpX,
puisqu’il est premier avec AP. Le polyndme a, — b, X est de degré 1 car
by # 0. On en déduit que deg(B) < 1. Sim = ¢ > p, on montre que B
divise b X ct sim = p > g, I3 divise a,. Dans tous les cas, la conclusion
est Ja méme : deg(P) < 1.

Nous avons done démontré qu'il existe (a, b, ¢, d) € K* tel que

aX + b
T eX+d
Il est, clair que F ne pent pas &re constant; il fant done ad — be £ 0.

* Réciproguement, étant donnés gquatre éléments a,b, ¢, d de K tels

gue ad — be # 0, notons $, p . 4 le morphisme de K(X) défini par

aX +b
@ X frmmg -
a,b‘c.‘d( ) cX+d
On montre facilement que ®, 901 = Idgx) et que si (a,b,c,d) et

(e, b, ¢/ d") sont deux quadruplets tels que ad —be #£ 0 et o'd’ — ¥’ £ 0,
alors
Dy bed® Lo prorag = Pun pr orar,

. abyfat a’b"
oh o b, ¢ d” sont tels que (c d) (c’ d’) = (c”d”)'
-1
! !
La matrice (Z’ 3) est inversible. Si (i, S,) = (ig) , alors

Poped®Purpr g = Porprorar © Popeg = ldixy
Le morphisme P, 1 a 8t inversible : c’est un automorphisme de K(X).

Conelusion. Les automorphismes d'algébre de W(X) sont les appli-

cations X b
aX + .
Ge (\) — G (CX +d) € K(X),

avec (a,b,c,d) € K* et ad — be # 0. De plus Papplication qui & la matrice

ab . . -
((« d) € GL2(K) associe ®y3 .4 ¢st un morphisme de groupes. Son
noyau est le spus-groupo des matrices scalaires non nnlles. <
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Les mombres algébrigues sur Q sont les rocines des polynémes d
coefficients entiers. On s'intéresse ici ¢ Uapprozimation des nombres
algébrigues par des rationnels,

5.55. Approximation d’un irrationnel algébrique par des rationnels

Soit P € Z[X] non nul et ¢ une racine irrationnelle de P.
1. Théoreme de Liouville » montrer qu’il existe des réels ¢ > 0

et 7 = 0 tels que }a - gL b % pour tout couple (p, ¢g) € Z x N*.
q

2. Montrer qu’il existe d > 0 tel que

P d
a— 6‘ < Z pour une

infinité de conples (p, ¢) € Z x N*,
3. Montrer que ordre de @ comme racine de P est inférieur ou
égal & g oll n est le degré de P.

(Ecole normale supérieure)

> Seolution.

1. On décompose P en produit de factenrs irréductibles dans Q[X]
ol on considere Q € Q[X] irréductible, divisant P et tel que Q(a) = 0.
On note r = 2 le degré de Q. Soit p € Z ot ¢ € N*. Comme a # g, en

vertu dn théoréme des accroissements finis, il existe d € } L , c{ tel que
q

o(2)-a(2) aw-aa (2 o)
o)

existe A € Z* tel que AQ € Z[X]. 1l s’epsuit que Ag"Q (g) est dans Z

En passant a la valenr absolue, on obtient

a—i".n
q

ot méme dans Z*, puisque Q n’a pas de racine rationnelle (en effet, il est
irréductible sur @ et n’est pas de degré 1 puisque a ¢ @ cst racine). Par

Ag"Q (E)’ z1let
q

conséquernt, on a

1 P 1
_ g _)‘ L
Cherchons & majorer |Q’'(d)] : la fonction Q' est continue sur [a—1, a+1],
donc il existe K > 0 tel que, siz € [o — 1,a + 1], |Q'(x)} < K. Ainsi on
a, si g €le—1,a+1j,

Q@fa-?|
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; 1 . .
en ayant posé ¢ = KA > 0. Quitte & changer c en 1 si ¢ > 1, on peut
supposer ¢ £ 1. L’inégalité |a — 81 > £ reste alors vraie si |a — g‘ >1
q q"

Conclusion. On a trouvé v = 2 et ¢ > 0 tel que si (p,q) € Z x N*,

2. Nous allons démontrer la propriété demandée avec d = 1.
» Montrous pour commencer le résultat suivant : étant donné N dans

N*, il existe (p.q) € Z2 tel que |gu — p| < }N et 0 < g < N. Pour

cela, nous appliquons la méthode des tiroirs de Dirichlet. Considérons
les N + 1 nombres réels ay = ka — E(ka) (0 € k £ N). Ils appartiennent.
i i+1
N’ N
0 <4< N-1 Un de ces tiroirs doit contenir denx réels ay. 1l existe

a I'intervalle [0, 1]. Celui-ci est réunion des N «tiroirs» [, pour

. 1
donc des entiers ky et k2 tels que 0 < kp < by < Noet |ag, —an,| < =.

N
En posant q = ks - ky et p = E(ksa) — E(kya), on obtient 0 < g < N et
1
lag — p| < N
¢ De ce résultat on déduit, en prenant un entier N strictement positif
P 1 1 . . ,
guelconque. gie o — < < q—N < £ ce qui montre l'existence d’un

couple {p, ¢) vérifant l'inégalité vonlue. Pour montrer gu'il en existe une

infinité, on ralsonne par absurde et on suppose qu’il n'en existe qu'un
e 71 - . - - . -
nombre fini £ .. P27 Puisque a est irrationnel, il existe un entier
q1 dm
PR IS

N strictement positif tel que. pour 1 £ 7 €< m, on ait ”
T
Mais, d’aprés ce qui précede, il existe (p.g) € Z2 tel que lga — p| <

b4 1
a—=-|< =<
_ q‘ aN
ce qui montre que ¥ n’est pas un des Pi Dot la contradiction cherchée.

et 0 < g < N. On a alors |a — Plg mals aussi

b

Zl’—‘2|,_.2|"‘

&57

3. Appelons d Vordre de a con;I;ne racine de P et démontrons
que d € % par récurrence sur d. Considérons a nouveau Q € Q[X],
factenr irréductible de P, admettant a comme racine. Comme o ¢ @, on
adegQ=r22

eSid=1, alors 2 < deg Q < degP et n = 2.

e Supposons d > 2. Montrons gue e est racine simple de Q. En effet,
I'ensemble 1 = {A € K[X]. A(a) = 0} est un idéal de Q[X]. Il est donc
principal et admet un générateur unitaire A non constant. Or Q € 1
donc A divise Q et Q € Q*A, puisque Q est irréductible. Si a était une
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racine double de 3, on aurait () (e) = 0 et (Y € I. Alors () diviserait (Y,

e qui est exclu car (Y #£ 0 et deg () < deg Q).

Ainsi, a est une racine d'ordre d — | dn polynéme P; = P . On a,

par hypothése de récurrence, n — deg Q3 = degPy > 2(d — l),%’oﬁ Fon
deduit 2 2(d — 1)+ deg Q = 2d. <

Le théovémne démontre dans la preniére guestion de evercice permit
o Liouville de donner les premiers exemples de nombres transcendants,
est-g-dire non algébriques (en 1844). Supposons que a soit un réel ir-
rationnel tel que, pour tout k & W, il existe (p,q) € Zx N*, ¢ = 2

1 , .
a-?] < — . Alovs. il ne pent exister ¢ et v comme dans lo
1

fel que

guestion 1 de Uexercice. En effef, en prenant k assez grand, on arrive 4
+ >
ane confradiction puisque ¢ = 2. On montre ainsi que a = Y

franscendant. =0

En 1863, Cantor, aprés avoir démoniré que R n'est pus dénombrable,
prouva Pemstence d une infinité de nombres franscendants en remarquant
que Uensemble des nombres algébriques est dénombrable. Llerercice sui-
vant prowve lo transcendance de e, résultat établi par Hermute en 1873,

est

107‘!

5.56. Transcendance de e

i
1. Soit P € R[X] ct, pour ¢ € R, I{¢) = /l et P ()<l Montror
U

([ (.l .
que, si deg(P) = q, 1(f) = 'Y P{0) — 3 P ().
i=0 =0
2. Supposons donnés des cmtiers relatifs ag, @y, ..., @, tels
que ag # 0 et ag + a6 +--- + ape™ = 0. Soil p € N; on posc

P=XPYX - [)P(X -2 (X n)

et
J =apl{0) 4+ a11(1) + - - + apl{n).

Montrer que J est un entier. Montrer que (p — 1)! divise J et enfin
que, pour tout entier premier p assez grand, J =£ 0.
3. DMlontrer qu'il existe C € B tel que, pour tout p € M, |J| < CP
¢t trouver une minoration de 1J{. En déduire que e est transcendant.
(Ecole polytechnigue)

> Solution. .
1. Oun définit D(P) = 3 P et la fonction f par f(u) = "*D(P)(u).
=0
On note que D(PY = D(P) — P, car Pt = 0 on en déduit que, pour
tout u € B, on a
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P(u) = — ™" D(PY(u) + e D(PY (u) = —¢ “P(u).

On obtient alors
t
I(t) = etj e "Plu)du = &' [—ﬂ’”D(P)('u)]il = ¢'D(P)(0) — D(P)(t).
0

¢’est-a-dire
q

7
[t) = ¢ > PO - STP ).
=0 1=0

2. e Avec les notations précédentes, on a, pour tout entier k € N,
(k) = e*D(P}{0) — D(P)(k).

On en déduit que

J = (Z ake’f) DP)(0) - > axD(P)(k) = = > apD(P)(k).

k=0 k=0 k=0

Le polynome P est a coefficients entiers, done D(P) également ; les ay
détant entrers, on en déduil, que J est un entier.

e Montrons, que pour &k € [0, ], D(P)(k) est divisible par (p — 1)!.
Le polynéme P s’éerit XP~1Q, avec Q € ZIX]. Pour i € N, on calcule P
par la formule de Leibuniz. Les termes gni apportent une contribution non
nulle & P (0) sont ceux pour lesquels on aura dérivé p — 1 fois XP71,
La dérivée (p — 1)-itme de X771 étant (p — 1), on en déduit que, pour
tout entier 1, P(”(O) est divisible par {p — D1 Il en est donc de méme
de D(P}(0).

Pour 1 € k € n, en écrivant P = (X - E}’R, avec R € Z[X], on
montre de la méme maniére que D(P}(k) est divisible par p! et a tortiori
par (p— 1)L

Finalcment, chague D(P)(A) ¢tant divisible par (p — 1)1 on conclut
gue J est divisible par (p — 1)

¢ Moutons que, si p est un nomhre premicr assez grand, J n’est pas
divisible par p!. Avec les notations précédentes, on a, pour i 2 1, QU)(0)
divisible par p, car il existe Q, € Z[X] tel que Q = QF. On en déduit
que. si 7 3 p.alors PC(0) est divisible par p!. Comme

PY-H0) = (p - DIQ) = (p— D=1 (n))?,
il en résulte que
D)) = (p— =1 (n)?  (mod pl),

puis que
= —aglp — DY -1 (=" (mod ph).
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Par hypotheése, ag est non nul. Si p est un entier premier supérieur
3 lag| et & m, p ne divise nt ag, ni n! et dome p! ne divise pas J. On en
deduit, qualors J n’est pas nul.

3. Pour majorer J. on majore I{k), pour 0 € k < n, en revenant a
I'"xpression initiale de I(¢). On a, pour & € U, n],

k k
|1{kY = f " "Plu)du| € sup |P! F ¥y = (F — 1) sup |P|
o] 0.%] 0 [0.k]
< e"sup [P).
j0.n]
O, pour tout z € [0, 7], on a
Pz) =" (le = Uz — 2|z —n))” <P ()P,

(i en déduit que, pour tout & € [0, n],
(k)| < e )Y
puis que, pour tout entier p € H,

"
Bl Z (o

k=0

¢t L (n")".

T
Soit @ = max | 3 In,;.-|c“.1r). On a alors. pour tout. p € N,
k=0

I < aP (0™ < {an™) Cest-a-dire |J] < C7,

avee C = an”.

Mais nous avons vu dans la question précédente que, s1 p cst un
enticr premier assez grand, alors J cst non nul et divisible par (p — 1)\
On en déduit que |J| 2 (p — 1)! et a fortiori, C? = (p — 131 Or on a

7
lim ——— = 0. Pour p assez grand, on a done CF < (p — 1} D’on
p—+eo (p— 1)}
la contradiction cherchée. Il ne peut pas exister des entiers ag, a;, ..., o,
appartenant 4 Z tels que ag # 0 et ag + a6 + -+ + ape™ =10

On en déduit que e cst transcendant. En effet, si e est algébrique
sue Q. il existe P e Q[X]. tel que P(e} = 0. En multipliant P par
1 entier, on peut supposer que P € Z{X]. 1l existe done des entiers
dp@y, ..., 0y appartenaut a Z tels que ag + e + -+ a,e” = 0. On
peut supposer que ag # 0, car si Uordre de 0 comme racine de P est p,
ol divise P par X7,

Les derniers exercices du chapitre traitent des polynomes & plusieurs
nariebles. Le premier est une générmlisation du résultat de Uexercice 5.24
awr polyndmes & plusieurs variables.
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5.57. Polynomes a plusieurs variables & valeurs entiéres

1. Svit P ¢ R[X] avec degP < n. Montrer que P(Z) < Z si et
seulement si P(0), P(1), ..., P(n) sont dans Z.

2. Soit Q(Xq,. ... X, un polynome & ¢ variables & coefficients
dans B. Donner wne condition nécessaire et suflisante pour que 'on
ait P(Z") < Z. 0

3. Montrer que powm tomt (mg,...,mg) € 7t II &' divise

I tmy —mny). k=1

1<icf<h
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. 11 est claiv que si P(Z) < Z, alors PO)... .. P{n) sont dans Z.
Pour démnonticr la réciprogue. nous raisonnerons Par 1écurrence sur i

e 517 = 0, [e polynéme P est constant ¢t cofte constante est cutiérre,
pulsque P(0) € Z.

e Supposons la propriété établie pour les polynomes de degré < n—1.
Soit P un polynome de degré < n tel que PU).P(1),....P{n) soleul
dans Z. Considérons le polyname (§ = P(X + 1) — P(X). Il est de degré
Zn—let,pawr 0k <n—L onaQk = Plhk+ 1) Pk ¢ Z
On en déduit que Q(Z) C Z. On remarque que. pour tout & € N, on
a P+ 1) =DPk) + Qk) et P(—k— 1) = P(-#) = Q{~%k — 1). Sachant
quc P(0) € Z, une récurrence banale sur k permet «de conclure gue, pour
toul k e M. P(k) et P(—k) sont dans Z. On conclut P(Z) C Z, ce qui
achtve 1a démonstration?,

2. Moulrous que si Q € B[X,...., X¢] et si lc degré de Q en chacune
des variables est infériem ou égal a n. alors Q(Z*) € Z st et seulcment si
on a. pour tout {(z,....r7) € [0, n}]g, Q(x1,. ... 2s) € Z. L& cncore une
des deux implications est évidente. On démontre yue si on a, pour tout
(T1,...,&0) € [[U,-m]’]g1 Q(z1,....w¢) € &, alors QIZ%) C Z, en raisonnant
par récurrcuce sur £ ¢ N*

o Le cas £ =1 a 6té traité dans la question précédente.

e Supposons la propriété vérifiée an rang £ — 1 2 1 ¢t considérans b
polyudue ¢ de £ variables ¢t de degré < » par rapport a cha?ue variahle,
tel qui ey, .. ., 2¢) € Z pour towt (z,..... ey € [yn]". Fixons a2,
dans [0, 7] et considérons le polynome @y € R|Xy. ..., X,_y] défini par

Q|(Xl:. ..‘erl) = Q(Xl R .,Xg,l,mﬁ).

Le polyname Q) est de degré <0 n par rapport & X, ..., Xy_; et vérific,

7. On o donné ich nne preuve différente de celle que e leeteur trouvera dans exer-
cice N.24.
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1
¢
S

nu hypothése, pour tout (#1.... 1) € ﬂO,u]]“l,
Qrlz1,. .. SEp_1) = Qlzy...., 200, 74) € Z.

e I'hypothese de récurrence, on déduit que Ql(Z‘”) ¢ Z. On a done,

2 . o) — . o
pour tout (zy, ... x_)) € Z5 1 Qlag, ooy kee1,we) = Qulmy, - - 0_))
dans 7, cect pour tout re < [0, 7).
Fixous maintconant (v, ....2e_1), élément quelconque e Tl et

considérons le polynome Qa2 € R[X,] défini par
Qo = Q(l‘l«---,&t’f‘-—hxé)-

On a degQe € n o, d’aprés ce qui précéde, Qqo(r;) € Z powr tout
a2 [0,n]. On en déduit que Q(x. ..., 7_1.00) = Qalre) € E, pour
tonit e € Z, d"apros la question 1. Cela montre que Q(Zf) ¢ Z et termine
I cdémonstration par récurrence.

3. Considérons le polynbme (3 € B[X,,..., X, délini par

X, - X;
Q- I =X
Vi g F J &
Moutrons que Q(Z°) < 7. Pnisque Q cst de degré £ — 1 par rapporl

a chacune des variables. il suflit de vérifier, d’apris la question 2 que
O(ey. ..., o) € Z pour tout (... z¢) € [U € — Ul]e.

$1] existe deux indices distincts @ et f tels que @; = x;, alors on a
Q(r1.. .., 2¢) = 0 e Z. Sinon, on obtient {x),....or} = {0,1....,£— T}
otdone {zy + 1, 0p+ 1} ={1,2,....0}. Il exisle 0 € S, tel que, pour
tout 1 € [1,4], 23 + 1 = a{i}). On en dédnit que

Q..o = ] olj) = ali) = (o) & Z.

Lnirjilé q—i
Calculons maintenant N = [ (7 — ¢). On obtient
Vi gl
e £ -1
N=]T(I1G-o)=11G - =115
§=2 \i=1 i=2 i=
I Yapros ce qui précede, an a pour tout (mes. .. ., myg) € 2,
]I (m, — 7”"'?)
i nd
Q(ml,...,"rng)=1 REL c 7.
N
£-1
Autrement dit, N = [] jl divise [ (my —my). <
j=1 1<k

Le lecteur troveera dans Uexercice 1.8 du tome 2 d’algébre une autre
wolulion de cette dernidre guestion, «filisant le déterminant de Vander-
ronide.
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5.58. Applications de R? dans R polynomiales par rapport 4 chaque
variable

1. Soit f: RZ — R telle que y — f{x,y) est polynomiale pour
tout z € Ret x — f(r,y) est polynomiale pour tout y € R. Montrer
que f est polynomiale.

2. (e se passe-t-il si on remplace le corps R par Q7

(Ecole normale supérieure)

r> Solution.

1. Si f est polvnomiale de depré n par rapport a y. pour tout r € R,
Papplication polynomiale y — f(x,y) est de degré inférieur ou égal
a n. Cela incite 4 considérer, pour tout d € N, Pcnsemble Ey des =
pour lesquels Papplication polynomiale y ~— f{x, y) est de degré < d,
Comue B = U Egz. I'un des ensembles Ey est infini (sinon R serait

neEN
dénombrable). Notons-le E,. Pour tout = € E,, Iapplication polyno-

miale 3 +— f(i, y), qui est degré inférieure on égale & n, est déterminée
par les valewrs en n+1 points, disons 0, 1, ..., . Ennotant L, (0 £ 1< n)
les polyndmes interpolatetrs élémentaires en ces i+ 1 valeurs, on obtient,
pour r € E, et y e R,

Flay) =3 flr,iLiy).

1 =0
Pour tout ¢ € [, n], l'application z — f{(x,4) est polynomiale. Ainsi
Fapplication g : (x.y) —— i Fla, )Li(y) est polynomiale.
Soit v € R. L’applica;:i:(?n z +— f(x,y) est polynomiale et pour
tout @ € B, flo,y) = g{z, y). Les applications polynomiales

T — fla.y) et _’L'*‘—"’g(‘rzy)

qui coincident pour une nfinité de valeurs sont égales. On a done, pour
tout (z,y) € B2, flz ) = glz,y) et f=g.

2. Sile corps de base est Q et plus genéralement tout corps dénorm-
brable, il est possible qu'aucun des ensembles E; ne soit infini et la
démonstration préeédente tomhe en défayt. Construisons un coutre-
exemple.

Le degré des applications y —— f(z.y) ne doit pas étre borué quand
x décnt Q@ il en est de méme des applications y — f(z,y). Ainsi f
doit étre une somme infinie de termes polynotiaux qui pour x ou y fixé
sont presque tous nuls. Notons {r;) une énumération de Q et pour tout
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wtier naturel 4, I; le palynéme interpolateur de degré ¢ qui vaut 1 en r;
o 0en rg, ..., 7—1. Posons, pour tout {x,y) € @2,

+00
flry) = ZLi(J')Li(y)'
=0

On uote que Li{re) = 0218 < 1. Alnsi la somme ne cantient jamais qu'un

k
nombre fini de termes etf, pour tout & € N, f(re,z} = 3 Li(ri)la(z).
| ’application y — f(x, ¥} est donc polynomiale pour tout x € . 1l en
ot de ménie de Uapplication oz —— f(x,y) pour tout y € Q.

Mais f n'est pas polynomiale car pour tout k € Ny — f(re, 1) est
e degré k, donc I’ensemble des degrés des applications y —— f(rg,2)
wWest pas borné. <

La démonstration du théoréme de Bezout qui suit diustre les grandes
différences entre Uarithmétique de K[X] et celle de K[X1,...,Xn] pour
n 2. Ce dernier n'est pas un anneau principal (d'aprés Uezercice 3.9);
Uidentité de Bezout ne s'y applique pas : par exemple X et Y sonf pre-
miers entre cux, mais Videntité AX + BY — 1 n'est pas possible pour
(A B) € K[X, Y} . Néanmoins. c'est un wineau intégn:; ¢’est méme un
anneau factoriel, ¢’est-d-dire que tout polyndme peut s’écrire comme pro-
duit de polyndimes trréductibles {voir 3.10 pour lo définition précise).

5.59. Un théoréeme de Bezout

Soit P et (3 deux polynomes de K[X, Y], premiers entre eux.
1. Moutrer qu’il existe (A, B) € K[X,Y] et A € K[X], non nul.
tels que A = AP + BQ.
2. Montrer que l'ensemble des couples (x,y) € K? solutions
de P(r.y) = Q(z,y) = 0 est fini.
(Ecole normale supérieure)

r> Solution.

1. e On souhaiterait appliquer le théoréme de Bezout 4 P et Q, mais
comune cela est dit dans le préambule. on ne peut pas le faire directement,
n va donc se placer sur un anneau o le théoréme de Bezout s’applique,
On peut voir P et Q comme des polynomes en Y & coefficients dans K[X].
Comme K[X] est contenu dans le corps cornmutatif L = K(X}), P et Q
se révelent étre des élénients de L[Y], domaine sur lequel s’applique le
théoréme de Bezout.
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e P ot } sont premiers entre cux daars K[X, Y] Montoos qu'ils vestend,
protders enire cux dans L{Y)}. Raisonmons par Tahsarde of supposans
quinn ircéductible D e T(Y) divise a L fois P el @ dans L(Y). Le
polyuome 1) 4 éerit.

D=, (X)Y" + a1 (X3Y™ 1 oo 4w (KO 4 an(X),

avee 11 = 1 et les a,(X) € K(X). Quitte a rmultiplier D par le praduil
des dénominateurs des fractions rationnelles «, (XY (ce prodidt est uy
Alément de Lopon nnl), on peut supposer que les a, (X)) sont dans KX
ot D e K[X.Y].

Résumons « D e KIX|Y] divise P ot () dans L[Y] = K(X)[Y]. I
cxiste done F) et 17y dans L|Y] tels que F1D = P ot FoD = Q. Pour
arriver & une contradiction, il suffit de montrer que Fy et 14 sont en fail.
dans K[X]]Y] = K[X. Y].

Pour cela. donnons guelques définitlons (ce sont les mémes ¢ue
dans Z[X|: on ponrea se reporter & Pexercice 3,16 sue ke eritere ' Eiseu
stein). Ponr tout M € K[X][Y] qui s'cerit n dX Y24+ o (XY 40y (X)
{avee p 2 Gel les o (X)) dans K[X]), on appelle conteny de M et on nate
ax (M) lo pged des o, (X) pour { variant de 04 p. Qo dis qu'uu palyndme
M est pramitif si ox (M) = L B divisant tous los coeflicieuts de M par

Jeir pged. on sronve ym polynowe primitif @ ajusi M s’éorit M = ex (M)M
aver M€ K[X]|Y] pofinitif.
Nous allons nons appuyet sure le lemume suivant.,

Leamue, (Lewnme de Ganss) Soil P oef O dans KXY
(1Y 511 ol Q sont primitifs, lewr produit PQ Pest qiesst.
(i1} On u ex(PQ) — ex{P) x ex(Q).

Démonstration.
(i) Supposons P et Q primitifs. Raisonuons par Pahsurde et imagi-

n m
nons que PQ ne le soit pas. On éerit P = 3. o (X35 Q) = 37 A (X0Y*
k=u  ={}
A+ )
et PO = Y ¢ (X)YY. Prisque PQ n'est pas primitif, il esiste R ¢ K[X],
k=l
irréductihle. divisant tous les ¢, (X}, Comme P et () sont primitifs. il

existe no plus petit entier & {resp. £) tols que R one divise pas ap(X)
(resp. b (X)), Considérons alors

LX) = aobier o ap abepy Fante Fapg e g b ag fln
Par deéfintion de k. les b premiers Lermes sant divisibles par R prosgie

R divise o, s1 ¢+ k. De merne, par ddfinition de £ les U derniers termos
sont divisibles par R. Comme cgpp ost Conlement divisible par R, il
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Senstit gque ROdivise le terme restane aghy. Or, cela est rnpossible. en
vertu du lemume d'Enclide, puisque ni ag, ni b oe sont divisibles par
lireaductible 13
On conclut deme que PO est primitif. L
(H) ()II é(:l‘“- P = (fx(PJP, (_2 = 'X(Q)Q OI] a ]‘)(2 = (\(P)(\(Q)PQ
Waprbs le 1. f’Q ext primicif et done le contenu da PQ est ex (Prex (Q).
ou 'égalilé vonlne. 4

Comme D est cgaloinent irréductible ot divise P oot @ dans L{Y),
quitte & remplacer D par D, on peul supposcr D primitil. On peut mul-
tiplier Fy € K(X)[Y] par un potynome R(X) € K[X] afin do chasser los
ot F e K[X][Y]. On

. - F

ltnominateurs des coefficients de Fy @ F| = w0 -
iy curs des © Nlnt “ i L RiX)
derlt ensuite T o= ex (1) avee 17 primitif. Par conséquent, on obticnt

o (F ) -
f‘l:{(()(}) =P ouencore Dex(F)F = R{X)D.

Pagsons aux contenus - ox (1) = ex(THex (I = ex (Dex (10— Rex ().
. \ . Y .

Done R divise ex{F) ¢t Hialetent ¥y — % 7« KIX[[Y]. Autrement

dit. D divise P odans KN, Y], TLew est do oG por O, par sytogeric

Juprobleme. Comne P et Q sont premiers entre enx dans KX, Y], nons

aboutissons a nne cont radiclion.,

e Nous avons done démontré que P el (O sont premiers entre enx
dans K(X)[Y]. I existe A" et B dans K(X)[Y] tels que 1 = A'P 4+ B'Q.
Soit A & K[X] le produit des déuominatenrs des coofficients de A ot
de B. On a alors

A= AP £ BQ avec A = AA' ¢ K[X,Y| et B =AB ¢ KX, Y]

2. Soit maintenant {(z,y) € K? tel que P{r,y) — Qz.y) = 0. En
substituant dans égulité ci-dessus, il vient A{z) = 0. Done & est une
racine de A1l e pent prendre quiun nombre fid de valeurs paisque A
o8t non miile Par symétrie du probléme en X et Y, g lui ausst ne peut
prendre qunn nombre fini de valeurs. 11 en vésulte que

V = {{e.y) € K7, P{ay) = Qla,y) =0} est fin.

Conclusion, Ceo rémnltat sinterpréte amnst @ Uintersection de deux
comrbes algébrigues planes Pz, y) = 0 et Qa, ) — 0 est finie <1 P et Q
sont des pelynomes de KX, Y] premiers entre eux. <l

Bezout v en faet wmondré que 81 P et Q sond de degres respectifs
vl n, le pombre do points dietersection des deux courbes, cowptis avee
lewr ovdre de multiplicite Pintersection et en tepant compte des points o
Dinftnt, est evactoment ma lorsque X oest olgdbriguement clos.



Chapitre 6

Espaces vectoriels. Algebres

Au XVII® siécle se développent lo résolution des systémes linéaires
ol lo théorie des déterminants. Les ruisonnements suggérent rapidement
e concept d'espace 6 n dimensions. Mais il fallait oser un langage
qéométrique, olors qu’une interprétation sensible dans le plan ou l'es-
pace foiswit défoul pour n > 3.

De maniére indépendante, Cayley en Angleterve et Grassman cn Al-
lernagne franchissent le pas vers 1843-1845 et poarient d’espace a n di-
mensions. Le point de vue de Cayley est issu directement de la géométrie
anolytique : un vecteur d’un espoace d n dimensions est un systéme de
n réels ou nn complexes. Laddition de dewr vecteurs et ln multiplication
par un scolmire sont noaturellement introduites par lo généralisation de
la dimension 3. Pour parvenir yraiment d la notion d’espace vectoriel,
d faut dégager le concept de sous-espace ¢t de dimension dun sous-
cspace. (est ce que fera Grassman (professeur de lycée avtodidacte en
marge des milicuz de la recherche) en cherchant d développer unc ana-
Inse géométrigue portant sur des colculs intrinséques indépendants du
choix des coordonnées. Grassman introduit le produl exidrieur de dews
vecteurs, la définition de Uindépendance hindosre, de lo dimension dun
cspace et démontre la relation fondamentale

dimV + dim W = dim{V + W) - dim VW,

Ces travoux eurent peu d’impact oun début, mais ils furent repris par
Henri Poincaré et Elie Cartan (notamment son calgébre extérieures en
géométrie différentielle).

Clest en 1888 que Peano donnero lo définition ariomatique dun es-
pace vectoriel réel. Jusqu'en 1930, le point de vue des matrices et des
coordonnées predomine par rapport an peint de vue intrinséque des es-
paeces vectoriels.

Les premiers exercices portent sur les sous-espaces vectoriels.

6.1. Intersection de sous-espaces

Soit E un espace vectoriel de dimension n et Fy, ... ;. des sous-

k k
espaces de E. Montrer que si 3 dimF; > n(k—1) alors (| ¥; # {0}
i=1 . i=1
(Ecole normale supérieure)

280
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> Solution.
k
o Il suffit d'observer que () F; est isomorphe au novau de 'apphca-
=1

tion lincaire

Fi1» - xFp, — E+-1
P (—'El-.-TZw--:ﬂ?k) —_ (56‘2 X E3 X, Tk —561)
En effet, ¥{xy,.... e} = 0 si et seulement s (ry, ..., 2x) = (r ;... x)
k
oit # appartient & () F;. Le théoreme du rang permet alors d’affirmer
i=1

que

k k
dim(F, x Fy X < Fi) = Y dimF, = gy + dim | ] Fs.
=1 i=1

k
Comme 1g{¢) < dmE*" =n(k — 1), onadim (| F; > 0. <
i=l

On peut rédiger la solution & l'aide des espaces quotients. Prenons
done cet exercice comme prétexte pour fournir guelques rappels sur cotte
netion.

Soit E un K-espace vectoriel, T un sous-espace de E. Comme F esl
un sous-groupe du groupe abélien (E,+), on peui considérer le groupc
quotient B/F, défini a partir de la relation d équivalence telle que, pour
tout (z,y) € E2.

z=y (modF) <= y—zeF.

Lu 1ot de composition externe est compatible avec cette congruence, i.e.
sideKete =y (mod F), alors Ar = Ay (mod T, si bien que [on peut
mundr E/T dune loi de composition externe définie pour N\€e K etz € E
par X& = Xz (la classe de Ar ne dépend pas du représentant = choisi
dans T). Dans ces conditions, E/F est un K-espace vectoriel (le lecteur
est invité ¢ foire les quelques vérifications d’usage) appelé quotient de F
par F.

81 E egt de dimension finie, E/T est ausst de dimension finie el [ on
adimE/F = dimE—dimF. En effet, ¢’est une conséquence du théoréme
du rang, puisque lo surjection cenonique s @ & € E +—— T € E/F est
lindaire de noyau F.

Revenons matntenant a Uerercice ci-dessus. Dire que x € F; revient
4 dire que son image dans E/F, par la swjection canonique est nulle.
On considére donc

E —-—— E/Fix-- <E/F,
T x (z,...,7)
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'k

Il s’agit juste de prouver que, sous Uhypothése Y dimF; > n(k — 1),
i=1

cette application linéaire n'est pas injective. Clest vrad car imE = n et

k

dim (B/Fy x ++ x E/Fy) = nk—» dimF; <n = dimE.
=1

Lexercice suivant o froit & lo notion de supplémentaire. Iin dimen-
ston finie, Dezistence d’un supplémentaire @ un sous-espuce donné résulte
du théoréme de la base incompléte. Nous pourrons, duns certains exer-
cices de ce chapitre, admettre gu’en dimension infinie, fout sous-espace
vectoriel admet également un supplémentaire, résultat gui nécessite Loy-
tefois Daxiome du chota.

6.2. Supplémentaire commun

Soit K un corps infini, E un K-espace vectoriel de dimension finie.

1. Montrer qu'on ne peut avoir E = V, UVl --UVy, ol les V;
sont des sous-espaces stricts de E. Que se passe-t-il 81 K est fini?

2. Montrer que si Fy, Fa, ..., F; sont des sous-espaces vectoriels
de F de méme dimension {finic), il existe G supplémentaire conunun
A tous les F,.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Raisonnons par I'absurde et supposons que B = ViUVl - UV,
ol les V; sont des sous-espaces stricts de E. On a nécessairement N 2 2,
sinon B = V. Quitte & retirer un certain nombre de sous-espaces, jusqu’a
ce que le nombre N de sous-espaces dont la réunion est E soit minimal,
an peut supposer cu’atcun sous-espace n'est contenu dans la réunion
des N — 1 autres. Pour aboutir alors 4 une contradiction, nous proposons
deux méthodes différentes.

La premiére utilise directement un argument de cardinalité. On peut
trouver x € Vn tel que & ¢ Vi UVa U -+ U Vyn_i. D’autre part, on
n'apas Vi UV U- - UVN_; C Vy, sinon on aurait E — V. 1l existe
doncy € ViUVaU---UVn_ tel que y ¢ Vn. Considérons, pour tout
2 € K, le vecteur y + Az, Il n’appartient pas & Vy, car sinon ¢ € V. 1l
appartient done 4 V; UVaU- - U Vw1 de sorte qu'il existe iy € [1, N—1]
tel que y + Xz € V;,. L'application ¢ : X € K — 4y € [1,N — 1] est
injective. En effet, supposons qu’il existe A et 1, dans K tels que iy — 4,,.
Les vecteurs y + A et y+ px sont dans V;, , done leur différence (A —p)z
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aussi. Comme x ¢ V; on a = A, On obtient donc une application
injective de K, qui est un ensemble infini, dans [1,N — 1] qui est un
ensemble fini, CPest absurde : E ne pent pas étre rénnion d’une famille
finie de sous-espace stricts.

Autre méthode. Quitte & remplacer chagne sous-espace V; par uu
hyperplan le contenant, on pent supposer que les V, sont des hyper-
plans. On considére alors, pour tont ¢ € [1,N], une forme linéaire ¢;
sur B, telle que V; = Kergy. On n’a pas V, ) V;. 11 existe

=N

P
donc z; € V;\ |J V;. Considérons, pour tout i € [[1,N], 'applica-

15j<N
i
N
tion Fy : K* — K définie par F;(Ar,...,An) = @:( 3 Ajx;). Clest nne
§=1
fonction polynomiale snr KN. L'hypothése E = V, U Vy U--- U Vi en-
N N
traine [] ¢; = 0et done [] F; = 0. Le corps K étant infini, Ialgéhre des
i=1 i=1
fonctions polynomiales snr K™ est isomorphe 8 K[Xq, ..., X[, qui est un

anneall intégre. Il existe done nn entier g entre 1 et N tel que Fy, = 0.
Puisque N 2 2, on peut considérer un indice 4 # ip. On obtient alors
Wi (x:) =F3,(0,...,1,...,0) =0, ce qui contredit le fait que x; ¢ V.

Si le corps K est fini, on obtient |[K| € N — 1 par la premiéro
démonstration. Ainsi B ne peut pas étre réunion de |K sons-espaces
stricts on moins.

Le lecteur pourra montrer gue |K| + 1 sous-cspaces stricts suffisend
effectivement pour recouvrir B.

2. Il existe des sous-cspaces G de E tels que ¥, 1 G = {0} ponr
tout ¢ € [1,p], par exemple le sons-espace nul. Parmi ces sous-espaces,
considérons-en un de dimension maximale que 'on note G. Soit r la
dimension commmne des F;. Si r+dim G < dim E, les sous-espaces ¥, &G
sont des sons-espaces stricts de K. Il existe alors, d’apres la premiére
question, un vectenr x n’appartenant & aucun de ces espaces. Mais alors
le sous-espace G' = G & Kz est en somme directe avee tons les Iy,
contredisant ainsi la maximalité de G. On a done r + dim G = dimE
et G est un supplémentaire commun a tous les ;. <

On peut montrer, plus généralement, que dons le cas on K est infind,
E ne peut pas étre réunion dune fomille (F;)ie1 de sous-espaces stricts
avec |I] < {K|. Par ezemple si K = R, E ne peut pas étre réunion d’une
fomille dénombrable de sous-espaces stricts. Nous donnerons une preuve
topalogique de ce résultot dans le tome 3 d'analyse, d Uarde du théoréme
de Baire,

Lo deuziéme guestion se généralise alors directement avee la méme
ddmanstration : pour toutc famille (F;);c1 de sous-espaces de méme di-
mension avee 1] < |K| il existe un supplémentoire commun & tous les F,.
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On rappelle que si V est un espace vectoriel de dimension n, un dra-
peau de V est une suite crotssante pour Vinclusion de n+ 1 sous-espaces
vectoriels Vg € Vq € -+ ¢ 'V, avee dimVy = k pour tout k. Cette
notion se présente naturellernent dans Uétude de la trigonalisation : un
endomorphisme u de V est trigonalisable si el seulement 87l existe un
drapeau stable par u {c’est-d-dire u(Vy) C Vi pour tout k, auvec les nota-
fions ci-dessus). Le groupe lindaire opére naturellement sur les drapeaus
et le lecteur vérificra facilement que cette opération est trunsitive. Le dif-
fictle exercice qui suit étudic le nombre d’orbites pour Uaction du groupe
linéaire sur les couples de drapeau.

6.3. Drapeaux

Soit V un K-espace vectoricl de dimension n, d et d deux dra-
peaux, respectivernent Vo C V; C - C Vet Vi C V) C - C V).
1. Oupose Aj; = Vi +V;pouric [Ln+1]ctjel0,n]et

(I(i',) = min{j, Aij = Ai+1,j} pour i [[l,nﬂ.

Montrer que o est ume bijection de [1,n] sur [1,#] (on pourra
considérer application ¢’ définie comme o, mais en échangeant les
oles de d et d').

2. Par définition. une base (€1, ..., e,) cst adaptée & d si, pour
tout k € [1,n), Veet(er,. .., ex) = Vi Trouver une base (e¢q. ..., on)
adaptée & d et une permutation o de {1, n] telle quie (€ayy- s Cogn)

soit adaptée & d’.
3. On fait opérer naturellemnent GL(V) sur les couples de dra-
peaux de V. Quel est le nowmbre d’orbites 7
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. e Notons, pour commencer, que, pour ¢ € [1,7n], on ao(f) € {1,n].
Fn effet, pour tout i € [1,n], on a Ay = Vi_; +Vy = Vi, et donc
Ajo # Aigr 0. Explicitons la définition de o(3). L'espace Ay = Vi | +V;
cst toujours inclus dans A, 5 = Vi + V;. On a Pinclusion inverse si
Vic Vi_, +V;. Ceci équivant & Vi € V{_| +V; NV}, puisque si z € V]
séerit y + z, avee (y,2) € Vi_y x Vy,alors 2 =z —y € ViN'V,, et donce
A V=V, +V.NV;, puisque Pinclusion inverse est toujours réalisée.
On obtient les équivalences suivantes :

Aij = A"H-l,j < V: = V';—l +Vi M Vj ==+ Vi ﬂVj ¢ ngla

la derniere équivalence résultant de dim{V?}) = dim(V;_;} + 1. On peut
dong caractériser (i) par
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vin Vo € V'
Vin Ve € Vi,

puisque. st VIOV, < VI Lalos VIOV, C VNV, < V. pow
tout 0 < A < .

s Ponr mantrer que @ est wie pernntation de [1,n]. considérons,
cotine le sugggre Uénoned, Vapplication ¢’ @ [Lon] — [1, 0] «étinie
comme 7, Tnais cn échangeant les roles de d et d' ot montrons que o cl
o’ sont réciproques I'une do Pautre. Par symétric des roles de d et J', il
suflie de prouver que @’ o g = Idjny. Soit @ & [Lon]. j = ol I faud
prouver gque ¢'{j) = 1, c'est-a-dive que

V, NV oV

i1

v, N Vid VL.

#£BIV, NV 2V, ol V, =V 4V, NV L Considérons
un éléement 2 de VOV IEs"Cerit yp+ 20 avee (7,3) €V, 0 x V0V
Onaalors y =2 — 2z € ViNV,_; < Vi, pusque o{i) = j: 2 est
done dans V). On a dane VINV, Z V! |, ce qui est contradictoire
avec (/) = j. On cowelnt que V, IV V.

*x 81V M VI C WV, . ou oblient

Y,V CV, NV v

ce qui est faux. On a dane V, NV ¢ V, 1, ce qui termine la démonstra-
Lion.

2. Construisons mie baso {0y, ..., e,.) adaptee & d telle que, pour la
permmlation o précédemment définie, on ait (pﬂ“), Ty adaptée
ad.

Ow a, pow j € [Lon], V; =V, 1 + V; 1V, . Considérons. pour
tout 7 € [1.n], un vectenr e; dans V, ﬁ\’g,m YWV, 1. La famille {e ) est
e bane de Vet sl on suppose que (0., e; 1) est une Dase de V

a=1s
alors (¢1,...,0,) est une base de V| puisque dim (V) = dim(V,_y) + ]
ot que €; € V, \ V,;_1. On a doue montré que {¢1,....e,) cst ung hase

adaptée A d. On a, d’antve part, pour § € [1,n].

. { - M
Coly) € v ) M Vi,.uuc(t) = Va(“ nv, C\ o
La famille (£5,3,. ... Fain,) est done une base adaptée a d’.

3. Le¢ gronpe GL(V) agit naturellement sur les drapeaux @ pour
tout [ € GL{V) et tout drapeann d = {Vo,... V. ). (f(¥Vo),... [{Vy))
est un drapeau (ear £ conserve la dimension el inclusion), noté f(d).
Si (d.d) est un conuple de drapeanx, {f{d), f(d')) est un couple de dra-
peasx. Nous allons moentrer que les orhites de couples de drapeaux sous
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cette action de groupe sont caractérisées par la valeur de la permuta-
len & définie dans la gquestion 2,

s Conmencons par démountrer que cette pernmtation ost unique {mais
pas la base (€., .., en)) Sait doye deux drapeaux d ot ', une permu-
tation 7 de [1, a] et nue base (ey...0) de V otelle aue (er,....¢0)
wit adaptée & d et (er1y.. .., €rq) adaptée & d'. On a alors, pour
tout £ € [1.n],

TUI‘:VT(i): Cr U‘}évrl’z)»l Crial EV Cr (i) v:—i

On en deéduit que V0 Vo & VI car ap,y appasbient an premier
+nzemble mais pas an serond. D’antre part on a

;N Vi1 = Veet(er gy, .0 (i1} Uv(e)) N Veet{ey,-. .. F,—u)_J)
CNVect{e, 1y €y, Er o) TV L
1 résidte de la question | gue les inclusions
V; M .Vr(i)_ . V;71
VIOV & Vi

permettent de conclure que 7(4) = (7}, Ceed est vral pour Lout i € [Lal.
Il en résulte gne = o, ce gni démontre 1 iicité voulne,

® Dans la suite, lixons o = {Vo..... Vodoeotd — (Voo V) deny
drapeanx de V, 5 = {e... . en) une base de Vool permntation
de [Lon] telle que B soit ime hase adaplée & d ol que () Ca) )

que nous noterons désormais a(B), soit ine base adaplée 2.
« Pour tout f e GL{V), B — (f(i1)..., LS00 estoane base
de Vo opour tout @ € [Loa], (fe),. ... fle,)) et une base de fvV)
et (flegyto Fleqy)) est we base de FIVIL Coel montre que B est
nne babo adaptée & f(d) et 7(B') une hase adaptée & f{d'). La méme per-
mubation o quau conple (A ') est done associde au couple (f(d), £{d")).
* Réciproquewent soil (dy, 47 ) un couple de drapeans pour leguel
1 existe wmie base B de V. adaptde & dy ¢t telle que o BY) soil adaptée
adj. Notonsdy = (Wo, ... W)y = (W), ... W etB = (e1.....2,)
el considérons [ € GL (\/) défini par f{e,} = £, powr tout @ € [T, n].
On a alovs, pour tout i < [1,n],

FIV,) = Ve f( oo o)) = Vect(ey ) = W,
TV = Veer(f{eay), - S0a@)) — Veetleny, o 8n) = Wi

On a done f(d,d")y = (dy,d}). Le couple de drapeaux (dy, d] ) appartient
Jone A Dorbite de {d, d7).

On poit. done eonchne gue denx rouplis de drapeany sont dans 1
mieme orbite si et senlement si la permtation @ qui lem est associée os,
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la méme. L'ensemble des orbites peut étre mis en bijection avec S,. Il y
a donc n! orbites. <

Le lecteur trovvere dans U'ezercice 7.18 une auilre démonstration du
résultat de la derniére guestion par une méthode matricielle vtilisant la
décamposition de Bruhat.

Nous commencons une série d’ezercices assez généraux sur les appli-
cations linéaires. Le premier €noncé porte sur les lernmes de factorisa-
tion,

6.4. Lemmes de factorisation

Soit E, F et G deux K-espaces vectoriels de dimension finie. T

L. Soit f : E = Fetg:E — G des applications linéaires.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur f et g pour qu'il
existe b : I — G linéaire telle que g = ho f.

2. Boit g: E— Get h: F — G des applications linéaires,
Dopner une condition nécessaire et suffisante sur g et o pour qu’il
existe f: B — ¥ linéaire telle que g = ho f.

(f}cole polytechnique)

> Solution.

1. e Condition nécessaire. Sup- Eomt —wp
posons qu'il existe # : ¥ — G \ N
linéaire tel que g = ko f. Alors pour g !
tout 2 € Ker f, on a Y

g(z) = h(f(z)) = h(0) = 0.
On obtient donc Ker f € Kerg.

s Supposons réciproquement que Ker f < Kerg. Alors, pour tout
(z,x') € E* tel que f{z) = f{z'). onaz—z' € Ker f, donc z—=z' € Kerg
et 9(z) = ().

Pour y € Im f, on pose B/ (y) = g(z) € G olt = est un antécédent
quelconque de y par f. Cette définition est coherente, car g{x) ne dépend
pas de l'antécédent r choisi, comme on vient de le voir.

Par construction, pour tout z € E, on a #'(f(x)) = g{x). Ceci montre
que Wo f =g

Montrons que h' : Ker f — G est linéaire. Soit (y,y") € (Im f)?,
(M) € K? et (2,0") € E? tel que f(z) = y et f(z') = 5. On obtient
alors f{Ax + puz’) = Ay + py' et Ao 4+ sz’ est un antécédent de Ay + uy’
par f. On a par définition

Ry + py') = g(dr 4 pa') = Aga) + pol(a’) = A () + ul ().
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La linéarité est prouvée.

Toute application h € L(F,G) dont la restriction & Im f est égale
4 h' {et il en existe) répond alors & la question pesée. On remarque que
si f est surjective, h est unique.

Conclusion. Il existe h : F' — G linéaire telle que g = ho f s, et
senlement si, Ker f C Kerg.

2, o Dans cette seconde question, il est clairement nécessaire que
I'on ait Img C Im A.

s Supposons réciproquement PR ;f,__,hp
que Img < Imh. Considérons un
supplémentaire F de Ker h dans F. \l B
Alors k induit un isomorphisme h : o

de I/ sur Im h. Notons
E=h1.Imh — F".

L'application f = k ¢ g est bien définie car Img C Imh. Elle est
linéaire de E dans F’; nous la considérerons comme une application
linéajre de E dans F. -On obtient, h(f{z)) = h{k(g(z))) = g(z), pour
tout £ € E, de. g=ho f.

Conclusion. T! existe f : E — F linéaire telle que ¢ = Ao f si, et
seulement st, Img C Imh. <

Lezercice précédent permet de répondre & la question suwente : E
étant un K-espace vectoriel, F un sous-espace de E, s : E — E/F la
surjection canonigue et w € L(E), d quelle condition u induit-t-elle une
application T de L(E/F) telle que Tios = sou ¥ Comme s est surjective, en
cas d’existence, U est unique. I’aprés la premiére question de ezercice,
T existe si et seulement st Kers C Ker(s cu). Comme Kers = F, cette
condition signifie que pour tout ¥ € ¥, u(xr) € F. Autrement dit, u passe
au quotient si ef seulement si F est stoble par w.

Plus généralement, st E et F sont deur espaces vectoriels, u un
élément de L(B,F), E' et F' dewx sous-espaces vectoriels de E et F res-
pectivement, u induit une application linéuire de E/E’ dans F/V' si, et
seufement i, u(E) C .

6.5. Condition pour que rgg < rg f

Soit E,F deux K-espaces vectoriels non nuls de dimension finie,
f et g dans L(E,F). Montrer que rgg < cg f si et seulement s'il
existe h€ GL{Flet k € L{E) tels que hog = fok.
(Ecoie polytechnique)
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> Solution.
e Une des implications est aisée. En effet, 'il existe b € GL(F) ol
ke L(E) tels que hog= fok,onag=h"1o fok et done

Img=Tm(h ™ o fok)CImh "o f)=h" {Imf),
d’ont Pon déduit, puisque h~' € GL(F),
rgly) < dim(h™ (Im f)) = dim{Im f) = rg f.

e Notons p = rg f ot ¢ = rgg et supposons réciproguement que
Yon a ¢ < p. On considere (ept),....¢,) une base de Ker f complétéo
en (eq,...,e,) base de E et (g4,4,...,5,) une base de Ker g complétéo
en (e1,...,£,) base de E. La famille (gl(¢1).. .., y(gq)) est alors une base
de Im ¢ que l'on peut compléter en (g(cy),...,9(24), Jgr1.- -, 0m) base
de I'. Dc méme, {f(e),..., fey)) est une bage de Im f que I'on peut
compléteren (fle)), ... f(ep), fost,. .., fm) base de F. Soit k dans L(E)
deéfini par k(=) = e1,..., k{gg) = &g, klegp1) = - = kleg) =0 et I
dans GL(F) qui transforme la base (g{e1),. .., 9(54) 611, -+, Gm) €0 la
base (fle1)..... Fle), forte oy f)-

On obtient alors, si 1 £4 < q. fokle,) = fle) = hgle:)) = hogle)
(car § < g < pl.etsii > g, fokie;) =0 = hog(e) On a done
bien hog= fok. <

On peut donner une deuxieme solution powr la réciproque utilisant
un des lemmes de factorisation vus & Uexercice 6.4 : en effet, d'aprés lo
second lemme, i suffit de montrer gue si cg g < rg f. on peut trouver h €
GL{F) tel que Imih o g) < Im f. Pour cele, considérons un sous-espuce
G de I f de dimension rg g et un isomerphisme k' de Img sur G. 5t on
note F/ et G des supplémentaires de Img el G dans T respectivement,
ces sous-espaces onl méme dimension; soil W' un isomorphisme de T/
sur (7. L'endomorphisme h de F dont les restrictions & ling et ' sont
respectivernent b/ et h' est wn isomorphisme de F, qui vérifie

Imkhog=nrh{lmg) =G Clmf.

Llexercice 7.1 fowrnira une troisiéme solufion, matricielle.

Il est bien connu du lecteur qu un endomorphisme d'un espace B qui
stabilise toutes les droites wectorielles est une homothétie. Ce résultaf
mtervient assez souvent; aussi nous allons en rappeler la preuve.

Lemme. Soit E un K-espace vectoriel non nul et w € L{E). On suppose
que pour » € B, u(x) et o sont colindaires. Alors w est une homaothétie,

Démonstration. L hypothése signifie que tout vecteur non nul de E est un
necteur propre de w. Il suffit donc de montrer que w admet une unigie
valewr propre. Supposons gu'il eriste dewr valeurs propres dishincies X
et A de u et considérons deux vecteurs propres x el ©' associfs. On a
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alois u{r) = Az et w(z') = Na'. On sait que (7,2') esi une farmlle
bbre. Par hypothése x4 o' est ausst un vecteur propre de u ;i existe un
sealaire 1 tel que u(x+a') = plz+2"). Mais, par linéarité nous obtenons
aussi u(x 4+ ') = u(z) + ulz’) = Az + Na'. Par unicité de écriture, il
vient X = X =, ce qui est absurde. $

Ce résultat est utile dons bien des situations. Par eremple, 31 E esi
wre K-espace vectoriel, on peut en déduire gue le cendre de L(E) est réduil
wur homothéties. Les homothéties commuient évidemment avec tout en-
domorphisime. Réciproquement, supposons gue u comute ovec toul en-
domorphisme de E. Soit v € B, H wn supplémentaire de Kz et p la
projection sur Ka parallélement ¢ H. On a alors,

u(ry = (wop)x) = (pou)z) = plu(xr)) € Kz

et u est une homothétie d'apres le lemme.
Les dewr erercices suivands sont des wvoariations sur le théme du
fermne,

6.6. Endomorphisines stabilisant les sous-espaces de dimension &

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n ot & € [L, n—1].
(Jue pent-on dire d’un endomorphisme u de E laissant stables tons

les sous-espaces de dimension £ de E? L.
(Ecole normale supérieure)

- Solution.

On sait que pour & = 1. u est nne homothétie {c'est le lemme ci-
dessus). Soit k € [2,7 — 1] et H un sous-espace de dimension k — 1. On
observe que H peut étre obtenu comme intersection rle deux sous-espaces
de dimensionr & : comme dimH < n — 2, on peut trouver un couple de
vectenrs libres (e, e2) tel que le plan Vect(e;, ez) soit en somme directe
avec H. Posons Hy = Vect(HU {e;}) ot Ho = Vect(H U {ea}). On a
alors H NH: =H et dimH, = dimHy = .

1l en résulte que si u € L(E) stabilise tous les sous-espaces de dimen-
sion & alors v stabilise aussi tous 163 sous-espaces de dimension A — 1, Par
une récurrence descendante finie, 11 en résulte que » stabilise toutes les
droites vectorielles de E. On conclut alors gque v est une homothétie. <1

6.7. Exemple d"utilisation des espaces quotients

Soit E nn K-cspace vectoricl de dimensjon finie, @ € E.
Déterntiner leg éléments u de L(E} tel que powr tout € E,| la

famille {a, z. u(2)) soit lide. (Feole polytechnique)
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> Solution.

e S5ig =0 oudimE € 2, tont u couvient, Suppasons a # () ol
n = dimE 2 3 et considérons u vérifiant la condition de 'énoncé. On
pose g1 = a ct on compléte en une base (e1,...,e,) de E. 514 2 2, {e,.q)
est une famille libre et par hypothése, u(e;) € Vect(e;, ¢1). Considérons
le vecteur u{e; + e;). Comme la famille (e; + e,,e1) est libre, on a

uler +e;} € Vect(cg + ey, e1) = Vect{ea, e;}.

Puisque ule, + ;) = wler) + ule,) ot que wule;) € Vect{e, e;), on en
déduit que uf{ey) € Vect{es, e,]. On obtient

ule;} € Vect(er, eq) N Vecot(er, e3) = Key.

s On a done u{e) € Ko - la droite Ka est stable par w, donc « induil
un endomorphisme 7 de E/Ka défini par G(T) = w(x).

Soit ¢ € B tel que T # 0. Alors, la famiile {a,r) est libre et par
hypothese, w(z) € Vect{a,z). Il s'ensuit que T(T) = u(z) € Vect(T).
Comme cela vaut pour tont T € E/Ke, % est une horothétie : il existe
donc A € K tel que w(z) — AT pour tout r € E. 11 s'enswit que pour
tout # € E, u(x) — Az € Na. L’application @ +— u(t) — Az érant linéaire,
il existe  forme linéajre de E telle que, pour tout 2 € E

\ u(r)=As+ .p(@

Réciproquement, une telle application répoud bien au probléme posé. <

Les deuz exercices sutrants concernent des endomorphismes nilpo-
tents.

6.8, Majoration de I'indice de nilpotence

Soit E un K-espace vectoriel de dimensjon finie n et v € L(E),
nilpotent. Montrer que v" = 0.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Voiri une solngion complétement élémentaire de cet exercice, Sup-
pusons par l'absurde que w™ # 0. appelons p Pindice de nilpotence
de uw (p > n). L'application ##~! n’étant pas nulle, considérons un
vectewr 1 de K tel que wP71{x) # 0. On va wontrer que la famille
(z,u(z), ..., uP~Y{x)) est libre ce qui fournit notre contradiction puisque
cette famille est de cardinal p > n. Si la famille est liée, on peut écrire
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une relation de liaison du type
k 14,
M () 4 Mg 1tiga () + -+ Dp 10 () = 0

avee Ay # 0. En appliquant v & cette égalité, il vient Apu?{z)=0,
ce qui est impossible. Thypothése u™ # 0 cst donc absurde. <

Bien entendu, il est encore plus rapide de dire que si u™ # 0, le
pelyndme mintmael de uw est XP (p = n), ce qui est impossible puisque
i polynéme mingmal est de degré inférieur o n (il divise le polyndme
cnractéristique par le théoréme de Cayley-Hamilton). Enfin le résullal
diconle qussi duvctement du résultal de Uerercice 6.14,

Voici une petite application : st n = 2, ou n désigne toujours lg
dimnension de Uespace, un endomorphisme nilpotent u d'indice de nilpo-
lence . w'est pas un carré. B effet, siu = v?, alovs v est aussi nilpotent
ol done v = 0. Mois glors w1 = 0¥ 2
combredit le fait que i est d'indice n.

L énoncé suivant est une généralisotion du précédeant.

=0 cor2n—22n ceyu

6.9. Produit commutatif d’endomorphismes nilpotents

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et uy. ..., un
des endomorphismes nilpotents de E qui commuteut deux a deux.
(Jue vaut uy oug 0 - 0Uy T

(Ecole polytechnique)

|- Solution,

Si tous les uy sont égaux A ug, leur produit vaut «J qui est nul, comnie
nons venons de le démontrer dans 'exercice 6.8, 1 est donc raisonnable
e penser qu’on a tOWJOUrs %) 0 Uz © -+ O Uy = 0.

Nous savons que. lorsque deux endomorphismes commutent, le noyau
o I'image de I'un sont stables par lautre. Ainsi, pouwr 1 < &k < n, uy
faisse stable Fro; = Im(upyy 0+ © 2y). Or sl Fyy n'est pas réduit
2 {0}, la restriction de uy & Fiyy ne peut étre bijective : en effet, cette
restriction est aussi mlpotente. Par conséquent, wr{Fy 1) est confenn
strictement dans Fpyq et

dimFy = (1imuk(Fk+1) < dika+l.
51 T'un des F; est nul c’est terminé et sinon, on a par une récurrence

ilescendante finie que dimF; < i pour tout 1 £ ¢ < n. Ceci iniplique en
particulier dimFy = rg(ug ous o -0 wy,) < 1, est-d-dire

‘EIOILQO'“OM‘,L:U}Q
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Vouwed maintenant une série d’exercices assez faciles, centrés sur lv
theoréme du rang. Le premier présente quelques indgalités classiques
d’usage courant.

6.10. Inégalité de Sylvester

Soit E un cspace vectoriel de dimension finie n, 4 et b deux
endomorphismes de E.

1. Comparer rgle + b)Y a vgla) + rg(b) et rgia) — rglh).

2. Prouver I'équivalence ;

rglo+b) = rgla)+rg(h) <= (Imanlmb = {0} ct Kera+Kerb = E)

3. Montrer quo rgl{o) 4 rg(b) — n < rgleb) < winlrgle), re(d)).
Cest ['indgalité de Sylvester.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. De I'inclusion Im(o + b) C Ipie + Im b on tive les inégalités

re(e+b) < dimf{lma+Imb) < dim(Tove) Ldim{Imb) = rg(a)-+rg(®). (x)

Eun appliquant ce résultat & a + b el —b, on obtient, compte tenu ¢
I'égalite rg(h) = rg{—b).
re(a) < rgla +0) + rg(—h) < rgla + b) + rg(b)

r'est-a-dire

rgla) —rg(b) 7 rgla + B),
Par symétrie on a vg(b) — rg(a) < rgla + b). On conclut, que

[rgle) — rg(d)] < rgle + 8) < vgla) + rgb) [

2.« Supposons que 1g(a + B) = rg(a) + rg(h). Toutes les indgalités
de () sont alors des égalités, On a en particalicr

dim(lma + Imb) = dim Ima + dim Im b.

Sachant que dim(Inia NInd) = dimIma + dimTin b — dim(lm e 4+ Im b),
on en déduil gue Tmanlmb = {0},

Ceci étant réalisé, notons gqu’on a cusuite Ker(a + ) = Kera NKerh,
En cffet, oo a toujours Kero 1M Kerb < Ker(a + b) et 51 3 € Ker{e + b).
on peut écrire

alz) = =b{z) € Imanlnd = {0}
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ol & KeranKerb, On abtient alors

dim(Kera + Kerb) = ditn(Ker a) + dim(Kerb) — dim{Ker a n Ker b)
dim{Ker ¢} + dim{Ker b) — dim(Ker({e + b))
n—rgla) +n—rg(b) — n yregla +b) =n,

I

I

misque rgla + b) = rg{a) + rg(b).

On a donc Kera + Kerb = E.

¢ Supposons que ImanImb = {0} et Kera + Kerb = E. On a alors,
comme il a été démontré précédemment, Ker{a + ) = Kera i Kerb. On
cn déduit

i

n— dim(Ker{a + b)) = n — dim(Ker a N Ker b)
=p — (dimKera + dionKer b — dim(Kera + Ker b)

rgla + b)

=n — dim{Kera) + n — dim(Ker ), car Kero + Kerh = E
= rg{a) + 1g(b).
3. De linclusion Im(ab) € Ina résulte rglob) < rgo. Muis on a aussi
tm(ab) = a(lmbd), d'on 'en dédnit rgab) < rg(b}, car nue application

linéaire n’angmente pas la dimension des espaces vectoriels (cela résulte
du theéoréme du rang). Finalement, on obtient

rg(ah) < minfre(a), re(d)).

Pour obtenir I'autre inégalité, considérons la restriction ¢’ de a & I b,
Elle vérifie Im{a’) = Ini(ab) et Kera' = Kera N Imb. Le théordme n
rang donne

dim Im{ab) = dimn(Im b) — din{Ker a N Tin b)
2 dim(Imb) — dim(Ker a) 2 rg(b) — (n — rga)).

On obtient linégalité voulue :

| re(ab) > rgla) 4 r(b) — n |

On peut obtenir d'wne autre maniere cette mégalité en ntilisant un
espace vectoriel quotient {cf. page 260 pour des rappels sur la question).
Considérons la restriction « de b & Ker(ab). Son image est incluse dans
Kera, car on a, pour tout o € Ker(ab), ab(z) = 0 et donc b(x) & Kera.
On peut doue considérer 1 commie un élément de £(Ker(ab), Ker ). La
restriction de v a Kerd est évidemument nulle, donc v induit une appli-
cation linéaire T : Ker(eb)/ Kerb — Kera définie par @(T) = ulx).
L’application T est injective. En effet, pour tout = € Ker(ab), on a
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ul(@) = uwlr} = b(z) et w(T) = 0 si et seulement si x € Kerh, ¢'est-n-
dire 51 7 = 1), On cn déduit gue

dim Kera 2 dim Im % = dim (Ker(ab)/ Ker b) = dim Ker{ab) — dim Ker b,

c'est-a-dire
dim Kera + dim Ker b 2 dim Ker{ab}.

En utilisant le théoréme du rang, on retrouve l'indgalité précedente. <1

6.11. Pseudo-inverse

Soit E un espace vectoriel de dinlension finie,
1. Soit f et g deux endomorphismes de E. On considére les trois
conditions :

(iYfogof=1[f: ti)gofog=yg: (i) rg(f) = rglg).

Montrer que s deux de ¢es conditions sont réalisées, la troisienie
Pest anss.

2. Soit f un endmnorphizime de E. Montrer 1'existence d'un en-
domorphisnie g tel que (i), (i) et (i) soient vérifiées.

3. Soit f, g, h, f. § des endomaorphismes de E tels que

fofof=Ff et gojog=g.

Montrer quil existe un endomorphisine u de E tel que fouog=~h
si. et seulenent si, fo fehogog=h.

(Ecole palytechnique)

> Sohition.
1. e Supposons (i) et (i7) vérifiGes et montrons (#ii). On a grace a (4)

rg(f) =re(fogof) <rglfog) <rgy

et de e, rglg) = rglgo fog) <rglgo f) <5 rg f. Par conséquent, on
arte f =10

» Supposons (£) et (/i1) vérifiées et montrons (#t). En composant la
relation {/} a droite par g, on obtient fog = fo(ge fog). Pour pouvoir
simplifier par f & gauche, il sutfit que la restriction de f & Pinage de g
soit injective. D'aprés (i), on atg(f) « rg(fog). Comme rg{fog) < 18 f,
il v a égalité. Mais le rang de fog est exactement le rang de la restriction
de falmg. Dol le résultat.

o La symétrie des roles de f et g permet dCaflirmer que (i) et (iif)
entrainent (4).
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2. D’aprés la question 1, il suflit de constriire g vérifiant (i) et (iig).
Ou remarque que si g convient, on a, pour y € Img, go fly) = 4. En
particulier Fimage de g doit étre en somme directe avec le noyau de [ et
pour avoir (444} il doit méme s’agir d'un supplémentaire de Ker f.

Soit F un supplémentaire de Ker f, Alors ff iz € Fr— flr) € lm f
est i somorphisme. Soit G un supplémentaire de T f. Il existe un
eadomorphisme g de B tel que gig,y = _fﬁl et gic = 0. Oun a alors
I'czalité Img = T fV = F, qui entraine gy = dimF =vg f : ainsi g
vérifie {id).

Drautre part, si z € B, g(x) appartient 4 F. Il en résulte que

go fog(x) =g{flulr)) = g(f (g{x))) = (go [ g(x)) = g(x).

On a done go fog =g g vivifie aussi (&),

3. Supposons que fofohogoeg="h.5 on poge u = fo hog, on
obtient fouwog=A.

Réciproguement, s'il existe w € L{E) tel que foucog=17.ona

(fofoflouo(gogug)="h
ctdonc h=fofo(foucg)logog=fofohojog. <

6.12. Endomorphismes u tels que Keru = Im

Soit E un espace vectoriel (de dimension queleongue).
1. Soit « un endomorplisme de E tel que Keru = lmo et S un
supplémentaire de Tmwu : E =8 @ Imw.
a. Montrer que, poir tout @ € E. il existe un unigue couple
(y.z) € S* tel que .+ = y + u(z). On pose z = v{x) et y = w(w).
b. Montrer que » est lindaire et calculer wo v + v 0w,
¢. Montrer que w cst linéaire ct calculer v e w + wo u.
2. Soit u € £(E) tel que u? = 0. On suppose qu'il existe v dans
L{E) tel que wov+naie = Idg. A-t-on nécessairement Ker v = Imw ?
3. Soit u € L(E) tel que u? = 0 ot & # 0. On suppose qu'il
oxtste w € L(E) tel que vow + w o w = u. A-t-on nécessairement
Kervu=Tmwu?

(Ecole polytechnique)

> Solution.

La. e Soit ¢ € E. Comme E = 8@ Imu, il existe (1,1) € S x Imwu
tel qne @ = g +£. Commnie S cst un supplémentaire de Ker w, v induit un
isomorphisme de S sur Imw. 11 existe done = € 8 tel que ¢ = u{z). On
obtient done 2 = u 4 uiz). nvec (y. 2} € 82,

e Cette deriture est nnique. En effet, si e = ' tufz’) avee (¢, 2') € 5%,
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onay—y = u('—2) € ImuNS. D'ol résultent y—y" = Oet 2’ —z € Kerw,
Il s"ensuit que 2 —z €ImunS = {0}. On a bien y =y’ ot = = 2"
b. et c. ® Montrons la linéarité de v et w. Soit 1 et &’ deux vectenury
de ¥, Ecrivons » = y+u(z) et 2/ =y +ul2’) avec y = w{a). y' = w(r'),
z=r{r), 2 = vlz") $1 A€ K on obtient
PO o ! /! — ! o F
s+ A =y pu(z) + My +ul)) =y + Ay’ Fulz + )

. e . €s as
puis, par nnicité de 'écriture,

w(z+ A =y Ay =wz) 2 wl(e’), vz d) =z A = v(e)+ A,
Les applications v ¢t w sont douc linéalres.
e On Ceril & = y+u(2) avec (y. 2) € 5% et on calcule (wov 4+ vou)(x).
On obtient
(wew+vou)(r) = u(z) + o)) = ulz) + v(u(y)). car u(z) € Keru,
= w{z) +y =« , par définition de v (y € 8).

Ontconclt aue 155 4 75w < T
o O calcule de méme (wow + w o u){x) et on obtient

(vow + weu)(r) = uly) + wlu(z)) = uwly) + wiu(y))
= u{y) + 0, par définition de w,

I

w(r — w(z)) = uir). ear u{z) € Kero,

On conclut que | worw4 wowu =ul

2. La réponse est affiomative. De u® = 0, on diduit liny C Keru.
Hiz € [Keru. on peut écrire @ = u(v(x)) + v{ulx)) = v(v(x)) € Imu. On
a donc Kery = Imu.

3. Par contre ici, la réponse est négative. Considérons v ¢ L(R?)
défini par u(er) = 0, wu(ez) = 0 et u(es) = eq. o1 (ey,e2.€3) désigne la
base canonique de B3, Alors Tmnu est strictement incluse daus Kerw et

. 1 K
pourtant si w = 5 Idgs, onna bien neow +wou =u. <

6.13. Endomorphisines u tels que Keruw @ Imwu = E

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L{E}.
Trouver une condition nécessaire ot suffisante suwr u pour il existe
ve L(E) tel que uowv = 0 et o + v inversible.

{Ecole polytechnigue)

> Solution.
¢ Analyse. Supposons gque v € £(E) réponde an probleme posé. On
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ablient Im v € Kerw ct donergo € n—rguct n =rg(u+v) < rgutrge.
On adone n =rgu +rge ot par suite Imv = Kerw, et fma + Ine = E
(car E = Im{n + v) C [mau + Imv) . Cette somme st directe et on

vonglut que
Kerv e hnu—E

e Réciproquement, supposons Kerw 2 Imu = E. Soit ¢ le projecteur
sur Ker u parallelement a Imwu. On a évidemment o o ¢ = 0. Montrons
que de plus. v 4+ v € GL(E), Soit « € E tel que (v + ¢){z) = 0. On a
alors w(z) = —w(2) € Keru NImu = {0}, Donc u(z) = v{w) = 0 et
o ¢ Kere M lm = {0} On a done Ker(u + ¢} = {0} et u 4+ v € GL(E).

Conclusion. Une condition nécessaire et suffisanle d’existence de v
est Imu © Keru = E . <

Lexercice 6.15 donnera d’autres conditions équivalentes d celle-ci.

Lénoncé suivunt établet des résultats importants qui sout ¢ la base
de lo réduclion de Jordan des endomorphismes wilpotents,

6.14. Décomposition de Fitting

Soit E un K-espace vecloriel de dimension finie 2 et v un cndo-
morphisme de E.

1. Montrer que les suites (T u"“)ng et (Ier u*)ycn vont d’abord
strictennent monotones pour inclusion puis constantes a partir d’un
meéme raug p < .

2. Montrer gque la suite (Ker u®) «s'essoufflen, cest-a-dire gque
la suite (dim Ker u**' — dim Ker ¥ )p5q est décroissante.

3. Démontrer que E = Keruw? & Iinw?,

4. En déduire que tonte matrice de A, (K) est semblable & une

. 0oy . . -
matrice de la forme oft N est une matrice carrée nil-
0 ’
potente et C une matrice carrée inversible.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. On a évidemnient Keru® © Kerwb*1 et Tmwot! & Im o pour
tont entier naturel k. La suite {Ker o Jren est done croissaute pour in-
vlusion ot la suite (hn 1) Lery décroissante.

La suite d'entiers naturels (dim Keru’“)km est crossante et ma-
jorée par n. donc est constante A partir d'un certain rang. La suite
(Keru"');,.;,n cst. done stationmaire. Soit p le plus petit entier tel que
Kerw? = Ker uP*!. On wontre que Ker w1 = Keru*, pour tont & 2 p.
Soit k = p et + dans Ker u* ™' Alors «* ~#(&) est dans le noyan de o
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et done dans celui de wP. Ainsi «P (1 7P (2)) = uF(x) = 0 et 2 € Keruf,
On a done Keru®t! < Keru® et donc Keru®t! = Keru®. La suite
(Keru*jisa est d’abord strictement croissante, puis constante A partir
du rang p. En particulier, on & nécessairement p < n.

D’aprés le théoreme du rang dim E = dim Ker «* 4 dim Im «* pour
tout k. Il en résulte que rg «* —rgwu"! = dim Ker »*+1! — (im Ker u* of.
done que la suite des images est d’abord strictement décroissante, puis
constante a partir di rang p.

2. La preuve la plus courte consiste & utiliser les espaces quotienty
(cf. p. 260 et 267 pour des rappels sur la question). On a, pour tont en-
ticr naturel k, u(Ker "2} ¢ Kernf' ct u(Keru*+t1) C Keru®. On en
déduit que « induit une application linéaire @ de Ker w2/ Ker u* dany
Ker u* / Ker v*. Ces deux espaces vectoriels étant de dimensions respec-
tives dim Keru®? — dim Ker o7 et dim Ker v — dim Ker u*. i suftit
pour conclure de montrer que 7 est injective. Soit 7 € Ker u*+%/Ker u*+!
tel que T(T) = 0. Cela signifie que u(x) € Ker u*, done que z € Ker yb+!
et T=10.

Le lecteur qui vent éviter I'utilisation des quotients pourra rédiger la
solution en introduisant un supplémentaire H de Ker u**t! dans Ker p12
et monirer que la restriction de & H est une injection de H sur un sous-
espace de Ker u*t! qui est en somme dircete avec Ker u.

3. Daprés le théoreme dn rang, il suffit de montrer la somme est
directe. Soit y € Keru? nlmu? et 2 € E tel que y = wP(x). On a
alors u”(y) = w*P(z) = 0 done = € Keru®® = KeruP. Par couséquent,
y = u?(x} = 0. La somumne est bien directe et

E = Keru” & Imu” l

4. Soit A € M, (K). On applique le résultat précédent & Vendo-
marphisme de K7 canoniguement associé & A L'entier p étant défini 4
partir de cet endomorphisme comme dang la question 1, on a 'égalitd
K" = ImA? ¢ Ker A?. Les sous-espaces F' = Ker A? et G = ImAP
sont stables par A car on a A(Ker A¥) C KerAP™' C KerAP et
A(lm AP) = Im AP*' = Im A”. La matrice de A dans une base de K"
obtenue par juxtaposition d'une basc de Ker AP et d’une base de Im AP

C
restriction de A & Ker A? est nilpotente d’indice p et 1a restriction de A
a [ A? est surjective (car A(Tm A?) = Im AP), donc bijective. Ainsi, N
est nilpotente et C inversible, <

N| 0 . .
est. de la forme ), oft N et C sont des inatrices carrées. La

Llepercice qui suit fournit diverses caractérisations des endomor-
phismes pour lesquels p = 2.
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6.15. Endomorphismes tels que E = Keru & Imu

Soit F de dimension finie sur K et u ¢ L(E).
1. Montrer qu’il y a équivalence cntre :

() Keru = Keru?;

(1) Imu = Im w:

{#771) E = Kerv & Im .
2. Donner des exemples d'endomorphismes vérifiant ces condi-

tions.
3. Le résultat subsiste-il en dimension infinie 7
(Ecole polytechnigue)

= Solution.

1. Notons que I'on a Imu? C Imu et Kerv C Keru?, pour tout
w € L£{E). En dimension finie, les propositions (¢} et {7} sont donc éguiva-
lentes puisque d'aprés le théoréine du rang

2

dim(Ker ) + dim(Im ©) = dim({Ker#®) + dim(Im v*) = dim{E).

¢ Snpposons (i) et montrons (éit). Soit y € ImunKer w. Il existe r € B
tel que y = u(z). Comme u(y) = 0, on a u?(z) = etz € Keru® = Keru.
Ainsi y = ul2) = 0. Donc Im u et Ker u sont en somme directe. Comme
le théoréme du rang assure que dim Im % +dim Ker ¢ = dim E, on conclut
que E = Keru & Imw.

e Supposons (i27) et mountrons (). Soit ¥y € Imuy et & € E tel
que u{x) = y. Par hypothése, @ wécrit @ = &' + 2" avec 2’ € Imu
o " € Keru. 1l existe donc 2 € E tel que &' = ufz) et & = u(z) +z".
Dol y = u{u(z)) +u(z") = v?(z) € Imu?. On a donc Imu < Imu? et
finalement (i}, puisque l'autre inclusion est toujours vérifiée.

Cela montre donc I’éqnivalence entre les trois propositions.

2. Tout projecteur, tout isomorpliisme de E, tout endomorphisme
diagonalisahle vérifie ces conditions.

3. En dimension infinie, les trois propriétés ne sont pas équivalentes.

¢ Considérons E = R[X] et prenons comme endomorphisme « de T 1a
dérivation. Comme u est surjective, Imu = Imz® = E : (i) est virifié.
En revanche, Ker u = Ro[X] et Kerw? = R [X] ¢ (i) n'cst pas vérifié. La
propriété (iii) ne 'est pas uon plus car Keru C hnu et Keru # {0}.

# Soit v I'endomorphisme P — XP de E. On a Kerv = Ker v* = {0},
Imv? = X?R[X] # Imv = XR[X]: cette fois la condition (i) est remplie
mais ni (i7), ni (i) ne sont vérifies.

e Par contre on peut remarquer qu'en dimension quelconque, (i)
est. équivalent & (7) et (44),

* Suppoesons (7} et (4}, Comme précédemment, on monfre gue
la somme Ker u + lm 1 est directe. Montrons avee (1) qu'elle fait E tout
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entier. 8i z € B alors u(z) € Imu = Iinu? et il existe y € E tel que
u(x) = uw?(y). On en déduit que u(z —uly)) = 0 ct = —uly) € Kern. Ou
obtient finalemont r € Iinuw+ Keru ot B = Kerw @ T w.

* 5i (493) est vérifié, on a déja montré que Im v = Tmwu?. Soi
dans Keru?. On a w(u(z)) = 0, cest-a-dire u(z) € I u N Keru = {0}.
On en déduit que » € Keruw. On a montré que Keru® C Keru et Joue
Keru? = Kerwu,

Dans Uénoned suivant on détermine de maniére trés dlémentain
les puissances dwn endomorplisme diggonalisable ayant deur valenrs
propres.

6.16. Endomorphisme annulé par un polynéme de degré 2 A racines
sitoples

Soit B nn K-espace vectoriel de diwension finie et f ¢ L(E)
vérifiant (f —ald)(f—b1d) = 0 ot a et b sont deux élémenis distinets
de K.

1. Etablir Pexistence de ) et i non nuls tels que A f — ald)
et p(f —bld) solent des projecteurs.

2. Montrer que Im(f — b1d) = Ker(f — « 1d).

3. Calculer f™ pour tout n € N.

4. Siab # 0, montrer que f € GL(E), et calculer /™ pour n € Z.

(Eco[e polytechuique)

> Solution.

1. On a par hypothése f* — (0 +8)f + ebId = 0. 8i A € I¥*, il suffit,
pour que A(f — ald) soit un projecteur, que [A(f —ald)]* = A(f —ald).
Cest le cas dos que A(f? — 2uf + a?1d) = f - ald. En remplacant f*
par (e +b)f — abld, on obtient

Mb—ayf—ale—bld)=f—ald.

. e 1
Comine o # b, cette Wentité est vérifiée pour et dans ve cas,
—

A(f ~ ald) est un projectenr. Par syinétrie du probleme, p(f —b1d) est
1
o- b
2. Comme (f—ald)(f-b1d) = 0, onaIm{f —s1d} © Ker( f —ald).
Réciproquemont, si @ € Ker(f —e1d), on a f(z) = az, d’on Ton déduit
que f(z) —be = (a — bz et donc x = b)ig (flz) — bz} = Lin(f —b1d).
On conclut que Tm(f — bld} = Ker(f —a Id).

un projecteur pour ! ¢ =
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3. Ecrivons le reste de In division euclidienne de X" par (X —a)(X—h)
ons la forme (X = a) +3(X — b) avec (o, ) € K2 {¢/est possible car
v # b). On note () le gquotient. En substituant a. puis b a X, 1] vient
a" = fAla — b) et b7 = o(b —a).

lin substituant £ a X, on obtient

1= QUES — ald){Ff — bld) + o(f —ald) + 5(f — bid)
=l f ~ald)+ 8(f — bId)

fr= rig (b"(] ~ ald) - a"(f - “@'

4, o Siab# 0, Végalité f2 — (o + ) + abld =0 devient

o dJone

f {—L— ((a+ 010 —f‘)} = 1d
al

ol f est done un isomorphisine de E.
o On pose g = ' A partir de Pégalité (f — o Ld)(f — b1d) = 13, on
T N 1 1 s
obtient Pégalité (g —a' I}y —b'Id) = 0. ot e’ = = et b = e Clest une
, , p ;
coudition analogue a celle vérifiée par f. De la question précédente, on
dAcdnit que, pour » = 1.

™o 1 Al ! I !
b =y s (_b (g—a'ld)—a (g—0b !d))

= f! Lb (b"”“l_ulfl —f) = a "N hId gf)) .
@ —

puis, en multipliant par f

1
h—a

fl—n _ (f,l)n—l - (blfn(f —ald) — al = ()Id)) k

1 trouve la nrerne forunile ponr les exposants négatits que pour » 2 0.
Finalement, on obtient, pour n € Z,

= ﬁ (B(f —ald)—a™(f —bld)) | <
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6.17. Equation linéaire dans £(E)

Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soit (f,g) € L(E)? tel que fog—go f = Id. Vérifier que,
pour tout P & K{X], ona foP(g) — P(g)o f = P'(g). 51 K est un
sous-corps de C, wontrer que (¢") =0 est une famille libre.

2. Donner, lorsque I« = B et E = R[X]. un exemple d’endomor-
phistmes f ct g de E vérifiant feg—go f=1d.

3. Omn suppose que K = Z/pZ, ol p est un nombre premier,
et que E est de dimension p. Soit (e1,e2,....6;) une bage de F
et g€ L(E) tel que gle;) = e sit <ip—1etgle,) =0.

Déterminer les endomorphismes f de E tels que fog—go f = Id.

t (Ecole polytechnique)

= Solution.

1. Par linéarité, il suflit de prouver le résultat pour P = X"
Procédons par récurrence sur nt € N

e Clest trivial si n = (, ¢’est hypothese pour n =1,

s Supposons 1 > 2. D’aprés Phypothése de récurrence, on a

fognfl )_ yn—) Of _ (H _ ])gn—‘{
Composant a droite par g. on obtient

(??—1)9,’7I:fogn_gni}Ofog:fogn—gn_lo(gof‘i‘ld)
n—1

=fog"—g"of—g" ",

cest-a-direc fog® —gto f=ng"" L

Montrons en raisonnant par I'absurde que la famille (g™}, >0 cst libre.
Supposons qu'est lide. I existe done P & I{[X], non nul, tel que P(g) = 0.
Choisissons P de degré minimal ; on a nécessairement deg? > 1, car g
'est pas nul. Alors, il résulte de la formule que nous venons d’établir
que

P'lg) = foPlg)—Plg)o f =0

Or P’ # [ (ou est sur un sous-corps de C) et degP’ < degP, ce qui
contredit la minimalité de deg P. Donc (" ),.»n st libre.

Eu particulier, si K est un sous-corps de C (ou plus généralement un
corps de caractéristique nulle), Uégquation fog —go f =1d n'a pas de
solution si B est de dimension finie. On peut aussi voir cele ¢ Unide de
la trace : si dimE = n, Tr(1d} = n mais Tr{fog—go f} =0.

2. U s'agit de trouver f et g vérifiant

fog=gof+Id,
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Orsi P e B[X], ona (XP) = XP’' + P. 1l suffit donc de prendre
f:Pr—P et g:X+— XP.

3. Léquation d’inconnue f € £(E) est en fait une équation linéaire.
Si fp est une solution particuliére, ou obtient les autres en additionnant
A fp une solution de I’équation homogéne fog—gof = ). Or le sous-espace
clos solutions de I'équation homogene est C(g), le commutant de g. On va
done chercher une solution particuliere, puis déterminer le commutant
de g.

¢ Si f est solution, on obtient g(f{e,)) = fglep)) —ep = —e,. Clest

I cas par exemple s1 f(ep) — —ep 1. On obtient ensuite
g{flep_1)) = flolep 1)) —ep_1 = flep) —€p1 = —2ep_1.
On peut choigir fle, 1) = —2ep-2. En continuant, on constate que

fley=—-p—i+ ey =(—De,_1pour2<i<p et fleg) =0

est un bon choix.

Procédons 4 la synthése. Soit done fi € £{E) défini, pour 1 €7 < p,
par fole:) = (¢ — Dye;_q. Vérifions que fy conviemt. On obticut, pour
out 1 <i<p—1,

{focg—go fole) = foleir) —gl(i —Les 1) =de; — (2 —1)es = ¢
of
(foog—go fO)(ep} = *g(f(’l(ﬂp)) = —yl(p— 1)6.},_]) =—(p— l)ep = ep.

car dans Z/pZ, —{p — 1) = 1. On a done foog —go fp = Id

o Déterminons le commutant C(g) de g. Les lnitiés auront reconnu en
¢ un endonorphisme cyclique. En effet, la famille (e1, g{es), ..., 477 (e1)).
c'est-d-dire (e1, €, ..., ¢p) est une base de E. Le commutant de g est alors
confondu avec Klg] = {P(g), P € K[X]}. Redémontrons ce résultat. On
n déja clairement Klg) © C{g}). Inversement, montrons que si f € Clg), il
cxiste un unique {Ag, ..., Ap~1) € K¥ tel que

f=)\UI(1+,\19-+---+)\p,1g’°_1. (1)
En appliquant a e, on obtient
fled) =Aoer + A6 4 -+ Ap_18p. (2

Cette derniere égalité définit {Ag, ..., Ap) de maniére unique. Il s"agit de
démontrer que I'égalité (1) est réalisée pour cette valeur de (Ag, ..., AL}
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Il suffit de le vérifier pour les vecteurs de ey, gler), ..., gp-1(e1)) de E,
c’est-a-dire de montrer que, pour 0 < i <p — 1.

Flg'len)) = dog'(er) + Aag T Hen) + - 4 A g™ ey
= )\ggi(el) + -+ )\;,,lgi(ep}.
Nons savons que c'est vrai pour i = 0; c’est ['égalité (2). En calculant

l'image par ¢’ des deux membres de 1'égalité (2) et en tenant compte du
fait que f commute avec g done avec g*, on obtient

Flg'(en)) = g (Flen)) = g* (haer + Aea - + Ap_iey)
= dogiler) +---+ Mi-19'(e)-

On obtient donc que f est dans Vect(Id.g,....¢"71).
Nous avons démontré les inclusions

Clg) < Vect(d, g,....¢" ") € K[g] < C(9),

qui sont donc des égalités. L'unicité de (Ag,..., Ap) powr tout f € C(g)
montre que (Id, g, ..., 4" 1) est une base de C(g) qui est done de dimen-
sion p.

Conclusion. L’enseruble des f qui convienneni est

fo+ Vect(ld, g,...,¢" 1). <

Voici quelques exercices consacrés qur projecteurs. On rappelle que
les projecteurs sont les idempotents de Uslgébre L(E). c¢'est-a-dire les
endomorphismes p vérifiant p® = p. Leur importance provient des rap-
ports étroits gu’ils entretiennent avec les décompositions de £ en somme
directe de sous-espaces.

6.18. Projecteurs

Soit p et ¢ deux projecteurs d’'un espace vectoriel B tels
que Iinp C Kerg et » = p+ g — pg. Montrer que r est un projecteur
et frouver son image ct son noyau.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
e Conmine I p C Kerg. on a gp = 0. On en déduit que

r? = (p+q-pa)(p+q- pg)
=p*+pg—piy+qp+q” —apy —pup — pa” + papg
=p+pg—pgtq-pg=r.
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el o est bien un projecteur de E.

e Onapr=p® = pdesorte que Kerr C Kerp. Deméme gr = ¢° = ¢
ot Kerr C Korg., Ainsl. Kerr € Kerp M Kerg. Lautre inclusion étant
¢vidente, on en déduit que

ﬁer r=Kerpn Keil.

* [’image de 7 est clairement incluse dans Im p + lm g. Réciprogne-
ment, soit « € p + hug que U'on éerit 2 = o1 + 22 avec 1 € Imp et
ay & Img. On a g(x) = q(z1) + qloe) = qlan) = 20 car hup < Kerg.
Alpsi, on obtient

r(z) = plx) +¢(&) —pglr) = 21 +plra) + 1y —p(X2) = 2y + 59 = 7.

[l en résulte que x € Imr, et on a finalement, la sormme étant directe car

tmp C Kerg,
Imr=Imp@hng| <

Soit p un projecteur d’un K-espace vectoriel de dimension finie. Si K
st de caractéristique nulle lo trace de p est égale’ an rang de p. En fail,
on o de menidre géndrale, Trp = (rgp)lk ot g est Uéleément wnité de
K. Pour s’en convainere, # suffit d'écrive la mairice de p dons une base
obfenue par réunion d'une base de lmyp et une base de Kerp.

6.19. Une somme de projecteurs

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, K sous-corps
de €. On se donne i endomorphismes non nuls de E, py, po,. .., py
tels que, pour 1 £ 4,7 €1, P 9p; = 94,505,

I. Montrer que pour 1 €7 < n, rgp; = 1.

2. Montrer gque les sous espaces Imp;, pour 1 < ¢ < n, sont en
sowme directe.

{Ecole polytechnique)

> Solution.
. ; 2 _ A . . . . I
1. Pour tout i, on a p; = p,, donc p; est un projectenr. Considérons
la somme p = p1 + -+ - + pr. D’aprés 'hivpothese, on a

1t T
= D popm=) p =Y pi=p
I\

T€e gmn 1= i=1

1. La trace de p est un élément de K et le rang de p cst dans N, Mais si K est de ca-
ractéristigue nulle, on pent identifier § & un sous-corps de K, ee qui ost implicitement
[ail ici.
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ol p st aussi un projecteur. Comme le rang d'un projecteur n'est autre
T

Tt
que sa trace, on argp = Trp = > Trp; = 3 rgp; 2 n, puisque les py

i=1 i=1
k(3

sont non nuls. Donc nécessairement, rgp = Y _rgp; = n, ce qui signifie
i=1

que p = Idg et pour chaque 2, rgp; = 1.
2. Montrons gue les spus-espaces Imp; sont en somme directe. On a

E=1(E)=(p1+ - +p:)(E) Cpi(E) + - + pa(E)

T

et donc E = Y Imp;. Chaque Imp; est une droite et comme on a de

=1
n

plus dimE = Z dim I p;, les images sont bien en somme directe; cest
i=1

une conséquence du lemme suivant,

Lemme, Soit E un sous-espace de dimension finie, (F1,...,¥,) une fa-

mille de sous-espaces de E. Alors on a 'équivalence

»
Fi+ -+ F, est directe = dim(F; + .- -+ F,) = Z dimFy, .
k:l
Démonstration. On introduit Uapplication linéajre

FixFyx-- xFy, — Fi+F+ --+F,
fe (Z1.%2. ..., Tp) — T3 4224+ T

Elle est surjective. Dire que la somme Fy 4 -- + F, est directe, cest dire
que f est injective ou encore que dim Ker f = 0, ou encore, d’aprés le
théoréme du rang que

dim(Fy + - +Fp) = dim(Fy x --- x F,) = dimFy + -+ + dimF,. ¢

5t dans {’exercice suivant, il est question de projecteurs de C[X], on
s'intéresse surtout a la recherche de sous-espaces stables par certains
endomorphismes.

6.20. Endomorphismes de C{X]

Pour @ € C|X], non nul, soit ng : C[X] — C[X] 'application '
qui A P fait correspondre le reste de la division euclidienne de P |
par Q.

1. Montrer que, pour tout polynéme Q non nul, 7g est un pro-
jecteur. Déterminer son image et son noyau.
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2. Montrer que si (J; et (2 sont deux polyndmes non nuls, on
a, pour tout P € C[X], 7q,q.(QuP) = Qurg, (P).

On fixe Q € C{X], non nul, et on considere Sg @ C[X] — C[X]
application définie par Sq(P) = mg(XP).

On dit gqu'un sous-espace M de C[X] est stable si Sg(M) C M,
qu'il est invariant si Sq(M) = M.,

3. Montrer que si = Qs alors Q1 Im 7y, est stable. A quelle
condition est-1] invariant ?

4. Soit N un sous-espace stable et M = N + QC{X]. Mountrer
que M est de la forme ), C[{X].

5. Soit N un sous-espace invariant. Montrer qu’il existe Q1 et Qg
tels que Q = Q1 Q2 et N = Q Imng,.

(Ecole polytechnique)

t> Solution.
1. Montrons que g est linéaire. Notons n le degré de Q. Considérons
P et P’ dans C{X], A et X dans C. Par définition, il existe Py et P}
dans C[X] tels que
P= Qpl + mQ (P)
P = QP'; + WQ(PI).

On en déduit que AP+ NP’ = Q(AP1+ X'P}}+ (Anq(P) + M 7mg(P)). Les
polynéimes mq (P) et wg(P’) appartiennent & C,,_4!X]. Il en est de méme
de )\ﬂ'Q (PY+X7g(P'). De l'unicité de la division euclidienne de AP+ NP/
par Q. il résulte que

7q(AP + N'P') = A (P) + Nrg(P),

ce qui montre la lindarité de 7q.

Pour tout P € C[X], on a 7g(P) € C,,—1[X]. La division euclidienne
de 7q(P) par Q s'écrit done wg(P) = Q x 0+ ng(P). On en déduit
yue 7q(rq(P)} = mo(P). On conclut que 7 o 7g = mg : wg est un
projecteur.

On a clairement 7q(P) = 0 si et seulement si Q divise P. Autrement
dit, on a Kermg = QC[XI. Il est évident que Im7g = C,,—4[X].

2. Oun effectue la division euclidienne de P par Q. Il existe P, € C[X]
tel que P = QaP1 + 7, (P). On en déduit QP = Q1Qa2P1 + Qi7q,(P).
Le polyndme 7w, (P} est de degré strictement inférieur & celui de Q.
On en déduit que le degré de Qmq,(P) est degré strictement inférieur
an degré de (31Q2. On a donc affaire 4 la division euclidienne de QP
par Q;Qz. On en déduit I'égalité mg, q,(Q1P) = Q17q. (P).
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3 Seit Q. (P) un diément queleongue de () Im g, . On a, d'apres
la. guestion 2,

80{Qimq, (P)) = mq(XQimq, (P)) = Qumag, (Xmqu(P)).

On chtient 5o{Q, nmg,) = Qymq, (XImmg,) C Q) lnmg, : Q Im g,
est stable. De plus, il est invariant sl rq, (XImrg,) = Inag,.
81 le polynime Qo est premier avee X, or obtient, pour tout ¥ & C[X],

7o (X2 (P)) = 0 == Qg divise Xigz(P) = Qa2 divise mq(P)
— TFQQ{P) =10

La restriction de ng, & X1m mq, cst injective. On a done
dim 7o, (XN Immg, ) = dim{X hnmg,) = dim(Im ng,),
ce qmi avee Uinclusion déja démontrée. permet de conchire que
g, (X Im7g,) = Iinmg, : Qi Immg, est invariant.

Par contre si X divise Q. on éderit Qo = X et on obtient, d'aprox
la question 2.

o, (X, (PY) = mxan (X, (D)) = Xag, (g, (P)).

Ce polynonmie cst toujours divisible par X. On u'obtient pas ainst lin mg,
en entier. Lo sous-espace vectoriel Q Itn mgy, n’est pas invariant.

4. Launean C[X] étant priucipal, pour démontrer que M s'écril.
Q) C[X]. 1l snffit de démontrer gue c'est un kical de C[X]. Clest déji
clairerment wn sons-groupe additif, puisquun sous-espace vectoriel. Ey
effet. c'est la somme de denx sous-espaces vectoriels de C[X],

1 reste a montrer que st P £ M et R £ C[X], alors PR € M. Lo
song-espace M étant somme de N et de QC[X], il suffit de le démonfrer
pour P € N ¢t pour P € QC[X]. Or, il est clair qne si P € QC[X], alors
PR £ QC[X]. Ou prend done P € N et on démontre que PR € M, Par
linéarité, on peut se limiter & R = X*, pour & = 1, et méme 4 R = X,

Supposans en cffet démontré que, pour tout P € N, an a XP & M.
Un yéeurrence simple sur £ conduit b X5P € M powr fout P e N. Crest
démuoniré pour k = 1, et si on suppose que c'est vrai pour & = 1. alors,
pour P € N, il existe P, € N et Py € C[X] tels que X*P = P| + QPo.
On en dédnit que XApP - XP, + QXTPy. Lecas k =1 donne XP, e M
et d'autre parl, on a QXP; € QC[X] € M. On conclut que X¥*+'P est
dans M.

Sait done P e N existe P = CIX] tel que

PX =QPF + T (PX) = Qr' + SQ(P).
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Le polynonie QP est dans Q C[X] done dans M et par hypothése, N est
stable, donc Sq(P) est dans N. On en déduit gue XP appartient & M.

5. Le sous-cspace N est invariant, donc stable. On définit M ot
comnie dans la question 4. On remarque que Q est dans M. On en dédnit
que ) divise Q : il existe Qu € C[X] tel que Q = Q1.

Soit P € N. Puisque N est invariant par Sq, il existc P/ € N te]
yue P = Sgp(I}. Le polyndme P appartient & N dowe & Q; C{X]. 1l
s'éerit done PP = (3P, On a douc

P = SQ(leu) = TTQ((.,LXP”) = ‘ITQIQ.J(QIXPH) = QlTrQQ(XP”),

d’aprés la question 2. Ceci démontre que N C (Qq Imng,. Soit N’ le
sous-espace vectoriel de Immg, tel que N = Q; N’

De I'épalit¢ Q) C{X] = N+QC[X], on dédnit que CIX] = N'+Qz C[X].
L.¢ sous-espace N’ étant inclus dans Im ng, = Cg4..[X], o1 d est le degré
de Qp, on a N' N QaC[X] = {0}. On a donc C[X] = N' © Q, C[X].
Mais on a aussi C{X] = ImQ; & QuCX] (7q, est Ja projection sur
I Qq, parallolement a Qo C[X]), et pnisque N' C Imgy,. on conclut
gque N = Im g, cest-d-dire que N = Qq Im mqy,,.

On a démontré gne tout sons-espace N variant s'éerit €y Iy,
avec Q2 = Q. La question 3 permet de préciscr que @z cst prewier
avee X. <

L éqalité entre le rang et la trave d'un projectevr ruppelée plus haut cst
utilisde dans Dexercice suwvant, pour déterminer la dimension de l'espuce
des points invaricuts sous Uaction d’un sous-groupe fini de GL(E).

6.21. Formule de Burnside

1. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n = 1, G un
sous-groupe fini de GL{E). On pose

EY = {+€E, VYgeC, g{x)=x}.
Montrer gue 1
dimE® = @ > Tr(g).
‘ geC
2. Soit G un sous-groupe de §,. Pour ¢ € G, on note F(g)
lec nombre de points fixes de ¢. Soit » le nombre d'orbites pour
lopération de G sur [1, n]. Déduire de ce qui précéde que

= \%?:J Z F(g).

qcG

7

3. Donner une prenve directe de la formule de la question 2.
(Ecole normale supérieurc)
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> Solntion.

1. Posons v = — ¥ g. On voit que, sig € G, on & gu = ug = u.
|Gl geG
En effet, on peut écrire par exemple,

m=oig T 0= L o9 =

g'cG §'eG

car, g étant fixé, 'application ¢ — gg¢’ est une bijection de G sur G.
Om en déduit que

u? |G\ Zg rGl Zu:u,
geG g€G
c’est-a-dire que w est un projecteur.
Siz € BEY il est clair que u(z) = 2. Mais inversement, si z € Imu,
on a u(z) = z et la relation gn = u implique que pour tout g € G,

glz) = g(u(z)) = uw(z) ==,

ce qui montre que r € E. Finalement E€ est l'image du projecteur u.
Eu caractéristique nulle, ce qui est le cas ici, la trace d'un projecteur est
égale A son rang. Dol le résultat.,

2. On réalise G comme sous-groupe de GL,(C) & l'aide des ma-
trices de permutation : & tout g € G, on associe la matrice P, de terma
général §; o5y, oll § désigne le symbole de Kronecker, On vérifie que,
pour (g,9") € G*, on a Py o Py = Pyyr. L’application g — Py est donc
un morphisme de groupes, injectif, de G dans GL,,(C). On en déduit qgue

=1{Py, g € G} est un sous-groupe de GL, (C) isomorphe & G. Le lien
avec la question précédente apparait déja puisque F(g), le nombre do
points fixes de la permutation g, n'est autre que la trace de la matrice
P,. 1l ne reste plus quwa voir pourquoi la dimension du sous-espace ES
est égale an nombre r d'orbites.

Notons {e1,. .., e,) labase canonique de C*, £,. . ., Q. les différentes
orbites de [1, n] sous Vopération de G et posons Fi = Vect(e;)igq, pout
tout k€ [1, fr]} On remarque que, pour tout g € G, on a Py(e;) = egy).
Les sous-espaces vectoriels Fk sont donc stables par les matrices de G,
De plus, on a C* = F; @-.- @ F,. Soit X € € que l'on décompose
en X = Xy + ...+ X, avec X; € F;, pour 1 < ¢ € r. On obtient,

pour g € G, PX = Z P,X;. Comme P,X; € F;, on a, par unicité

de la décomposition, P (X) = X si et senlement si P X, = X, pour
tout ¢ € [1,7]. On en déduit que

EY = @PEY nF,).

=1
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Or, il est aisé de voir que ES' NF; est la droite vectorielle engendrée par
le vecteur ¥ ey. En effet si z € F; s'écrit & = 3 Ager, ol les Ay sont
ke kﬁ:Ql
dans C, on obtient, pour tout g € G, Py(x)= 3} Axeguy= 2. Agrgnes.
Q, kcQ,

On en déduit que = & ES N, si et seulement s1, pour tout k € £; et
tout g € G, on a Ag-1(ry = Ak Le groupe (G agissant transitivernent
sur §1;, par définition, il faut que tous les A, soient égaux, ce qui conduit
au résultat annoncé. On a dong, pour tout k € £2;, dlm(EG MF:) =1et
par conséquent dim ES —r.

3. L'idée est simplement de calculer de deux maniéres différentes
le cardinal de l'ensemble A = {(g,2) € G x [1,n}, g(z) = z}. Si on
somme d’abord selon G, on obtient |A| = ¥ F(g). Si on somwe selon

g€G
les éléments de [1,n), on a [A| = \Gk| ot Gp = {g € G, gk} =k}
ke

est le stabilisateur de k. Or, si on note Q1,...,8; les orbites de [i,n]
pour Vaction de G, on a

> (Gl =30 X Gl =30 Y AT ~rlal

15kgn i=] ke i=1keQ,

On retrouve la formule en identifiant les résultats des deux caleuls. <

Le résultat de cette derniére question se géndralise & un groupe find
quelcongue G opérant sur un ensemble find X, la preuve dtant la méme.
Cette formule de Burnside® est un résultat important en combinatoire
(méthode de Pdlya) qui intervient lorsqu’on cherche a dénombrer les
configurations dun ensemble modulo Uaction d’un groupe : par exemple,
de combien de maniéres différentes peut-on peindre un cube avec d cou-
leurs. d rotation. prés ¥

Dans Uétude dun endomorphisme u on essaye, autant que faire se
peut, de découper Uespace en une somme directe de sous-espaces stables
pour se ramener 4 'étude (que U'on espére plus simple) des restrictions de
U 4 ces sous-espaces. Cest typiquement Uobjet de o réduction avec les
sous-espices propres ou les sous-espaces caractéristiques. Dans Détude
des représentations linéaires d’un groupe fini 3, on rencontre la méme
démarche, qui conduit & la notion de représentations irréductibles®.
(est le lemme de Dexercice suivant qui permet cela : on se donne un

2. Bien qu’usuellement conmie sous ce nom, elle n'est pas due & Burnside mais &

Frobenjus. Il y a commie cela un certain nombre de théorémes injustement baptisés...
3. Pour une introduction & la théorie des représentations des groupes le lecteur
pourra consulter SERRE (1.-P.}, Représentations linéuires des groupes finis, Hermann,
1978 ou régoudre le probléme posé aux ENS Lyon-Cachan en 1997 qui concerne lo
début de la théorie : représentations irréductibles, orthogonalité des caractéres.,.
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groupe fini de GL(E)} qui stabilise un sous-espace F de E et on cherche
& rmontrer Pexistence d’un supplémentaire steble. Ce seva Doccasion do
voir, comime annoncé plus haut, le rapport entre les projecteurs et les
décompositions en somme directe.

6.22. Théoréme de Maschke

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n 2= 1, G un
sous-groupe fini de GL(E} et ' un sous-espace vectoriel de E stable
par tous les éléments de G. Montrer que F admet un supplémentaire
stable par tous les éléments de G.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

e Remarguons qu'il y a une correspondance bijective entre les supplé-
mentaires de I et les projecteurs dont 'image est F, un supplémentaire
de I étant le noyau d’un tel projecteur. La question posée équivaut done
a trouver un projectcur p d’image F tel que Im p (par hypothése) et Ker p
soient stables par tous les dléments de G.

Soit p un projecteur de E ot u € L£(E). Si Kerp et Im p sont stables
par w, alors y conumte avee p sur Kerp et sur Im p, done par linéarite
sur E = Imp & Ker p . Réciproguement, si u et p commutent, alors Ker p
et Imp = Ker(p — Id) sont des sous-espaces stables par « (en effet, ce
sout des sous-espaces propres de p).

1l nous faut donc trouver un projecteur p qui commute avec tous les
éléments de G ; son noyau fournira alors un supplémentaire de F stable
par tous les éléments de G.

Partons d'un projecteur quelconque g dont Uimage est F. L'idée fon-
damentale est de moyenner les conjugués de ¢ par les éléments de G.

Posons .

p:@Zgoch_]-
geG

s Montrons que p commute avec tout €lément de G. Sigy € G, on a

1 _ 1 - _
QDOPZWZQODQDQOQ 1:@2(9{)09)0(]09 1ogulogo
gei geG
1 _
= @Z(QUOQ)OQO(%DQ)I g0 = P < go,

e

car lorsque g décrit le groupe G, gy © g également puisque la translation
a gauche g — ¢g o g est une bijection de G.
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bl

e Pour finir, il n'y a plus qu
d'image F.

Si z € F, puisque F est stable par tous les éléments de (3, on obtient,
pour tout g € G,

a vérifier que p cst un projecteur

goqog Hu)=ylg7 (z)) = =

Il en résulte que p{x) = x. Tout vecteur de F est fixe par p.

Si maintenant x est un vectew gquelconque dans E, on a p(x) € F car
gogog~'(xz) € F pour tout g € G. On en déduit que p(p(x)) = p(x).
On conclut que p est hien un projecteur d’image F. <

La preuve ci-dessus reste wvalide en caractéristique p (premier) d
condition que p ne divise pas le cardinal de G. Sur le corps des réels
(resp. des complexes) on peut €galement uliliser wn argument de moyenne
avec le produil scalaire @ on munit E dune strucfure euclidienne (resp.
hermitienne) quelcongue et on pose, pour (x,y) € B

(z,y)c = ‘—é—| > {glw), g(w)).

GG

On vérifie que { | Yo est encore un produtt scelaire sur B et gue fous les
dléments de G sont orthogonaur (resp. unitaires) pour ce produtt scalaire.
Lorthogonal de T au sens de { . ) fournit alovs un supplémentaire
stable. Cette démarche a aussi ¢1¢ proposée en evercice doral & 1 Ecole
polytechnique.

Nous allons maintenant commencer une série d’exrercices plus obs-
traits, consaciés & Uétude de Ualgébre L(E) od E est un K-espuce vec.
toriel de dimension finie. Nous rappelons au lecteur que le centre de
L(E) est véduit aur homothéties (on trouvera une démonstration de ce
fait p. 269). Lexercice suivant est consecré auwr aufomorphismies de
Ualgebre L(E).

6.23. Automorphismes de la K-algébre £(E)

Soit E nn K-espace vectoriel de dimension finie n 2 1. Montrer
que tout automorphisme de I'algéhre L(E) est de la forme

ur——rouor " ol 7 € GL(E).

(Ecole polytechnique)
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> Solution,

Les conjugaisons @, : 4 +— rouar ! our € GL(E), sont clairement
des automorphismes d’algébre.

Réciproguement, soit @ un automorphisme d’algébre de £(E). Choi-
sissons une base (e;,....en) de E et notons pour 1 < 4,7 < n, ug; l'en-
domorphisme de £(E) défini par u,,(ex) = J;4¢;. pour tout k& € [1,n].
La matrice de u;; dans la base canonique de K™ est la matrice E,, de
la base cancnique de Mp(K). Les ui; formen donc une base de £(E).
Posons alors vi; = p{uij)-

On rappelle que pour tout (i, j. k1), ui; 0 ug = Jyxuip. Corame ¢
est un antomorphisme d’algebre, les v, vérifient les mémes relations, En
particulier. on a, pour tout ¢, v}, = vy, de sorte que v;; est un projecteur,

Si @ est de la forme w,, on vérifie que les vi; sont définis i partir de
la base (7(e1),...,7(en)), exacterent comme les u;; le sont & partir de
{e1,...,e5). Cette remarque nous donne la méthaode pous construire &
partir de ¢ la base (7(e1),...,7(e,)) et Papplication .

Choisissons un vecteur non nul €] dans I'image de v;; et posons pour
tout 1 € [1,n], e = v;;(e}). On observe alors que :

« ¢} est dans Pimage de vy, car vy,(e]) = v 0 v (e]) = va(e)) = &)

e ¢ est non nul, car vyi{e]) = v, o vy (e]) = viy(el) = &) #0;

e {€],..., ;) est une base de E. En effet, on a v;;(ef) = vj;ovi (e]) =

™

dyu5(e]) = diel. Alnsi, st Y- el = 0, en applignant v,; A cette rela-
=

tion, il vient A; = 0. 1

Notons alors 7 'unique isomorphisme de E qui envoie e; sur e pour
tout . On va montrer que v;; = 7 o wy; o 7~ L pour tout couple (¢, 7). En
effet, on a, pour tout & € [1,n],

(roug or ™ )ek) = (7o wig)(ex) = r(ne1) = e
et, par ailleurs,
vij(e'k) = O’Ui,;l(f?']) = O-jk!.'“(ﬁrl) = 53.';‘-6;.

Il en résulte que les automorphismes @ et ., qui coincident sur la base
(ui;) de L(E) sont égaux. <

Les idénuzr de L(E) ont fait DUobjet de plusicurs exercices posés
eus concours. Comme L(E) est une algébre non commutative (dés
que iimE > 1), on est emené 4 distinguer les idéaur d drvite et les
idéaur & qauche. Rappelons les définitions : un idéal & gauche (resp. &
droile) est un sous-groupe odditif tel gue pouwr tout a € L(E) et u €1,
ou € I (resp. wa € 1). On parle d*déal bilatére pour un idéal & droite
el & gouche. Le premier exercice fait montrer que L(E) est une algébre
simple, ¢'est-a-dire sany idéal bilatére non trivial.
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6.24. Simplicité de L(E)

1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Montrer que les
seuls idéaux bilatéres de £(E) sont {0} et E. Cela reste-t-il vrai en
dimension infinie ?

2. Soit pune semi-norme sux M, (C) vérifiant p(AB) < p{A)p(B)
pour tout (A,B) € M, (C)%. Montrer que p est nulle ou que p est
une noerme.

(Ecole normale supérieure)

L

> Seolution.

1. On se ramene & la recherche des idéanx bilatéres de M, (K). Soit I
un idéal bilatére non nul de My (K) et M = (m4;)1<i.7<n € I, non nulle.
Notons (Ej;)<i,; < 1 base canonique de M, (K) et (i, o) € [1,7]? tel
que Ntiyj, # 0. Nous savons que Eg; Ex = 651 By pour tout (4, 7, k. 1) dans
[1,n]*. Ainsi, I'élément

n
EucMEjoj = D mutBunEniEio; = D _mkj B Eij = Mo Bij
1<k,Ign k=1
est. dans 1, et comme 5, # 0, By est également dans I Cecl est
vral pour tout (4,7) de [1,n]?. Comme les E;; engendrent M, (K), on
obtient I = M, (K).

En revanche, si E est de dimension infinie, il existe des idéanx bi-
latéres non triviaux, par exemple I'idéal des endomorphismes de rang
fini.

2. Considérons I'ensemble N des matrices A telles que p(A) = 0. La
définition d'une semi-norme implique que N est un sous-espace vectoriel
de M, (C). L'inégalité vérifiée par p montre que cest un idéal bilatere
de M, (C). Comme les seuls idéaux bilatéres sont {0} et M, (C), on ale
résultat. <

Les deur exercices qui suivent sont consecrés o lo description des
idéour & gauche et ¢ droite,

6.25. Idéaux a gauche de L(E)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On note, pour
tout F' sous-espace de E,

g(F) = {u € L(E),F C Keru},

et si H est une partie de L{E), on pose f(H) = [ Keru.
ugH
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1. Vérifier que, ponr fout sous-espace vectoriel F de B, g(F) est
un idéal a gauche de £(E) et que lon a {f o g){IF) =T,

Sojt [ un idéal & gauche de £(E}.

2. Soitwe I, ve L(E) tel que Keru © Ker o, Montrer que v € 1.

3. Sipet g sont deux projecteurs apparfenant A [, miontrer qu'il
existe un projecteur r dans [ tel que Kerr = Kerp N Kerg,

4. Prouver qu’il existe un projectenr p appartenant a 1 tel
que Kerp = f(I), puis que [ = £{E)p.

5. Etndier (o F)(1) et conclure.

(Ecole polytechnique)

> Selution.

1. Pour 1 et v dans g(F) et ¢« &€ £(E), on o Kern C Kerau et
¥ ¢ Kerun Kern < Ker(u + v). Les endomorphismes au et w + v sont
done dans g(F}. 11 en résulte que g(F) est un idéal a gauche de £(E).

o On a clairernent F (] Kerw. Sip est la projection sur

ucg(F)
supplémentaire G de F, parallélerment & F, on a Kerp =F «t p € g(F).
On en déduit gne [ Kerw C F et finalement (] Keru = F. ¢est-
ucg(F) wEg(I
A-clire

(fog)P)y =t

2. Cela résulte dircctement dn lemme de factorisation (ef. la pre-
miere guestion de P'exercice 6.4) : de inclusion Ker w < Ker w, on déduit
quil existe ¢ € L(E) tel quo ¢ = wu. Dol il vésulte que v est dans I

3. Soit p et g demx projecteurs appartenant 4 I On cherche un pro-
jecteur v appartenant & I tel que Kerv = Kerpn Kerg. Soit X (resp. Y)
mn supplémentaire de Kerp N Kerg dans Kerp (resp Kerqg) et Z un
supplomentaire dans E de Ker p+ Ker g, On obtient done £ = ZEX4 Y9
(KerpnKerq). Le projectenr v sur Y 4 7 paraliclement a4 X ¢ (Kerpn
Kerg) = Kerp a pour noyau Kerp, Il est done dans T dCaprés la question
précédente. De méme, le projecteur v+ sur X el de noyau Kerg O 7 est
dans 1, toujonrs dapres ka question précédente. On pose r = » +ry. Alors
r esl le projecteur sur Z4 X @Y de noyau Ker pnKer g et il est dans 1.

4. Soit p un projecteur de T de rang maximal ow, s1 Pon préfére,
dont la dimension du noyau est mininale et w un élément guelconque
de I On peut trouver nn projecteny ¢ tel que Ker g = Ker w, Celui-ei est
dans [, d’aprés la question 2. De Ja question précédente, on déduit gu'il
existe r € 1 tel que Kerr = Ker pKerg. Commie dim Ker r 2 dim Kerp
par choeix de p, on en déduit que Kerp = Kerr < Kerg = Keru. Par
conseuont, on obtiont
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Kerp ﬂ Keruw < Kerp et |Kerp *—-f(l) '

uel

On a ddja linclusion Z{E)p < I puisque p € L Réciproquernent,
si 1 € T, comune Kerp C Keru, la guestion 2 montre que 1w € L{E)p. On
conclnt que [ = Z{Ep.

5. Ouwa L C gl f(1)) car tous les éléments do ideal T sannulent sur
W sons-espace S Mais tiversement, stw vérifie (1) = Ker p 7 Ker u,
o € 1 Loujours d'aprés la question 2, Ainsd, g(f(1)) =1 et 5o f est
Pidentité.

Conclusion. L'application g ¢tablit ine bijection, strictement décrois-
sante pour Uinclusion, entre les wéaux a ganclie et les sous-espaces vecio-
riels de E. Sa bijection réciprogue est f. De plus. tout idéal & gauche Test
eugendrd par un projecienr {(gueleongne ) de noyau e sous-cspace f{I). <

On va obteniy une descriplion géometrigue sinmalaire des iddaua 4
droite, les noyaur élant remplacds par les images.

6.26. Tdéanx a droite de £{E)

Soit E un K-capace vecioricel de divaension finie. Si 1 egt un idéal
a cdroite de £(E} ot I' un soug-espace de . on pove

FO =Yl ot gF) = [ne L(E), lwu C F}

uel

1. Montrer gne pour fonund sons-ospace 100 g{F) est un wddal a
droite e LZ(E) ¢l gque [ og(F) =F.

Soit [ nn idéal & droite.

2. Soit v € L, v € L{E) tel que Inmr ¢ & Tinww. Montrer gue v € L

3. Seit 7 et o deix Aldments de I Montrer gu'il oxiste un pro-
jecteur p e I rel que lmp = lmw + hnw.

4. En déduire quil existe un projecteur p appartenant a [ tel
qite fmp = f(I), puis quie T = pL(E).

5. Conclore

{Ecole polytechnigue) |

= Solution.
L. On a claivement ) £ g{F). Si s et ¢ sont dans g(F) ol « © L(E),
on obtient

Inm{w +2) Clmu + Imo CF +'=F et w4vegF),

Tl oa)

@

Imuw CF et weoare g(F).
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Aiusi. g(F) est un idéal a droite de £(E).

L inclusion f(g(F)) C F est évidente. Si p est un prajecteur sur b,
parallelement & un =upplémentaire de I, ou v Imp =F et p € g(F), On
en déduit que F < f(g(F)) et finalement

flg(F)) =F

2. Cela résulte directement du second lemme de factorisation (el
la question 2 de I'exercice 6.4) @ de linclusion Im2 C Imw, on dédnit
l'existence de a4 € L(E) tel que v = ua, de sorte quo v € L

3. Soit 8 un supplémentaire de Imw N Imo dans Im e On mondre
facilernent. I'égalité S & TImr = Imu + Ime. Seit 8 un supplémentaine
de cette somme dans E. de sorte que E = 5" @ 5 @ Im . Comme v € |,
le projecteur ¢ sur Imw paralltlement & 5 @ S est dans 1 d’aprés In
guestion précédente (car Im g, = Imw). Comme u € I, le projecteur 4,
sur 8 parallélement 3 Tm v & S’ est aussi dans L toujours par la question
précédente (puisque ITmga C Imu). On en déduit que p = g1 + g2, qui
est le projecteur sur Imw + Im v parailélement & ', est aussi dans T,

4. On choisit un élément v de T de rang maximal et ou pose F' = Imw,
puis on considére un projecteur psur F. D'aprés la question 2, p est aussi
dans I La question précédente mottre que tout élétnent de « € T a san
image incluse dans F (sinou on pourrait tronver dans 1 un éément doul.
Vimage Imu + T contiendrait F strictement ; son rang serait supérienr i
celui de v). On a done f(I) =F =TImp.

On a clairement pL(E) < L Réciproquement, =i 4 € 1. on sait que
Inu < Imp ¢t dapros la question 2, i existe o € £{E) tel gue uw = pa o
done 2 € pL(E). On conclut que I = pL{E).

5. On a clairement I < ¢g{(f(1)). Tnversement soit « € ¢(f(I)). Ou
a alors Imu C f(I} = Imp de sorte que w € I tonjours d’aprés la
question 2,

Conclusion, L'application f établit une bijection. strictement crois-
sante pour I'inclusion, cntre les idéaux & droite et les sous-espaces vecto-
riels de E. Sa bijection réciproque est g. De plus. tout idéal & droite T esi,
engendré par un projecteur (quelconque) d’image le sous-espace f(I). <

Le théme d’étude suivant de ce chopitre est lo dualité, Rappelons que
le dual d'un K-espuce vectoriel B est le K-espuce vectoriel E* = L(E, K)
des formes linéagires de E dans K. On ¢ dimE* = JdimE en dimen-
sion ftnie, sans qu'idl existe disomorphisme canonique entre E et son
dual. Soit (ey,...,€,) une buse de E. Lo famille (¢3,...,¢7) d'éléments
de B définie par e](¢;) = &, est une buse de BE* appelée base duale
de (C'l, ...,en).
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Les formes lingatres permetient de carecteriser analyliguement les
hyperplans de E : tout huperplan est le noyau d une forme lindawre non
nible, forme qui est wiique 4 un scolane altiplicatif prés.

Plus généralement, st F est une partic de E el G une partie de E”.
o1 note

It = {u e E* Vo eF,ulz) =0} e G°={zcEvucq, ulz)=0}

O appelle T+ Dorthogonal de F ot G° lorthogonal de G. On montre
e FL et G° sont des sous-espaces vectoriels de E* et E respectivement
ot que F- = (Vect F)L et G° = (Veet G}°. On a, de plus, F C (F+)”
of G (Gt

En dimension finic, st F et G sont des sous-espaces vectorels de E
ot B* respectivement. on w les propriétés suivantes : dim F- = codim F ot
dim G° = codim G. d’o7 on déduit facilement (FH)° =F et (G°)- = G.

Le premier exercice ci-aprés, montre que Uégalité (G*)* = G subsiste
on ditnension infinte pour les sous-espoces G de diniensioa finic.

6.27. Orthogonalité duale en dimension quelconque

Soit f1..... fp. g des fortnes lindaives sur un espace vectoricel K de
P
dimension quelconque. On suppase que [) Ker f; © Ker g, Montrer
=1
que g appartient & Vect{f1,.... f,).
{Ecole normale supérieure}

- Solution,

On peut, supposer g non nulle, sans quaoi le réanltat est évident.

¢ En dimcension finie. Pexercice ost une nne simple application des
propriétés de l'orthogonalité duale. Si an note F le sous-espace de E*
engendré par (f1...., fp) et D la droite de E* engendrée par ¢, on a par

hypothése
J’J

m Ker fi =F° C D° = Ker g.

i=1

Il en résulte, en prenant I'orthogonal que (D) < {(F°)*. Sachaut qu'en
dimension finie, on a (G°)1 = G pour tout sous-espace vectoriel G de E7,
on obtient D C F, cc qui est le résnltat demanedé.

¢ En dimension infinde. égalité (G")J— = G n'est malhcurctsoentent
plus vraie en général. On a o priori sealemoent Vinelnsion G C (G*) -,
L'exercice demande de prouver qu’il y a égalite lorsque G est de dimen-
sion finie. On raisonne par récurrcnce sur p. On pose H = Kerg @ o est
nn hyperplan de E puisqu’on a supposé g # 0.
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% Traitons le cas p = 1. On a Hy = Ker f; C H. La forme lindaire
fi west done pas nulle et Hy est un hyperplan de E. Par snite, on
H; = H et le cours permet d'affirmer que les formes linéaires g et f; sout.
proportionnelles.

* Supposons le résultat vrai au rang p el considérons des formes

p+1
linéaires fi,..., fur1 telles que ﬂ Ker f, < H. Ou peut suppaoscr que
fpr1 # 0, sans quoi Ihy pothese dc récirrence §'applique directement.,
Notons alors §, (resp. f, pour 1 < p) lau restriction de g (resp. de f;) i
I'hyperplan Ker fpr1. On a clairement ﬂ Ker f, < Ker . Par hypothdse

=1
de réeurrence, il existe des scalaires (A,.. . A tels que § = > A [,
. 'l) -
La forme linéaire g — 3 Aif; est alors nulle sur Ker fy.1; elle est done

proportionnelle & f,,4, ce qui permet de conclure. <1

La solution de Uexercice suiwand exploite les propriéicés de orthogo-
nalite duale, Nous donncrons une seconde solution par récurrence, dans
le chapitre sur les ddterinmants du fome 2 dolgébre (exercice 1.16).

6.28. Familles libres d’applications

1. Seit K un corps commutatif et fi,..., f dcs applications
de K dans K. Moatrer que la famille (fy,..., fn) est libre dans
F(K,K) si et seulemont s’il existe (z1,...,2,) € K" tel que la ma-

trice (fi{#; )} <ijn S0it inversible.

2. Déterminer les applications f : R — R, dérivables, dont les
translatées (¢.e. les applications f, : © — f{r + a) pour a € R)
engendrent un sous-espace veetoriel de dimension finie de (R, R),

{Ecole polytechnique)

1> Solution.

1.  5i la famille (f1,...,fn) est lide, les lignes de la matrice
(fi(#i) hiien sont lides, quel que soit le choix des scalaires z;, ... z,.

La contraposée fournit donc une des deux implications.

® Supposons que la famiile B = (f1,..., fu) ost libre et notons F le
sous-cspace de dimension » qu'elle cngendre. Pour tout a € K, 'appli-
cation d'évaluation en o, ¢, : F — K, qui a f ¢ F assocle fia} € K,
est ime forme lnéaire sur F. L’ensemble A des formes linéaires e,, pour
o ¢ K, constitue une partic pénératrice de F*. Eu effet, si f e A®, on
a fla} = ¢o(f) = 0 pour tout ¢ € K, d.e. f = 0. Ainsi on a A®° = {0}
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ot Vect A = ({(Vect AY°)t = (A°)T = 0L = F, puisquon est en di-
wension finie. On peut done choisiv des scalaires ), ... . 1, tels que les
formes lindaires e, ....e,, conslituent une base de T, Montrons gue
lo n-uplet {xq,..... v, ) répond a la question.
Considérons la watrice M = {fi(x;))1g..j<n ¢t montrons que les
lignes Ly, ..., L, de M forment une famille libre. Soit (A1, ..., A} € K”®
n n

tel que 37 A;L; = 0. On a alors, pour tout j € [1,n, >_ Asfi(x;) =0,

i=l1 i=1

c'est-a-dire ey, (Z /\,f,) = (. La famille e, ,....e,, étant une base de
i=1

F*, on a done 3N f, € (F*)° = {0}. La fammlle {f;,. .., f,) étant une
1=

1
base de F, on en déduit que A; = --- = A\, = 0. La matrice M est donc
inversible.

2. Soit f-R — K, dérivable, doul les translaiées engendrent un R-
espace veetoricl F de dimension finie n. On considére dos réels aq, ..., @y,
tels que la famille (f,, ... fo,) soit 1ne base de F. D’aprés la question 1,
il existe des réels xp... . &, tels que la matrice M = (f, (2} i<
soil imversible. La fonction [ élant dérivable. les fonclions f,, Je sonl
éalement. Alnsi tout éiéwment de B oest dérivable.

Soit ¢ uy Glément gqueleongue de Fo Montrons gque g st encore
dans F. Il est clair que, pour tout ¢ € R, la fonction g, est dans F.

En effet, on a g, € Veet{fo gar oo fonte? © F. Il existe done des
T

véels Ay{a), ..., An(a) tels que g, = > Aila)fa, - Montrons que les fone-
i=1

tions A; sont dérivables. On a, pour 1 < 7 < n,

i

glo+2,) = galzj) =D Nila)fu,(r))-

i=1
gla + 11) Ar{a)
Matricicllemment, cela s'éerit : = 'M : . Ou en
gla+z,) Anla}
Ar{a) gla + @)
déduit que = 'M~! : . Les cocflicionts de la
Anla) glo+ z,)
matrice ‘M~ étant indépendants de «, on en déduit que les fonctions
Al A, sont des cowbinaisons lmdaires des fonetions gp,. .2 gs, -

Flles sont dérivables comme ces derniéres.
7

On a, pour tout véel x, glz + a) = Y A (a)f,, (x) . En dérivant par

=1
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™
rapport & a, on abtient g'(x +a) = > M{e)f., (x). On obtient en parti-
i=1
Vi
culier, ¢n prenant a = 0, g' = Y A(0) fo, € F. On en déduit, de manierc
=1
inmeédiate, que tout élément y’ de F est C™ et que, pour tout entict natu-
rel k. on a g™ € F. Clest vrai en particulier pour la fonction f. Lespace
vectoricl F étant de dimension finie n, il existe un entier p (1 < p < n)
tel que 7 € Veet{f, ', ..., f*=1, La fonction f cst solution dune
équation lincaire homogéne & coeflicients constants d’ordre p.

Réciproquement, si f est solution d’une équation linéaire homogeénc
& coefficients constants d’ordre p, il est clair que, pour tout o € &, la
fonction f, est solution de la méme équation différensielle. L’ensemble
des solutions de cette équation différentielle étant un espace vectoriel de
dimension p, les fonctions f, engendrent un espace vectoriel de dimensjon
finie inféricurc ou égale a p.

Conclusion. Les translatés de f engendrent un cspace vectoriel de
ditnension finie si; et seulement si, f est salution d'une équation linéaire
homogéne a coefficients constants. <1

Le lectewr trouvera d’autres evercices sur lo dualitd dans le chapitre 7
sur les matrices,

Les deur exercices qui suivent concernent lo notion de farmille positi-
vement génernlrice dans un espace vectoriel réel.

6.29. Familles positivement génératrices

Soit un espace vectoriel réel E de dimension n > 1 ef une famille
F = {c1,€1,....e,) de vecteurs de E positivernent génératrice, ¢’est-
A-dire telle que pour tout = € E, il existe {Ay,... Ap) € (R])? tel
que = Aer + -+ Apep

1. Moutrer quc p 2 1+ 1. Donner un exemple de famille positi-
vement géncratrice de cardinal n + 1.

2. On suppose p 2 2n+ 1. Montrer qu'il existe une sous-famille
stricte de F qui est encorc positivement génératrice. Donner un
exemple de famille positivement génératrice de cardinal 2n dont aun-
cune sous-famille stricte ne 1'est.

{Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Comme la famille F cst génératrice, on a p = n. Sip = n, F
est une hase de E| et alors le vectenr —e; (par exemple) nc saurait étre
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obtenu comme combinalson A coeflicients strictement positifs des e, (par
unicité de la décomposition}. On a donc p = n + 1.

Donnons-nous 1tne hase quelconque (fi,..., fn) de E el montrons
que la famille (fy,. ... fu. —FiL — - — fa) ost positivement génératrice.
Encffet, soit z € E, o = 211 + -+ + & fn- Pour tout réel f an a

T = {331 + i}fl + o+ (-'L'n +t)f‘n th(_ Zf!)

§=1

Il suffic de choisir # assez grand pour que tous les coefficients soient
strictement positifs.

Notons que l'on montre de la méme fagon que toute famille généra-
trice (f1,..., fp) pour laquelle on a une relation de liaison Ay fy + - +
Apfp = 0, avec des coefficients A; strictement positifs, est une famille
positivement génératrice.

2. La famille F étant de rang n, il existe T < [1,9p] de cardinal n
tel que (e;)ie1 soit nune bage de E. Posons J = [1,9] 4 [ Alors, la famille
(ei)jeq ost lide car [J| = n+ 1; on peat done derire une relation e
Liaison Y_ Aje; = 0. ol les A, ne sont pas tous nuls. Par aillours, pnisque

jel
la famille {e;), <. ¢p €8t positivemnent. gépdratrice, il existe des coefficicnts
strictement positifs 1,...,¢p tels que t1e; + --- + .6, = 0. Pour tont

réel x on a dong
Z tc; + Z(tj + .T:)\j)fij = Q.

el Jel

,‘f‘i
A
valeur absolue dui quoticnt

, o k € J est choisi de sorte que Ay # U et que la

23 . L.
3 soit minimale. Pour cette valeur e @ les
k

On prend o — -

cocflicients (£; + zA;) restent tous positifs ou nuls. Notons K la partic
formée des indices 7 € J tels que t;+xA; > 0. Il s’agit d’une partic stricte
de J, car k& ¢ K. La remarque faite & la fin de la question 1 montre que
la. famille (e;);erup est encore positivement génératrice.

Si (fi,...,fa) est une base quelconque de E, alors la tamille
oo fas=J1, - - = fu) est de cardinal 2n, positivement génératrice.
nais aucune o ses sous-fanilles ne 'est. <

L'ezercice sutvant va nous fournir une description des fumailles posi-
livement géndratrices du dual.
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6.30. Familles positivement génératrices de E*

Soit E un R-espace vectorie]l de dimension n et p éléments
f1.... . fu de son dual.
1. Montrer I'équivalence des deux propositions suivantes :
i} Vo € B, min fi(z) <0;
() ’lgigpft()\ L]

P

() Iay.....ap) € (Ry)F — {0}, 3 a;f; = 0.

=1
2. Montrer I'équivalence des deux pmpositions suivantes :
(i) vr e E - {0}, mm filr) <
1€igp

(8 (fr,- .., fp) est une famnille positivement génératrice

de E*.

(Ecole norinale supérieure)

r> Solution.
1. » Supposons (i) vérifiée et ramonnons pd] l'absurde. Soit z € B

tel que, pour 1 <7 < p, om ait fy{z) > 0. Ona Z ai fi(x) = 0. Les termes

de cette somme étant tous positifs, on en dedult que, pour 1 £ 7 < p, on
a azft(:c) =0 et done a; = 0, car f;(x) > 0. On a done (a,, .. .,ap) =0,
ce qui est contraire a 1’ hypothcse

¢ Pour montrer que (4) 1mpl1que (i1}, raisonnons par récurrence sur p.

* Sip =1, alors, pour tout = € E. on a fi(z) < 0ect fi{—x) <0et
done fi{x)} =0: fi est Yapplication nulle et nf) = 0 pour tout e > 0.

* Supposons que Ja famille (f;, ... . f,,) vérifie la propriété (¢). Si fp est
Papplication nulle, on conclut comme précédemment. Si (fr... .. fo—1)
vérifie (¢}, on appliquc directemnent 1'liypothese de récurrence et on prend
ap = (b Cest fini, Ces cas étant écartés. soit H le noyau de fp, et e € E
tel que fple) = L.

Considérons x € Het o > 0. Posons ¢y = z + «we. On obtient alors
L=a>0etpowr 1 <i<p-1, fily) = filz) + o file). Supposons
qu’il existe 2 € H tel que  min f,(;r) > 0. Pour o > 0. asscz petit, on

Ligp—
aalors min fi(y) > 0et donc min f:(¥) > 0, ee qui cst contraire &
Iisp— Sigp
Phypothése. On a done, pour tout z € H. <n[}(m fi(x) £ 0, La famille
lSesp—1
(g1, ... gpo1) 0lLg; = f?;‘H, vérific (7). D’aprés 'hvpothése de récurrence,
p—1
il existe (a,...., ap_1) € R"’fl\{o} tel que Y 2,9; = 0. On a done, pour
i
p—1 .
tout z € H, 3 a;fi{z) = 0. En posant a, = — > a;f;(e). on obtient

i=1
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D
finalement > a,f; = 0, puisque cette application linéaire s’annule en ¢

i=1
ef sur H et que E = H P Re.

1l reste & démontrer que a, = . Raisonnons par 'absurde et suppo-
sons ap < 0. La famille (f1,..., fo—1, —Jfp) vérifie (id) et donc aussi (i).
Soit y un élément quelconque de E, z € H et o € R tel que y = = + ae.

eSia>0,ona min fi(y) = min fi(y) <0, car fply) = >0,

£ 1 lgigp

ent, minfily) = min(fi (o) Sy (4), —Fol0)

¢ Sia < 0, on obtient m
1<

négatif on mul, car —f,(y} = —a > 0.
Par continuité, la propriété reste vraie pour a = 0 et on obtient pour
tout y € E, 1<r_n{im 1fi(y) £ 0, cas qui a été écarté. On a donc ap, = 0, ce

HIEP

qui termine la démonstration.

2. e Supposons la propriété (i) vérifide. Soit f € E*. Nous allons
démontrer que pour A > 0 assez petit les fonctions (fi — Af...., fr —Af)
vérifient I'hypothise (i) ot appliquer lc vésultat de la premitre question.

Munissens E d’une norme quelcongue (elles sont toutes équivalentes,
car nous semmes en dinension finie) et notons S la sphere unité de E . S
est compacte. Les fonctions f; sont linéaires donc continues, puisque E
est de dimension finie. On en déduit que la fonction ¢ = min f; est elle

Isisp
aussi continue (cela se montre aisément par récurrence sur p, a partir de
Vb s 1+ [ii-f .
Uégalité min(fi, f2) = h+f |f 7 ‘) Commnie g est continue sur le

compact S, elle v est majorée et sa borne supérienre M est atteinte. De
plus, g étant strictement négative sur S, on a M < 0.

Pour les mémes raisons, | f| est majorée sur le compact S, par a > 0.
Soit A > 0et b =minigigp fi — Af. Ona, pour tout x € Set 1 <i < p,

filz) = Af(@) < filz) + Aa (car f(z) 2 —a).
On en déduit que, pour tout = € S,

h(z) < g{z) + Aa < M + Aa.

Si done on choisit A < —M. alors, on a, pour tout z € S, h(x) < 0.

D’autre part, pour tout :cae E — {0}, il existe u € S et & € RY tels
que = = aw On a alors h(z) = ah{u) < 0 de sorte que k(z) < 0 pour
tout =z € E.

Les fonctions g1, . . ., g, définies par g;(x) = fi(z)—Af(x), pour z € E
et 1 £ ¢ < p vérifient alors la condition (7) de la premiére question. On
en dédnit qu'il existe (a;....,ap) € RE — {0} tel que

P p
Zargw = Zaz(fi *}\f) =0
i=1 =1
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ce qui peut s’écrire

1 P
f=—= Zaz‘fi,
AY =t

i=1

P
puisque A Y a; > 0, (A > 0 et les a; sont positifs et non tous nuls).
=1
Alinsi, tout élément f e E* g’écrit comme combinaison lindaire 3

P
coefficients positifs de (f1, ..., fp). En considérant f — >~ f;, au lieu de f,

=1
on peut méme supposer que les coeflicients sont strictement positifs.
Cela prouve donc que {f1,..., fp) est une famille positivement géné-

ratrice de E*.
s Supposons que tout élément de E* soit combinaison linéaire & co-
efficients strictement positifs de fi,.. ., fp. Soit ¢ € E et f € E* tel que

P

flz) = —1. Ilexiste (a;.....ap) € (RL)” tel que f = > a; fi. On ne peut

=1

avoir min fi(x) 2 0, car sinon f{x) 2 0. On a donc min fi{z) < 0 et
1<i<p <ig

(i) est vérifide. <

On peut en déduire une caractérisation géométrique des familles po-
sitivement géndratrices de E moyennant Uidentification de E avee son
bidual B** qui est le dual de E*. On rappelle que Uapplication qui & fout
vecteur = € B associe Uapplication & € E** définie par £(f) = f(x) pour
tout f e BE* est un isomorphisme. L’équivalence de la question 2 se tra-
duit ainsi : une famille (e1,...,ep) de E est positivement génératrice si,
pour tout f € E*, il emiste i € [1,p] tel que fle;) < 0.

Si E est munt d’une structure euclidienne, les formes lin€aires sur E
sont les fp + y — (z,y). Il en résulte que (e,...,ep) de E est positi-
vement génératrice si tout vecteur non nul x de E, il existe i € [1, p] tel
que (x,€;) < 0. Autrement dit, i E la réunion des He, ot H, désigne le
demi-espace owvert défini par Hy, = {x € E, {z, y} < 0} {on pose Hy = 0).

Voici un exemple dans R? : en grisé figure le céne positif engendré por
ey, ey ef ez, c’est-a-dire Uensemble des combinaisons lindaires ¢ coeffi-
eients positifs de e, ea, 3. La famille n'est pas positivement génératrice
car la zone grisée n'est pas recouverte par les H,, .

B*\ H,, UH,, UH,,

=z
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Les derniers exercices de ce chapitre auront pour cadre des algébres.

6.31. Caractérisation de C

Soit K une algébre sans diviseur de zéro sur R de dimension finie
n 2 2. On identifie R avec R.1 ol1 1 est 'élément neutre de K pour
le produit.

1. Montrer que tout élément non nul de K est inversible.

2. Soit a € K n’appartenant pas & R. Montrer que (1, a) est libre
et que (1, a,a?) est lide.

3. Montrer 'existence de i € K tel que i2 = —1.

4. Montrer que si K est commutative alors K est isomorphe a C.

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. S0it a un élément non nul de K. Par intégrité de K, I"application
R-linéaire x +— ax est injective, done hijective puisque K est de diinension
finie. 1l existe donc & € K tel que ab = 1 ce qui montre que a est inversible
a droite. De la méme maniére on prouve 'eXistence de ¢ tel que ca = 1.
En multipliant cette derniére égalité A droite par b on a ¢ = b. Donc a
est inversible.

2. Dire que a n'est pas réel revient & dire que la famille (1,a) est
R-libre. Notons quun tel élément a existe car n = dimK > 2. Cornme K
est de dimension finie, la famille (a¥)q est lie et 'idéal des polynémes
P € R{X] tels que P(a) = 0 est non nul. Notons Q le générateur unitaire
de cet idéal (c’est le polyndine minimal de «). Commme K est intégre, Q
est irréductible sur R. Comme a € R, le degré de Q nest pas égal & 1.
Par suite Q est de degré 2 et on en déduit que la famille (1, a,q?) est
lide.

3. Notoms qu’un réel A commute avec tout élément x de K : en effet,
comme K est une R-algébre. on peut écrire

Az = (Al)x = AM1z) = Alzl) = 2(Al) = A

Soit toujours a choisi comme précédemment et a, 3 les réels tels que
a® = o + Ba. Bien entendu o est non nul car a ¢ K. On va chercher

notre élément i dans le plan Vect(1, a). Pour (z,y) € R? on a

(@ +ay)? = 2% + 2zya + y%a® = (&% + ay?) + 2wy + Gy)a.

2 )
x =1
On cherche done z,y tels que { +ay 9
2y + By =0
By

nul, ce qui impose r = -5 En substituant dans la premiére équation

. On doit prendre y non
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182
on obtieng 2 (a' + T
car o+ == < 0 puisque le polynéme Q(X) = X2 — 3X — « est irréductible

) = —1. Cette équation admet bien deux solutions

sur R. Il existe donc deux éléments (opposés) ¢ dans Vect(1,a) tels que
it = -1,

4. Le plan vectoriel Vect(1,:) = Vect(1,a) est clairement une sous-
alggbre de K qui est isomorphe & C. On va prouver que si K est supposée
commutative alors K = Vect(1,%). Soit b un élément quelconque de K\ R,
La question précédente appliquée avec b & la place de @ montre I’existence
d'une racine carrée de —1 dans le plan Vect(l,b). Or, comme K est
commutative et intdgre, I'équation 22 = —1 n’a que deux solutions 3
savoir ¢ et —i. On a done forcément Vect(1,b) = Vect(1,a) = Vect(1,14),
Par suite K = Vect(1,{) et K est isomorphe 4 C. < '

Llexercice suivant offre une version plus compléte qui caractérise
toutes les algébres réelles sans diviseur de zéro et de dimension finie.

6.32. Théoréme de Frobenius

Soit A une R-algtbre sans diviseurs de 0 et de dimension finie
7 2 2. On identifie R avec R1 o1 1 est 'élément neutre de A pour
le produit.

1. Soit x € A. Montrer quil existe (a,b) € R? tel que

z +ar +b=0,

2. Soit z € A tel que 2 € R*. Montrer que z € R.

3. Soit V= {z € A, z? € R}, Montrer que tout x € A s’écrit
de maniére nnique t =r+vavecr ERetv € V.

4. Soit (u,v) une famille libre d’éléments de V et A € R. Montrer
que u— Av ¢ R,

5. Montrer que V est un sous-espace vectoriel de A,

6. On suppose A de dimension 2. Montrer que A est isomorphe
acC.

7. On pose {u,v) = —(uv + vu) pour tout (u,») € AZ Montrer
que cela définit un produit scalaire sur V.

8. On suppose que dim A > 3. Montrer qu’il existe 4, 7 dans V
tels que (i.j) = 0,12 = —1, j% = —1 et que (1,4, j,j) est une R-base
de A. .

(Ecole normale supérieure)

&> Solution.

1. Si z? est réel, on prend a = 0 et b = —x2. Sinon z n'est pas
réel et la famille (1, x) est libre. Comme A de dimension finie. la famille
(¥Vrew est lide et il existe P € R{X], nou nul tel que P(x) = 0. On
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décompose P en produit de polyndmes irréductibles P = P1Pa...P,. I
existe k & [1,n] tel que Pi{z) = 0, car A n’a pas de diviseur de 0. Le
polynome Py, est de degré 2 puisque la famille (1, ) est libre. En divisant
par le coefficient de 2%, on obtient (a, ) € R? tel que 2% + az + b= 0.

2. Notons qu'un élément de A commute avec tout réel. En effet,
siz e Ret AR, zA = z(Al) = Mxl) = Az, car A est une R-algebre.

Soit € A tel que 22 € R, et X une racine carrée réelle de 2?. On
a alors 22 — A? = 0. Mais 22 — A2 = (z — A)(x + A) car Az = zA. On a
dong & = +A, car A n'a pas de diviseur de 0, et & est dans R.

3. Soit z € A,

e Pour l’existence, on considére (a, b) € R? tel que 2® +ax+b = 0. On

a? —4b a
7l {car z commute avec 5)-

Si ¢ Ry, alors d’apres la question 2, x + % est réel donc
est réel. Ul sécrit e =2+ 0,avecc CRet 0 € V.

2._
gi 2 44b ER_,alorsv=x+% EVeta:z—%+v.

e Montrons l'unicité de cette décomposition. Soit {r,r') € R
(v,v") € V? tels que r + v = ' + v'. En élevant au carré, on en déduit
que v = (r—+ +v)2 = (r —1')2 + 1% + 2(r — ')v. Les carrés sont
réels, done si r # ¢/, v est réel et donc v = 0, puisque v? < 0. On obtient
v = (r-7")2 € Ry et donc v’ = 0, puis r = +/, ce qui est contradictoire.
On conclut : r=7" et v = v'.

4. Sive Vet AR, alors (Av)? = A%? € R et donc Av € V. 8l
existe r € R tel que w = Av -+, par l'unicité de la décomposition étudiée
dans la question 3, on obtient r = 0 et u = Av, ce qui contredit la liberté
de la famille (u,v).

5. L’ensemble V contient 0.

Siv €VetAeV, ona montré dans la question 4 que Av € V.

Soit u et v deux éléments de V. Si la famille (u,v) est liée, il existe
par exemple A € Rtel que v — Aduw. Onaalors u + v = (1 4+ A)u € V.
Supposons done la famille (u,v) libre.

En particulier, u n'est pas nul. Montrons que u est inversible. L’ap-
plication x = ux est R-linéaire. Son noyau est réduit & {0} car A n’a
pas de diviseur de 0. On en déduit qu’elle est bijective car A est de di-
mension finie. Ainsi il existe u' € A tel que uu’ = 1. On montre de méme
qu'il existe u” € A tel que u'u = 1. En considérant u"wuwu’, on montre
que u’ = u”, donc que u est inversible.

Considérons le produit uvw . On 3

2yt = ”U2'£.L'£.L_1 = ’U2

2
peut écrire cette égalité (m + g) =
o’ - 4b

(wvu")? = uru

1

car v* est réel, donc uvu™' = +u, Cest-d-dire uv = Lou.

Siuv=—vu, (u+v):=u?+2v? CR_etu+v < V. Suw = vu,
(uv)? = u?v? € Ry et uy € R. Mais alors (v +v)2 =u® + 42 + 2uv € R
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ct comme d'aprés la gnestion précédente, v + v ¢ R, {(n 4+ v)%2 € BR_ ol
w4+ v € V. Dans tous les cas, v+ v € V et V est un sous-espace vectoriel
de A.

6. Soit ¢ nn élément non nul de V (un tel élément existe sinon on

a A = Rj). Comme v> € R*, il existe A > 0 tel que v¥ = —)2. Alors
vy 2 . . 5
z_) = —1. On note 1 = % . La famille (1.¢) est libre donc ¢'est une

basede Aet A=R + R: est isomorphe a C.

7. Pour tout couple (u,v) € V2, ona (u,v) =uw 4+ v —(ut+ )2 € R,
car ¢ + v € V done chaque carré est réel.

L application (u, v) — {u, v} est clairement bilinéaire et symétrique.
Cela résulte des propriétés d’une algébre.

Enfin {i.n) = —2u* € Ry ear u? € B_ et (1,1) = 0 implique u = 0,
car A n'a pas de diviscar de (. On a bien un produit scalaire.

8. Ou moutre comme dans la question 6 qu'il existe i € V tel que
2 = —1. D'apros la guestion 3, ma A = R & V. Comme dim A 2 3, on
adimV 2 2et dimit 2 1. Soit ¢ € i1, non nnl. 1] existe i€ Ry tel
qie v? = —p? et j = —E vérifie j2 = — | et {t.7} =0,

De (2,7) = 0, on dédnit ji = —ij et (ij)* = 174§ = —i25% = —1. Ainsi
onaij € Vetijs£0 Onadeplusi(if) =% = —j = (ji)i = ~(ij)i
done (44,4} = 0 et de méme (g, [y = 0.

La famille (¢, , ij) est donc libre. Snpposons que dim V > 3. On peut
trouver k € (Vect(t, 4, -i,j))l', non nul. 1 vérifie ik = —ki, 7k = —k7 et
itk = —kij. On en déduit

ifh = —ikj = kij = —ijk

et done 1 jk = 0, ce qui impossible car A ne posséde pas de divisenr de 0.
Ainsi V est de «dimension 3, engendré par (4, j,17). Commme A =R DV,
ou en dédnit que A = Vect(1,4, j.ij). <

Dans le cus ot A est de dimension supérirure ou égale a4 3, on ob-
tient une olyébre de dimension 4, de buse (1,4,4,k) ot i, j, k vérifient
i? = % = k® = ifk = —1. Les éléments i, j, k anticommutent. Cette
algébre est un corps {puisque tout élément non nul est inversible), non
commutatif, appelé corps des quatermions, il est noté H.

Il résulte de Uexercice que les seules R-algébres de dimension finie
et sans diviseur de 0 sont R, C ef H. Ce théoréme a été démontré par
le mathématicien allemand Georg Frobenius (1878) et indépendamment
par le mathématicien ct philosophe américarn Charles Fierce ({880).

6.33. Sous-algébres de dimension finie de C°(R, R)

-

Déterminer les sous-algibres de dimension finie de CY(R.R).
(Ecole normale supériecure)
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- Solution.

Soit f € C°(R, R}, non constante. Alors la famille (™), est libre.
En effet, nne rclation de Laison Ay + A1 f+- -+ A, f2 = 0 implique gue le
polynéme P = Ay + A X + -+ + A, XP s"annule sur U'image de f. Celle-¢i
étant un intervalle (d'aprés le théoréme des valenrs intermédiaires), non
réduit & un point par hypothese, elle est de cardinal infini et P = 0. 11
en résulte que la seule sous-algébre de dimension finie est 1'algébre des
fonetions constantes, rqui est de dimension 1. <1

Si A est une X-algébre, une dérivation de A est un endormorphisme
D qui vérifie D{ab) = D{a)b + aD(b) pour tout (a,b) € A%, Ceite notion
wlgébrique, directernent wmspirée de la dérivetion analytigue usuelle, o
serol de théme @ plusieurs exercices posés ¢ ["ENS de Lyon.

$.34. Racine carrée de la dérivation

Soit E = (R, C) ¢t D : E — E Dopérateur de dértvation.
Existe-t-11 T dans £(E} tel que TeT =D?
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Supposons que T existe. Considérons Ker D?| qui est un plan vectoriel
isomorphe 4 Cq[X]. Il est évidemment stable par D, mais anssi par T,
car les endomorphismes T ¢t D commntent, puisque ToD = T? = DoT.
Notons d et ¢ les restrictions de D et TaKerD?. Onat? = det d* = 0.
Ou en déduit gque t* =0, Ainsi  est nilpotent. Son indice de nilpotence
est inférieur o ¢gal & la dimension de Ker D?, qui est 2 (voir exercice
6.8 et la remarque qui le suit), donc d = #2 = 0. Mais ¢’est absurde,
car d £ 0.

Conclusion. L’apérateur D n’a pas de racine carrée. <

6.35. ®-dérivation (1)

Seit A une R-algébre et @ : A — R uwn morphisme d’algébres. On
appelle @-dérivation Je A toute forme linéaire § sur A qui vérifie,
pour tout {a,b) € A% §{ab) = ®(a)5(b) + §(a)P(B).

Déterminer tous les morphismes d’algébre @ : R{X] — R. puis
toutes les ®-dérivations de R{X].

{Ecole normale supérieure)

- Solution.
e Soit @ un morphisme de F[X] dans E. 1] est clair que @ va etre



qr2 CHAPITRE 6. ESPACES VECTORIELS. ALGLUHIN

déterminé par I'image de X, En effet, posons $(X) = «. On alors, pour
tout n € N, ®(X") = o”, puis par linéarité de @, pour tout P € R{X],
&(P) = P{n). Réciproquement. il est clair que, pour tout réel a, appli-
cation . P — P(x) est un morphisme d’algébres de R[X] dans R,

¢ Si @ est le morphisme P +— P(a), on peut remarquer que 'ap-
plication P +— P'{a) est alors une ®-dérivation. Cherchons les autres,
Soit D une forme linéaire sur R[X] vérifiant, ponr tout (A, B) € R[X]?,
D(AB) = ®(A)D(B) + ®(B)D(A). On a D(1) = D{1 x 1) = 2D(1) ot
done D(1) = 0. Posons D(X) = k& € R. On obtient alors successivement.

D(X?) = 20(X)D(X) = 2ka,
D(X3) = &X)D(X?) + &(XHD(X) = 2ka? + ka? = 3ka?,

(On montre par récurrence sur n que D{X") = kna™™' pour tout n € N*,
Cest vrai pour 1 < n < 3 et 8i D{X") = kna™ ! alors

DX =@(X)D(X") + @(X")D(X) =a(kna™ ") +a" (k) =k(n+1)a".

On note que na” ! est la dérivée en a de X™. Par linéarité de D, on en
déduit que, pour tout polynéme P, on a

D(P) = kP'(a).

Réciproquement, si D est la forme linéaire définie par D(P) = kP/(a),
on a, pour (A, B) € R[X]?,

D{AB) = k(ABY(a) = kA(a)B'(a) + FA'{a) B(a)
= ®(A)D(B) + &(B)D(A). <

6.36. ®-dérivation (2)

Dans cet exercice. A désigne 'algébre des suites réelles {(a, ) telles
que la série entiére Y a,r™ ait un rayon de convergence supérieur
ou égal & R > 0 fixé.

1. Quels sont les morphismes d’algébres de A dans R?

2. Soit @ un tel morphisme. Quelles sont les @-dérivations de
Ialgébre A7

(Ecole normale supérieure )

& Solution.

1. Nrésulte du cours d’analyse que A est bien une algébre, pour 'ad-
dition vsuelle des suites et le produit de couvolutiow. Par ailleurs, l'ap-
plication qui & une suite (g, ) de A associe I'application f:] - R.R[— R
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Eae sl
difinie par f(z) = 3 a,2™ cst un morphisme injectif d’algebres. per-
n=0
mettant d'identifier A a4 une sons-algébre de F(]~R. R R), I'algébre des
lonctions développables en série entitre en 0} avec un rayon de conver-
gence supérieur ou égal A R. Nous ferons cette identification dans la suite
«n regardant les éléments de A comme des fonctions définies sur | - R, R|.

Soit @ un morphisme d’algébres de A dans R. L’ensemble P des
fonctions polyndmes de | — R, R| dans R forme une sous-algebre de A,
isomorphe & R[X], La restriction de @ & P est un morphisme d’algébres
de P dans R. En reprenant la démonstration de 'exercice précédent,
an montre qu'il existe a € B tel que ®(P) = P{a} pour toute fouction
palynéme P.

Lorsque @ est un récl de | — R, R[, tl est clair que Dapplication
B, A — Rquiaf € A associe f(a) est un motphisme d’algébres
de A dans R, que nous appellerons morphisme d'évaluation en o, 1
semble assez naturel de peuser que le réel a défini ci-dessus appartient
nécessairement 2 lintervalle JR.R[ ef que @ n'est rien dCantre gne le
morphisme d’évaluation en o

s Commengons par mantrer que o = ®(Id) € -1, R[. Raisounoys
par 'absurde ot supposons que || 2 R, Dans ce cas, 1a fonction félinie

-+ i )
T . N . . i -~
par f(x) = Y. — apparticat & A, puisque la séric entitre 3 " est de
neo ¢ I

rayon || 2z R. Or, nous savons que, pour |z| < «, f(z) = ¢ Qi

o

s'écrit encore (] b Id) f = 1. 5i an applique le morphisme © a cette
2%

dgalité, il vient (1 — é@(ld)) B(f) = (1 -1P(f) =1,30it L =0, ce

qui est clajrement absurde. Ainsi, le réel o appartient a ] — R.R[.

e Soit g € A. On va montrer que ®(g) = g(a). Cela revient & prouver
g(x) — glo)

t—a
prolongée par continuité en a par h{c) = g¢'(e). Il suffit de montrer
que h € A. En effet, dans ce cas, on pourra éerire g — go) = (Id —a}h
et en appliquaut &, il viendra ®(g) — g(e) = (@(Id) — a)@(h) = 0,
c’est-d-dire ®(g) = g(o).

que ®(g — g(e)} = 0. Soit la fonction k définie par A(r) =

+00
Sia = 0, il est clair que h € A : cn posant g(x) = 3 an2™, ona
n=>0

+oe
simplement h(1) = 3 a,z" *.
n=1
Supposons « non nul. Puisque A est continue en ¢, la relation qui
définit h équivaut a h(x}(r — a) = g{xr) — g{«). pour tout z € |-R, R[.

o
Considérons la suite {a,,) telle que g{x) — gla) = 3 a,r" et cherchons

"=
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+ 00
une suite (b,) telle que A{xz) = 5 b,z". La relation qui lic g et h
n=0
équivaut & : —aby = @ et pour tout n € N, b,_1 — ab, = a,. On en
déduit facilement par récurrence que, pour tout entier naturel n,

n +on
bﬂ _ 720'.’;”;6—””5 — akak'fn—l’
k=0 k=n+l
)
puisque ¥ azof = g(a) — gla) = 0. Si v € {la),R], la suite (a,r™) est
k—0

bornée. Considérons M > 0 tel aue |a,7"| < M pour tout n. On a alors,
pour tout n € N,

") o_ = o k_n-1| = o=k k—m-1 _ M & |O[‘ !
[br™| = Z ar” o < Z Mr" || =— Z —
kz=nt1 k=n+'1 r i=0 r
M
r— el

Comme la suite (b,r*) est boruée, le ravou de couvergence de la série
entiére ¥ b2 est supérienr 4 v. Puisque cela vant ponr tout » € J|af, R,

le rayon de convergence est bien supéricur ou égal a4 K. On a donc, pour
“+oo
tout © € |[-R, R, h{z) = 3 2" :la fonction h appartient & A.
n=0
Conclusion. Les seuls morphisies d'algebres de A dans B sont les

morphisimes d’évaluation en un point de lintervalle | — R, R[.

2. Soit a € |—R, R[ et soit D une @,-érivation de A. On sait d’apres
[exercice précédent gi'il existe & € & tel que, pour tonte fonction po-
lynéme P, D(P) = k¥P'(o). Soit g € A. Comme ci-dessns, on introduit la
forclion b £ A telle que g — gler) = (Id —a)k el on applique D a cette
égalité, 1l vient

D{g) = D{Id —a)@,, (k) + @, (11 —a)D{I) = kP, (h) = kh{e) = kg'(a),

car, 1d —a étant nne fonction polynéme, D(Id —a) = k.
Conclusion. Comme dans le cas des polynomes, les seules @-
dérivations de A sont les applications qui 4 f € A associe kf'(n), <

6.37. $-dérivation (3)

Soit E = C°(R, R). Détenniner les formes linéaires D : E — R
vérifiant, pour tout {f, g) € E?,

D(fg) = £(O)D(g) + glO)D(F).

(Ecole normale supérieure)




6.38. ©TUDE D'UNE ALGEBRE 315

I> Solution.

Si on note 1 la fonction constante @ — 1, on a D{1) = D(1)+D(1) et
done {1} = 0. On en déduit que D est nnlle pour toutes les applications
constantes. Si f € E, on peut éerire f = (f — F(0)) + f(0). Par linéarité,
on obtient D(f) = D{f — f{0)) et on est donc ramené i étudier la
restriction de D aux applications nulles en 0. II est clair que si f € E cst
une application qui vérifie £(0) = 0, alors on a D(f?) = 0.

Soit maintenant f € E telle que f(0) = 0. Si f est positive, on peut
écrire f = g% on g = +/f € E vérifie g(0) = 0. D’aprés ce qui précdde,
on a D{f) = 0. Dans le cas général, il est possible d*écrire f comme
différence de deux fonctions continues, positives et mnlles en 0. I suffit
de prendre

g{x) = max(f(x),0) et hlz) = max(—f(2),0).

Onaf—g—h gz0,hz0etg0)=n0)=0 Parlinéarit¢ de D, on
obtient D(f) = D{g) — D(k) = 0.

Conclusion. Le geule forme linéaire D qui convienne est done la forme
nulle. <

On termine cette série d’exercices sur les algébres avec iénoned sui-
vant.

6.38. Etude d’une algébre

Soit B = C°(R, R) et A T'ensemble des ¢ € £(E) tels qu’il existe
nne suite (A;);en & support fini d’éléments de R[X] vérifiant, pour
tout f € E,

w(f) = ZAJ“‘),

ot 1% désigne la dérivée i-ibme de f.

1. Montrer que p = 0 éguivaut & A; = 0 pour tout 4 € .

2. On admet que A est une algébre. En déterminer les éiéments
inversibles.

3. Existe-t-il des morphisines d’algébres de A dans R?

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. Hest clair que si les A, sont tous nuls, ¢ est nul. Réciproquement,
si @ = 0, on montre par récurrence sur ¢ que A; = 0, pour tout ¢ € N,

o En prenant f — 1, on obtlent o f) = Ag = 0.

s Si on suppose que A, = 0, pour 0 < 4 < w — 1, on obtient en
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prenant f 2z —— 37, p(f) = 3. A fW = nl A, doh l'on tire A, = 0.
i2n
La propriété est établie,
On en déduit qu'un élément de A s’écrit de manieére unique souns 1a

forme @(f) =3 A, f1.
2. Soit ¢ € A défini par @(f} =3 A, poor tout f € E. Suppo-
sons que  soit inversible et que son inverse 1 s'éerive ¥ (f) = 3B, ).
7

On obtient alors 9) 0 p = [dg ¢’est-&-dire, pour tout f € E,

(J)
f=Wop)f) =Y B, (Z Ai,f(”)
7 g

- Z B; Z C?At(.j“k)f(ﬂ—k)
3

0k

=2 | 2 GmArt s | g
2]

0L p
=+3Zp
en vertd de la formule de Leibnis.

Ni ¢, 1 1 ne sout nuls. Soit #q (resp. fp) Ie plus grand iudice 7
(resp. §) pour lequel A; # 0 (vesp. B, # 0). Considérons le coefficient,
de f770) daus la somme précédente. 1l cst égal & A, By, En effet, si
i4J =0+ Jo, ona,sid >, Ay = 0et, sii<idg, 7> jo et done By = 0.
Siip + jo # 0, le coefficient de f¥0+79) p'étant pas nul, on ne peut pas
avolr, pour tout f ¢ B,

B HEREE AN
P

ugign
itizp

d’aprés Punicité de Pécriture démontrée a la premitre question. On a
done néeessairemnent 7o = jo = 0. On obtient alors f = ApBof, powr
tout f € B, co qui n'est vérifié que si ApBy = 1. Ceci nécessite que Ag
soit un polynéme constant non nul. Alors p = Ap Idg, avec Ag € R*,

Réciproquement, s'il existe A € R* tel que p = Aldg, alors ¢ est
évidemment inversible, d’inverse v = 5 Idg.

Conclusion. Les éléments inversibles de A sont les endomorphismes
de la forme X g, avec A £ R*.

3. Supposons qulil existe un morphisme d'algeébres F de A dans R.
Notons D et ) Ies éléments de A définis, pour tout f € E, par D(f) =
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et p1(f) =Idg f: 2 — xf(2). On a alors, pour tout f € E,
Do gn(f) = D(lde f) = £+ g f' = f+ o1 (f),
et donec Doy = Idg +p1 o D. On en déduit que
F(Idg) = F(D o ¢1) —F(¢1 ¢ D) = F(D)F(¢1) = F1)F(D) = 0.

Or par définition un morphisme d’algébre doit envoyer ’élément nnité
de A sur 1.
Conclusion. Il n’y a pas de morphisme d’algebres de A dans R. <



Chapitre 7

Matrices

Les systémes de n équuiions linéaires ¢ n inconnues sont étudiés des
le milieu du XVII® siécle. Cramer décrit explicitement les formules don-
nont lo solution sous forme du quotient de deur expressions qui porte-
ront aprés Cauchy le nom de déterminants. Celui-ci donnera la formule
géndrele définissant le produit de deur déterminants. Le notion d’ep-
plication lin€aire, sous le nom de «substitution linéaires, apparait aw
début du XIX® siécle dens les travaur de Lagrange. puis de Gauss sur les
formes quodratiques & coefficients entiers. Ce dernier, pour la premiére
fois, représente la substitution linéaire

(z,y,2) — (az + by +c2,d'z + Vy + 2,0 v + ¥y + '2)

e b ¢
par un tableau o W & . Il étudie explicitement ce qui se pusse
a'h' bh’ C.h’

quand on compose de telles transformations linéaires, autrement dit, il
donne dans ce cas lo régle de multiplication des matrices. Il note que ce
résultat s’€tendrait & un nombre quelcongue de variables. Dans ses tra-
veur de théorie des nombres, Eisenstein €largit le symbolisme de Gauss
et introduit lo notution 1 quond 8 o un déterminant non nul. Le terme
de matrice est inventé par Sylvester vers 1850. Cayley, qui définit un
espace vectoriel de dimension n comme un systéme de n nombres réels
ou complezes (vers 1845). écrit en 1858 le mémoire que Uon considére
comme ayant créé la théorie des matrices : il y définit a la fois addition
et la multiplication des matrices carrées et rectanguleires. Pour lut, une
matrice est une fagon abrégée de noter une substitution lindaire.

Létude plus approfondie des matrices va se foire 4 travers les formes
quadratiques. Depuis le Xv11°® siécle, on recherche des iransformations
lindaires romenant celles-ci 4 des formes simples. On est conduit d
considérer des relations matricielles de la forme A’ — 'UAV. A par-
tir de 1850, une série de traveur ve viser & obtenir des invariants dans
le passage de A & A'. Ces résultats seront résumés et approfondis duns
les mémoires de Frobenius, vers 1870. Il établit les formules de chan-
gement de bases A' = U~TAV | montre que toute molrice de yang r est
1,
00
résolution des systémes d'équations lindaires.

équivalente @ . M1 élucide de maniére définitive le probléme de lu

319
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Rappelons maintenant Uessentiel du cours. Soit E,F deuz K-espacey
vectoriels de dimension finie non nulle, respectivement p et n. Le choix
dune base B de E et d’une base C de F permet de ramener Uétude d'une
application linéaire v de E dans F & celle de sa matrice A € M, ,(K),
relotivement aux bases B et C. En effet, u s’identifie alors simplement
@ Vapplication linéaire de K? dans K" canoniguenent associde 6 A, gue
{'on note souvent encore A. On dispose alors d’un outil analytique pour
Uétude de u permetiant le colcul du rang, et pour des endomorphismes,
du déterminont, du polynéme caractéristique, du spectre, ete.

Le fait que Uon puisse choisir librement les bases B et C conduit &
indroduire lo notion de matrices équivalentes : deur matrices A et B
de My »(K) sont équivalenies si elles représentent la méme application
linéaire dans des bases différentes. Pour cela, il fout et suffit qu’il existe
(Q,P) € GLp(K) x GL,(K) tel que B = Q7 'AP. C’est une relation
d’équivalence, dont les classes sont paramétrées par le rang.

Dans Uétude des endomorphismes de E, prendre la méme base & «l'ar-
rivées el au «départs, permel de faire correspondie le produit matrictel
et la composition. Le changement de base se traduit alors par la notion
de matrices semblables, relotion d’équivalence bien plus fine que lo relo-
tion précédente, On renvoie le lecteur au chapitre sur le réduction, dans
le tome 2 d’algebre, pour '¢tude de cetie notion. Il y trovvere de méme
un chapitre consacré spécifiguement an groupe linéaire.

Commengons par une série d’exercices consacrés d lo notion de rang.
Le premier fournit un exemple de probléme abstrait que Uon résout par
une traduction matricielle. Nous en avons déji donné une solution sans
foire appel auz matrices dans Uezercice 6.5.

7.1. Condition pour que rgg < rg f

Soit E et F deux K-espaces vectoriels non nuls de dimension
finie, f et g dans £(E,F). Montrer que rgg < rg f si et seulement
¢'ll existe h € GL(F) et & € L(E) tels que hog = fok.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

L’exercice est traité matriciellement. On note n la dimension de F, p
celle de E, v le rang de f. On fixe des bases quelconques de E et F et on
considére la matrice A € M, ,(K) de f. En écrivant I'égalité hog = fok
sous la forme g = ! o f ok et en appelant P et Q les matrices de A~ !
et k, on voit que Je probléine posé consiste & montrer que Pensemble

04 = {PAM, P € GL,(K),M € M,(K)}

est 'ensemble des matrices de rang inférieur on égal & r = rg A.
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On observe que, pour toutes matrices P € GL,(K) et M € M, (X),
on a rg(PAM) = rg(AM) < rg(A), car Im AM C Im A, ce qui établit une
inclusion.

On remarque que si B € Q2,4, toute matrice équivalente a B est aussi
dans Q4. On note, pour 0 < k < min(n, m), Jp = (@4 )1gicn € M p(X)

1si

» ra k] gg{p -
la matrice définie par a1; = ag2 = --- = upx = 1 et a;; = 0 sinon. Elle

est de rang k. Comme deux matrices de M, ,(K) qui ont le méme rang
sont équivalentes, il nous suffit de prouver que pour tout s € r, J, € 2.
On sait que J, € Qa, pulsque A € 4. Il suffit alors de constater que

L 0) de M, (K), pour

pour s < 7, J; = J,.M, ou M est la matrice (0 0

conclure. <

L’exercice suivant sera & rapprocher des importants lemmes de fac-
torisation de I’exercice 6.4.

7.2. Factorisation bilatére

Soit A, B, C dans M, (X). Donner une condition nécessaire et
suffisante pour qu’il existe X dans M, (K) telle que C = AXB.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

Une condition nécessaire se voit facilement : il fant que Ker B C Ker C
et que InC C Im A {ce qui impose en particulier que rgC < rg A et
rg C € rg B). On va voir en fait qu’elle est suffisante.

Dans ce qui suit on note ¢y Papplication linéaire canoniquement as-
sociée & une matrice M. On suppose donc Ker B C KerCet ImC C Im A.
Choisissons H un supplémentaire de Ker B dans X™. Les applications ¢¢
et waxp coincident sur Ker B quel que soit le choix de X. I suffit de
faire en sorte qu’elles coincident aussi sur H. L’application wp établit
un isomorphisme entre H et l'espace wp(H) = Im B, isomorphisme que
nous noterons ug. 1l suffit donc de trouver X telle que si f désigne la
restriction de ox & ImB alors wa o f = oo ugi. Donnons-nous un
supplémentaire K de Ker A de sorte que 4 induise un isomorphisme u s
entre K et Im A. Par hypothese, InC C Im A. Donc f = uf cwgo u];l
est bien définie et convient. Il existe évidemment des matrices X telles
que ¢x|mp = f. <

Lexercice suivant montre qu’une application multiplicative de M, (K)
dans K, non constante, permet, comme le déterminant, de caractériser
Uinversihilité.
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7.3. Fonctions multiplicatives et inversibilité

Soit f une application non constante de M,{K} dans K, telle

que, pour toutes matrices A et B, on ait f(AB} = f(A)f(B).
Montrer que f{A} = 0 si, et senlement si, A n’est pas inversible.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

¢ On observe d’abord que f(0} = f(0)f(0) et donc que f(0) € {0,1}.
Si f(0) =1, om a f(A) = f(A)}f(0) = f(0) = 1, pour toute matrice A,
et Iapplication f est constante, ce qui est contraire & I'hypotheése. On a
donc f(0) = 0.

On obtient, de méme, f(I,} = f(I,)f(I.} et donc f(I,) € {0,1}.
Si f(I,) =0, on a f(A) = f(AL,) = f(A)f(L,) = 0, pour toute ma-
trice A, et f est constante. On a done f([,) =1.

& Supposons A inversible. On peut alors éerire

F(AYF(A™) = f(I) = 1 et donc f(A) # 0.

® Soit A et B deux matrices équivalentes : B = QAP avec (Q et P dany
GL,(K). Comme f(B) = fiQ)F(AVf{P), on a. d’apres ce qui précede,
f(A) = 0 si et seulement si f(B) = 0. Autrement dit, sur une classe
déquivalence, soit f est identiquement nulle, soit elle ne s’annule jamais.
Il suffit done, pour la récipreque, de montrer que pour tout 7 < n il
existe une matrice A de rang r telle que f(A) = 0. On peut prendre une

0L
matrice nilpotente de rang r, par exemple K, = ) e M, (K).

0jo0
On a alors (K,)"™* = 0 et donc f(X, )"t = 0et f(K,) est bien nul, tont
comme f{A). <

7.4. Degré et valuation du polynéme det(XA + B)

Soit A et B dans M, (C). On pose P(t) = det(tA + B). Etablir
(e
“degP < tgA et valP 2z n—rgB.

(I:]cole polytechnique)

> Solution.

L. 0

0 0/
Elle s’écrit donc A = QJ.R avec Q et R inversibles. On considere la
matrice B’ telle que B = QB'R. On a

¢ Sile rang de A est r, A est éguivalente A la matrice J, =
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P(t) = det{(Q(tJ, + B')R) = det Qdet R det(tJ, + B).

En notant (eq, ..., e,) la base canonique de C™ et Cq, ..., C, les vecteurs
colonnes de B’, an obtient

P(t) = det Qdet Rdet(te; + Cy, ... . ter + G, Cppr, ..., Cn).

En utilisant la multilinéarité du déterminant, on voit que P est un po-
lyndéme en t de degré inférienr ou égal a4 r, le coefficient de t" étant
det Qdet Rdet(es,..., e, Crg1, ... Co).

o Notons Q(t) = det(A + {B) le polynome obtenu en échangeant A
et B. On a d'apres le point précédent, deg((}} < rgB. Or, par multi-
linéarité du déterminant, P(f) = t"det(A + %B) = 7 QY % ). Cette ex-
pression montre que la valuation de P est égale 4 n — deg Q. La seconde
inégalité en résulte. <

On montre dans 'ezercice swivant que, pour qu’un endomorphisme
de Mp(C) conserve le rang, il suffit qu’il conserve le caractére inversible,

7.5. Endomorphismes de A, (C) stabilisant le groupe linéaire

Soit v un endomorphisme de M, (C) tel que si M appartient
& GL,(T), alors (M) appartient & GL,(C).

1. Donmner des exemples de tels endomorphismes.

2. Montrer que, pour tout M € M, (C). M appartient i GL,(C)
si, et seulement si, (M) appartient & GL,,(C). Pour cela, on prou-
vera que si rg M < n, il existe P € GL,(C) tel que pour tout A € C,
P — AM est inversible.

3. Montrer que rgp(M) = rgM. Pour cela, on montrera que
sirg M = r, il existe @ € GL,(C) tel que Q — AM soit non inversible
pour r valeurs de A exactement.

4. Montrer que ¢ conserve le rang.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. 8i P et Q sont dans GL,(C), I'endomorphismes M — QMP
convient. La transposition convient également. Par suite tous les endo-
morplismes du type M —— Q*MP vérifient la propriété de ’énoncé.

2. Soit M € M (C).

s Montrons tout d’abord l'indication. Supposons rge M < n et M non
nulle (si M = 0 toute matrice inversible P convient). Géométriquement,
on souhaite prouver qu’il existe une droite affine de M,, (C) dirigée par M
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ct incluse dans le groupe linéaire. En multipliant par P!, le probleme
se ramene & montrer 'existence de P € GL,(C) tel que pour tout A ¢ C,
on ait I, — AP7'M € GL,(C). Cette condition éqguivaut & dire que la
seule valeur propre de P~ M est 0, ¢’est-a-dire que P~ M est nilpotente.

Oun utilise excore les matrices équivalentes. Cotmme rgM = r < n,
elle peut s’écrive M = AK,. B ol K, = (8 IJ) et (A,B) € GL.(C)%
Comme la matrice K, est milpotente, la matrice B-'A~'M = B—'K.B,
qui lui est semblable, est. aussi nilpotente. Ainsi P = AB convient.

e On suppose toujours rg(M) < n et on va montrer maintenant
que {M) est non inversible. La matrice P étant choisie de manigre & rem-
plir Ja condition ci-dessus, on a (P — M) = @(P) — Ap{M) € GL,{C)
pour tout A dans €. Comme P est inversible, ¢(P) 'est aussi et pour
tout A € C,

I — A2 (M) (9(P)) ™" € GL,(C).

Donc 0 est la scule valenr propre de ¢{M) (;,:(P))_I . celle-ci est nilpo-
tente, donc non inversible. Nécessairement, (M) est non inversible. On
a donc bien 1'équivalence demandée.

3. L’inégalité rg(e(M)) = vg M est vérifiée si M est inversible. Sup-
posons dans la suite r = rg M < n.

e On commence par démontrer indication en suivant une démarche
analogue a celle de Ja question 2. On écrit cette fois M = AJ B, avec
J.= (IJ 8 et (A, B} € GL,{C)*. Soit D = Diag(1,2,...,n) € GL,(C).
Posons Q = ADB. Ona Q — AM = A(D — Al,)B. Elle est non inversible
si et seulemnent si A € {1,2,...,r}.

e D’aprés Ja question précédente, o(Q — AM) = »(Q) — Ap{M) est
non inversible pour exactenent v valeurs {non nulles) de A. Il en va de
méme de I, — Ap(Q) ~1(M). Ou en déduit que la matrice (Q) " Lp(M) a
exactement r valeurs propres non mlles distinctes : elle est donc au moins
de rang r. On en déduit que (M) est au moins de rang r puisquielle est
de méme rang que Q) Lp(M).

4. [l résulte de la question précédente que ¢ est injectif; ¢’est done un
automarplisme de I'espace vectariel M, (C). 8i M € GL,(T), o 1 (M)
cst inversible en vertu de la question 2 puisque M = ¢(p 7 (M)). L'en-
domorphisme ! vérifie donc la méme hypothése que p. Daprés la
question précédente appliquée & ¢!, il vient

1g M = 1gy ! {(9(M)) = reg (M) et finalement rg M = rg p(M).

Conclusion.  L’endomorphisme » de M, (C) conserve le rang. <
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Llegercice suivant aborde la détermination de tous les endomor-
phismes de Uespace vectoriel My, (C) qui conservent le rang. On remarque
gue ce sont nécessairement des automorphismes. Notons que ce résultat
a fait Uobjet d’un probléme d’éerit posé au concours de I'Ecole polytech-
nigque en 1988,

7.6. Endomorphismes de A,,{C) conservant le rang

1. Décrire les sous-cspaces vectoriels de M, (T) formés de ma-
trices de rang au plus 1.
2. Déterminer les autormorphismes de Uespace vectoriel M, (C)
qui conservent le rang.
(Ecole normale snpérieure)

£ Solution.

On snpposera dans la suite que n 2 2, sinon tous les sons-espaces vec-
toriels de M, (C), puis tous les automorphismes de M,,(C) conviennent.

1. e On commence par décrire les matrices de rang 1. Soit A une
matrice de rang 1 de M, (T). Les vecteurs colonnes de A sont propor-
tionmels. Si on fait la convention d'identifier M, (C) avec C™. il existe
done des vecteurs X € C*\ {0} et Y = *(3a,.. ., yn) € C*\ {0} tels que
les vecteurs colonnes de A soient (11X,...,¥,X). On a donc A = X'Y.
Réciproquement, toute matrice qui s’éerit X £y, ot X et Y sont des vec-
tenrs colonnes not nuls est de rang 1. car elle est non nulle et ses colonnes
sont. toutes colineaires a X.

L'écriture de A sous la forme X 'Y n'est pas unique. On vérifie
aisément que deux matricos A = XY et A7 = X' 'Y’ de rang 1 derites
sous cette forme, sont colinéaires si et sculement si les deux familles
(X, X" et (Y.Y") sout lides et en particulier, on a A — A’ si et seulement
il existe X € C* tel quo X' = AX et Y/ = 1Y,

e Op dispose dés maintenant J’un moyen simple pour fabriquer des
sous-espaces vectoricls de M, () formés de matrices de rang an plus 1.
Soit X & C"\ {0} une colonne non nulle. L’application fx : C” — Mu(C)
qui & Y associe X 'Y est linéaire. ['image d’un sous-espace vectoriel L
de C™ par fx cst un sons-espace vectoriel de My, (C) formé de matrices de
rang au plus 1. Posons Ex ), = fx(L). Comme le noyau de fx cst réduit
4 0 d’apres ce qui précede, fx est injective et Ex i a méme dimension
que L.

De la méme maniere, on peut fixer une colonne Y ¢ €” non nulle
et prendre les images des sous-espaces vectoriels de C* par I'application
linéaire gy : C" — M,(C) qui & X associe X*Y. Si L est un sous-
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espace de C", on notera Ep v le sous-espace gv(L). On a également
dimEy, y = dimL.

# On va montrer que les sous-espaces obtenus dans le point précédent,
sont les seuls possibles. Soit E un sous-espace vectoriel de M, (C) formd
de matrices de rang au plus 1. S5i dimE = 1, le résultat est clair. On
suppose done dimE 2 2. Soit A et A’ deux matrices non colinéaires
de E (donc non nulles), que nous éerivons A = XY et A’ = X'*Y’. On
note que

rg(A+ A €1 == (X X') lie ou (Y,Y’) lite.

En effet, supposons que les familles (X, X'} et (Y,Y’) sont libres. Si
onnote Y = Y(yi,... un) et Y = '(yl,....4,), les vecteurs-colonncy

Y ) dans la baso

y ey

de A + A’ ont pour coordonnées ( Z,l
1 "
(X, X’). TIs e sont pas tous colinéaires car la famille (Y, Y”) est libre ol

onarg(A+A") =2
* Supposons alors gue (X, X’) est libre. D’aprés ce qui précéde,
comme A + A’ € I, la famille (Y,Y’) est lice.

Soit maintenant une autre matrice A” = X”*Y” non nulle, de E.
Supposons que la famille (Y, Y”) est libre. Alors (Y/,Y") est également
libre et nécessairement les familles (X, X”) et (X, X} sont lies (toujours
grice & I'implication ci-dessus). Mais comme X" # 0, la famille (X, X’)
est lide, ce qui est contrairce & notre hypothese. On a done Y colinéairo
a Y. Comme Y"” n'est défini qu’a une constante rhultiplicative prés, on
peut supposer Y” = Y. Tout élément de E peut done s'éerire X7 Y,
avec Y = "\ {0} fixé. Conune Y est fixé, une telle écriture d’un élémeni,
de E est unique. La matrice X" 'Y décrivant un sous-espace vectoriel do
M, (C), X" décrit un sous-espace vectoriel L de C™. Finalement, on
alE= EL,Y~

* On montre de la méme maniére que lorsque (Y, Y*) est libre, il
existe un sous-espace vectoriel L de €™ tel que E = Ex 1.

Conclusion. 11 y a donc deux types de sous-espaces vectoriels do
My, (C) formés de matrices de rang au plus 1, qui sont les sous-espaces
Ex1 = (XY, Y e Ll et ELy = {X'Y,X € L}, X et Y étant des vec-
teurs non nuls de C* ct L un sous-espace vectoriel de C". La dimension
d'un tel sous-espace est celle de L; elle cst au plus égale & n.

2. Soit ® un automorphisme de Vespace vectoriel M,,(C) conservant,
le rang. 1l transforme tout sous-espace vectoriel de M., (C) formé de
matrices de rang € 1 en un sous-espace formé de matrices de rang < 1,
et de méme dimension. Nous nous intéresserons particulierement aux
gous-espaces de dimension n. Un tel sous-espace est de la forme Ex o= ou
Egn v. Pour alléger les notations, nous poserons désormais Ex cn = EX
ct Egn y = E%r
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® Soit Xg un élément non nul, fixé de C™\ {0}. 1l existe X§ € C*\ {0}
tel que @(E%O) = E;% ou E26' Nous nous contenterons d’examiner le
premier cas, le deuxiéme pouvant s’en déduire. En effet, considérons
P’endomorphisme T de M, (C) : A - *A. C’est un antomorphisme de
M., (C) qui conserve le rang et T o & également. Mais si ®(E} ) = E,,
alors To ®(EY ) = E)lq} et en remplagant ® par T o ® on est ramené au
premier cas. On suppose donc dans la suite qu'il existe X € C™\ {0}
tel que ®(E} ) =EL, .

* 51 X € €\ {0} est colindaire & Xo, ®(Ek) = (B, ) = E}, . Si
la famille (Xq, X) est libre, alors il résulte des conditions d*égalité de deux
matrices de rang 1 (cf. question 1), que E} NE} = {0}. On en déduit,
par injectivité de & que E)lq) N ®(EL) = {0}. 9l existe X' € C*\ {0}
tel que ®(EL) = EZ, alors E;‘(B N ®(EL) est égal & Vect(Xp*X"): cest
inpossible, Nous avens donc démontré que, pour tout X € €™\ {0}, il
existe X' & C*\ {0} tel que ®(EL) =EL..

* 8i on prend Y € C"\ {0}, on a By NEJ = Vect(Xo*Y) et
®ELINS(E) = Ex, N®(EL). Si ®(FF) = By, alors ®(Ex )N ®(ET)
est {0} ou E§({.., selon que XJ et Y’ sont ou non colinéaires. Ce n’est pas
une droite vectorielle ; ¢’est impossible. Nous avons donc démontré que,
pour tout Y € C*\ {0}, il existe Y’ € C" \ {0} tel que ®(EL) = E%,.

Le probléme est que X’ et Y’ ne sont pas définis de maniére unique.

e Soit X un élément non nul, fixé de C™\ {0}. Supposons choisi un
vecteur X' tel que ®(EY) — E},. Pour tout Y € R™, $(X"Y) appartient
a ®(EX) = EL,. Il existe donc Z € R"™ tel que ®(X'Y) = X'*Z. Le
vecteur X’ étant fixé, ceci définit un Z unique. Considérons I'application
Gx Y € C" — Z & C". Puisque & est lindaire, Papplication Gy est
aussi linéajre. D’autre part, on a

Cx(Y) =0 = d(X'V)=0=X'Y =0= Y =0, car X £0.

On en déduit que Gx € GL,(C). On définit en particulier Gx, par le
choix de X effectué tout au début.

Soit alors Y € €™\ {0} et Y’ tel que ®(EZ) = EZ,. On a, pour
tout X € C*\ {0},

X 'Gx(Y) = &(X'Y) € ®(EZ) =E%,.

On en déduit que, pour tout X & €™\ {0}, Gx(Y) est colinéaire & Y’ et
donc que Gx(Y) est colindaire & Gy, (Y). Ce qui peut encore s*écrire :
GXa o Gx(Y) est colintajre & Y, ceci pour tout Y € C". Clest un résultat
classique (rappelé avant 'exercice 6.6} qui permet alors d’affirmer que
G;(:} o (Gx est un homothétie : il existe Ax € C* tel que Gx = AxGx,-
Mais I’application Gx est définie & une constante multiplicative prés, qui
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dépend du choix de X’. En remplagant X’ par un vecteur colinéaire, on
peut supposer que Gx = Gx,, pour tout X € C* \ {0}.

Pour simplifier on note Gx, = G. On obtient donc que, pour tout
X e Cn, il existe X' € C™ tel que #(X'Y) = X' *G{Y). Le vecteur X’ est
maintenant déterminé de manidre nnique. Comme précédemment pour
(G, on montre aisément que lapplication F : X € C" —— X' € C" est
linéaire et injective.

Soit P et Q les matrices respectives de F et G dans la base canonique.
Ce sont des matrices inversibles. On a, pour tout {X,Y) € (C")?,

B(X'Y) = F{X)'G{Y) = PX*(QY) = PX*Y Q.

Autrement dit, on obtient ®{A) = PA ‘Q, pour toute matrice de rang 1.
Toute matrice de M,{C) étant somme de matrices de rang 1 {par
exemple somme de matrices colinéaires aux matrices de base E;;), cette
égalité est vraie pour toute matrice A € M, (T).

Pour terminer, regardons ce gqu’on obtient pour ® dans le cas ol
@(E%(D) est de la forme E;Z(é. En composant avec T on obtient une appli-
cation du type précédent : il existe donc deux matrices inversibles P et
Q telles que, pour tout A € M, (C),

HB(A)) =To®(A)=PA'Q, et donc P(A) = Q*A'P.

Conclusion. S5i ¢ est un automorphisine de A, (C) conservant le rang,
alors il existe deux matrices inversibles de M, (C) telles que I'on ait
soit #(A) = PAQ, pour tout A € M,(C), soit ®{A) = P'AQ, pour
tout A € M, (C). Il est clair que, réciptoguement, les applications ainsi
définies sont des automorphismes de Mp{C) qui conservent le rang. <

Notons gque lg preuve ci-dessus n'utilise en aucune maniére le foit
gue le corps de base est C. Aussi le résultat est-il valide pour un corps
quelcongue.

La série d’exercices qui suit concerne la trace. On commence par une
petite équation matricielle qui fait intervenir la frace.

7.7. Equation matricielle X 4+ *X = (Tr X)A

Soit A € M,(R). Résoudre I'équation X + *X = (TrX)A on
I'inconnue X est dans M, (IR).

(Ecole polytechnique)

> Solution,

Si X est solution, on obtient en prenant la trace des deux membres
de I'égquation 2Tr X = Tr X Tr A.
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e SiTrX =0, alors !X =—X : X est antisymétrique. Réciproquement,
toute matrice antisymétrique est solution de I’équation.

e 5i TrX # 0. nécessairement, TrA = 2 et A = HT_&’I._).{(X + 'X) est
symétrique. On a alors

(xf T;XA) 4! (X— ?A) -0

et donc X — nX A est antisymétrique. Autrement dit, il existe B anti-

symétrique telle que

x=T%yp

Réciproquement, si A € R et B est antisymétrique, X = AA + B est
solution. En effet, ona Tt X = A'Tr A = 2h et X+ X = 2AA = (Tr X) A.

Conclusion. 5i Tr A # 2 ou si A n'est pas symétrique, les seules so-
lutions sont les matrices antisymétriques. Si TrA — 2 et A symétrique,
les solutions s’écrivent AA + B avec A € R et B antisymétrique quel-
conques. <

En combinant la trace et le produit, on obtient sur M, (K) la forme

bilinéaire (X.Y) v Te(XY) qui permet d’étublir un isemorphisme co-
nonique entre Mn(K) et son duagl, comme le montre Uexercice suivant.

7.8, Dual de M,,(K)

1. Si A ¢ M,(K), on note fa la forme linéaire définie, pour
tout X € My (K), par fa(X) = Tr(AX) . Montrer que l'application f
qui & A € M, (K) associe fa établit un isomorphisme entre M, (K)
et son dual.

2. Soit f @ M,(K) — K une forme linéaire vérifiant, pour
tout (X,Y) dans M,(K)?, f(XY) = f(YX). Montrer l'existence de
A € K tel que, pour tout X € M, (K), f(X) = ATr(X).

(Ecole normale supérieure)

> Selution.

On notera (Eij)i1gi jgn la base canonique de M, (IX). On rappelle
que, pour tout 1 £ 4,7,k 1< n, ona E,;Ey =8;:E; .

1. On vérifie aisément que f est linéaire. Pour des raisons de dimen-
sion, il suffit donc de prouver quelle est injective. Soit A = (@45)1<i,5¢n
telle que fa = 0. On a done, pour 1 € iy, jo < n,
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0= Tr(AEiojo) =Tr ( Z Qi Eij Eiojo) =Tr (Z i Eiig E’iojo)

1€4,7€n i=1
n
= E aiiy Tr (Eijy) = g4
i=1

Done A est nulle.
2. e On peut donner une solution directe de cette question. On ob-
tient, si 1 € 6,7 < net i #£ J,

f(Eg) = f(BuEy) = f(EyEq) = f(0)=0.
On a également
F(Bi) = f(EyEj) = F(EjuEy) = f(Eyy).

Si on note A la valeur commune des f(E;;), on remarque que les formes
linéaires f et A'Tr coincident sur fa base canonique de M, (K). Elles sont
donc égales,

e On peut aussi utiliser la premiere question. Soit A € M, (K) telle
que f = fa. On a, pour tout (X,Y) € M, (K)?, Tr(AXY) = Tr(AYX).
Comme Tr{AYX)} = Tr(XAY}, on en déduit que Tr((AX — XA}Y) = 0.
Cela étant valable pour toute matrice Y, on a, d’aprés la question 1,
AX =XA. Ainsi A commute avec toute matrice X ; il s’agit donc d’une
matrice scalaire. Cela résulte du fait (démontré page 269) que le centre
de L(E} est I'ensemble des homothéties. Donnons-en une démonstration
directe. Si A = (a;; )1 jgn. ona pour 1 <4, < n,

AR = Z ap g By = ZakiEkj
1gkIgn k=1
™
=E; ;A= Z BBy = Z aj By

1<k, I<n I=1

Par umicité de I'écriture, on obtient ay; = O pour k £ i et ay; = aj5 1 A
est bien une matrice scalaire. On retrouve ainsi que f = f4 est colinéaire
a la trace. <

Notons gue la seconde question fournit une caractérisation de la trace
(& un scalaire prés) parmi les formes lindaires. Les formes linéaires per-
mettent de caractériser analytiguement appartenance & un hyperplan.
Le résultat que Uon vient de voir est donc naturellement utilisé dans
Uerercice suivant.
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7.9. Tout hyperplan de M., (K) coupe GL,,(K)

Montrer que pour n 2 2, tout hyperplan de M,(K) rencontre

GL,(K). ,
(K) (Ecole polytechnique)

> Solution.

Soit H un byperplan de M, (K). C'est donc le noyau d’une forme
linéaire non nulle f. D’aprés 'exercice précédent, il existe A € M, (K)
non nulle, telle que pour tout X ¢ M, (K}, f(X) = Tr(AX).

Le probleme est donc de montrer qu’il existe X inversible telle que AX
soit de trace nulle. On va une fois de plus utiliser la notion de matrice
équivalente, Notons » = 1 le rang de A. Nous savons qu'il existe I et
Q dans GL,(K) tels que PAQ = J, = (Ig 8 . Alors, si X € M, (K),
Tr(AX) = Tr(PJ,QX) = Tr(J,QXP). Il nous suffit donc de trouver une
matrice inversible Y telle que Tr(J,Y) = 0 (on posera X = Q'YP™!
qui sera donc dans GL, (K} et dans H). La matrice de permutation

00 .. .. 01
10 " 0

Y=(|01¢0 : convient car J,Y a sa diagonale nulle. <
O 10

Une question se pose alors naturellement. Quelle est la dimension
mazimale d’un sous-espace vectoriel de My (K) qui ne rencontre pas le
groupe linéaire ¢ C’est au moins n(n—1) puisque le sous-espace formé des
matrices dont la derniére colonne est nulle convient. L'ezercice suivant
détermine plus généralement la dimension mazimole d’un sous-espace
vectoriel de M, () dont tous les éléments sont de rang inférieur d p, le
cas p=n — 1 répondant & la question posée au début.

7.10. Dimension maximale de sous-espaces de matrices de rang < p

Soit V un sous-espace de M, (R) tel que, pour tout M € V, on
ait rgM < p. On souhaite démontrer que dim'V < pn.
1. Montrer que que 'on peut se ramener au cas ot V contient

la matrice ( IS’ ({)) ) Cette condition sera supposée réalisée par la

suite.
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: - AjC
Montrer que toute matrice de V peut s'écrire B0 ),

avec A € My(R), Be M, _,.(R), C e M, ,_»(R) et BC =0.
2. Conclure, en considérant l'application qui 4 tout élément

( % g ) de V associe (A, 'B + ()}, élément de 'espace vecto-
riel E = Mp(R) x M, ,_,{(R).

3. Montrer que le résultat reste vrai lorsqu’on remplace le corps
de base R par un corps quelconque infini K. Pour cela, on considérera

) C . AlC . 0,C
Iapplication g qui & (T’T) associe (ﬂf), W = g(V) et

lapplication ¢ : g ) e Wr— CeM,, ,(K)et on mon-

0

B
. f 010 /

trera que si 5o ) € Ker®, alors pour tout €' € Im®, on

a BC' = 0. On en déduira que dim W < p(n — p), avant de conclure.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. » On peut supposer que V contient une matrice de rang p (sinon
on remplace p par le rang maximal d'un élément de V). Une telle ma-
L |0
010
alors V! = {R7'MS™1 M € V}, qui est un sous-espace de M, (R) de
méme dimension que V (puisque Papplication M — R™IMS~! est un
automorphisme de M, (R)) et dont les éléments sont encore de rang
inférieur & p. 11 suftit donc de démontrer le résultat pour V', qui contient

trice peut s’écrire R S, avec R et S inversibles. On considére

I
la matrice P = ( 5) 8 ) On suppose désormais que V contient P.
. Al C
Soit M = (—grp5~ ) dans V, avec A € M,(R), B € Mn_,,(R),
Ce My, p(R) et DeM,_,(R).
.y . A-—AL | C
e Considérons, pour A € R, la matrice M — AP = B D)

Celle-ci est dans V' ; son rang est donc inférieur ou égal a p. Considérons
une matrice d’ordre p--1 extraite de M—AP et bordant la matrice A—AlL,.
A=A, | Y,

X; d;;
étant un coeflicient quelconque de la matrice D, X; la i-éme ligne de B
et Y; la j-#me colonne de C. Les indices 4 e j étant fixés, considérons
I'application f qui, & tout réel A associe le déterminant de la matrice

Elle sera donc de la forme yavee 1 €4, < n—p,dy
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( A-AlL|Y;

X dij
étant de rang inférieur ou égal & p, puisque dans V, on a f(A) = 0 pour
tout réel A : f est la fonction nulle.

* Le coefficient de A* dans f est (—1)Pd;;. On a donc dy; = 0.
Comme ccla est vrai pour tout (4,7} tel que 1 < 4,7 < n—p, on en déduit
que D =0.

* Examinons maintenant le coefficient de A~ Nommons ey,

). C’est une fonction polynomiale. La matrice M — AP

€3,..., e les vecteurs de la base canonigque de R”™, C,Cy,...,C, les
. Y;
vecteurs colonnes de la matrice ( ;2’ ) et Z = ( UJ ) Alors, pour
i
tout A € R,

F(X) =det(Cy — Aey, Ca — dea, ..., Cp — Aep, Z).

On calcule ce déterminant en utilisant la multilinéarité ct on trouve que
le coefficient de X?~ 1 est

P
Zdet(—)\el, caey —)\ek_]_, Ck, *)\Bkle, ceey 7)\6;,, Z)
k=1

En posant X; = (z1,%2,...,2p) € Y; = *(41,92,...,Yp), on obtient,
pour 1 < k < p,

det(—)\el, ooy =2 1,Ch, —Aeptt, - —)\ep, Z) =
—A a1k Y1
Qik e | _ywye—1 Akt  Yk| _ R SY:]
. L =N ze O (=) 2y
Ak —A Up
0o ... Lk ... 0 0

p .
Le coefficient de AP~ ! est donc (—1)7 3" @y = (—1)P7'X;Y;. On a
f=1

done, pour 1 < 4,7 <n—p, X;Y; =0 Paisque X, est le ¢-itme vecteur
ligne de B et Y; le j-iéme vecteur colonne de C, X;Y; est le coetlicient
d’indice i de BC. On obtient finalement BC = 0.

Nous avons démontré gue tout élément de V s'éerit M = (%‘i) )

avec A € Mp(R}, BE M,,_, (R}, C € M, ,,_,(R) et BC =0.

2. Considérons 'application ® gqui & toute matrice M € V| éerite
comme ci-dessus, associe le couple (A, *B + C), élément de lespace
vectoriel E = My(R} x M, ,(R). L'application ¢ est clairement
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linéaire. Montrons qu’elle est injective. L’égalité (M} = 0 équivaut 3

A = B+ C = 0. Sachant que BC = 0, on a alors BB = —BC = (.
n—p

Pour tout k € [1,p], le coefficient d’indice (k, k) de B*B est 3 b%,. On
i=1

adonc bjp =0pour L< kg petlgj<n—p Finalement B = 0 ot

donc C = 0, La matrice M est nulle.

De D'injectivité de @, on déduit que dimV = dim(Im®) g dimE.
Sachant que dimE = p? + p(n — p} = np, on peut donc affirmer
que dimV < np.

3. Par des arguments analogues & ceux développés dans la premiére

B|O
avec A € My(K), B € My_,,(K), C € Mp,_p(K) et BC = 0 (la
nullité du polyndme f est assurée par le fait que tout élément de K, qui
est supposé infini, est racine de f).

Lapplication ¢ étant linéaire, W est un sous-espace vectoriel de

.y 0 .
Mo (K}, D’apres ce qui précede, tout élément ( % g de W vérifie

_ . 00 s 0|
BC = 0. Soit (ﬁ) € Ker®. 5i C' = (I’(( 51T 0 )) € Im ®,

0 '
B+B |0
éléments de W, et on a donc
O — (B + BI)cI — BC, + chf — BC’,

: ; . L A|C
question, on se raméne au cas ou toute matrice de V s'éerit + ,

alors la matrice ( est dans W, comme somme de deux

car B'C’ = 0. En identifiant les matrices aux endomorphismes canoni-
quement. associés, on obtient donc, pour tout C' € Im®, T ¢ < Ker B.

Considérons W' = {B € My _p,(K), ( g 8 ) € W} Cet espace

vectoriel est isomorphe & Ker @. Posons E = (] KerB. On a, pour
BEW’

tout C' € Im®, Im C’ C E. Les éléments de Im @ s’identifient donc A des
éléments de L(K™~? E}. On en déduit que dimIm ® < (n — p)dimE. Si
on considére un supplémentaire E' de E dans K?, on a, pour tout B € W’,
E C KerB et les éléments de W' s'identifient & des éléments de
L(E' K"™P). On a donc dmKer® = dimW' < (n - p)dimE’. Du
théoréme du rang, on déduit alors que

dmW =dimIm® + dimKer ® < (n — p}(dimE + dimE"} = (n — p)p.
Considérons maintenant I’ensemble W” des matrices de M, (K) de
la forme 1(5; g ), avec A € M,(K). H est clair que VC W& W”. On

en déduit que
dmV < dimW + dmW” < (n —plp+ p° < np. <
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Cette dimension mazimale est atteinte : on peut exhiber sans mal un
sous-espace de dimension np formé de matrices de rang < p, par exemple
Densemble des matrices ayant leurs n — p derniéres colonnes nulles.

L'ezercice qui suit exploite les propriétés de Uorthogonalité duale et
lo connoissance des formes lindaires sur M, (K). Pour des rappels sur lo
dualité, on se reporters 4 la page 298 du chopitre 6 (Espaces vectoriels).

7.11. Orthogounalité duale

Soit (A, B) € M, (K)?2. Montrer 'équivalence des deux assertions
sujvantes :
(1) IX € M, (K), AX + XA = B;
(i1) ¥C € Mn(K), AC + CA = 0 = Tr(BC) = 0.

(Ecole normale supérieure)

> Solution.
e Timplication (i) = (#) résulte d’un simple calcul. Soit C dans
M (K) telle que AC 4+ CA = 0. On a alors

Tr(BC) = Tr(AXC + XAC) = Tr(AXC) + Tr(XAC)
= Tr(CAX) + Tr(ACX) = Tr((AC + CA)X) = 0,

car on sait que, pour tout couple (M,N) € M, (K)?, Tr(MN) = Tr(NM).

s Pour montrer que (i4) = (i), interprétons les deux conditions.
L’application f : M, (K) — M,,(K) définie par f(X) = AX + XA est un
endomoerphisme de M, (K). L'assertion (7) signifie que B appartient au
sous-espace Im f. Essayons de dégager la signification de (¢¢). Pour tout
C € M, (K), l'application T¢ : M +—s Tr(CM) est une forme linéajre sur
M, (K) et on a vu dans Vexercice 7.8 que 'application T qui & C associe
la forme Tc est un isomorphisme de M, (K) sur son dual. Notons F le
sous-espace T(Ker f) de M, (K)*. La condition (4i) s’écrit : pour tout
C € Ker f, T(B) = 0. Elle signifie simplement que B appartient & F°,
orthogonal dual de F. La premiére implication a montré que Im f C F°.
L'égalité provient simplement du fait que les deux espaces ont la méme
dimension, puisque dim F® = n? ~dimF = n? —dimKer f = dimIm f. <

91 A B sont deuz matrices de My (K), on appelle crochet de Lie
de A et B, lo maotrice [A,Bl = AB — BA. Il s’agit d’une nouvelle loi
de composition interne sur M, (K), qui en fait une algebre de Lie”.

1. Le lecteur intéressé pourra consulter : MNEIMNE (R.) et TESTARD (F.), Introduction
& la théorie des groupes de Lie classiques, Hermann, 1986.
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Llezercice suivant se propose de déterminer, en caractéristique nulle, les
matrices qui sont des crochets de Lie.

7.12. Crochets de Lie de M, (K)

Soit K un corps de caractéristique nulle.

1. Montrer qu'une matrice de A,{K) de trace nulle est sem-
blable 4 une matrice de diagonale nulle.

2. Montrer que si une matrice A € M, (K) est de trace nulle, il
existe B et C dans M, (K) telles que A = BC—CB = [B, C] (crochet
de Lie).

{Ecole normale supérieure)

> Solution.

1. On va procéder par récurrence sur n 2 1, le résultat étant trivial
pour » = 1, Supposons n = 2 et A non nulle. Alors, A n'est pas la
matrice d'une homothétie car si A € K*, 1a trace de Al n'est pas nulle,
puisque K cst un corps de caractéristique nulle. 11 existe done e € K™
tel que (e, Ae) soit libre (d’aprés le résultat rappelé avant U'exercice 6.6).
On posc €] = e et e, = Ale) et on complete le systéme libre (e}, e5)
en une base B’ = (e},¢e5,...,¢/) de K" On note B = (eq,e2,...,e,) la
base canonigue de K™. Si P est la matrice de passage de B a B/, P 1AP
s'écrit

PTAP = avee A’ € Mo_1(K).

On a alors TrA = 0+ Tr A’ = 0. D'aprés I'hypothese de réeurrence, il
existe Q € GL,, 1 (K) tel que Q3 'A’Q soit a diagonale nulle. Posons




7.13, DIAGONALES POSSIBLES DANS UNE CLASSE DE SIMILITUDE 337

Comme Q 'A'Q est de diagonale nulle, (PP/)"'APP’ l'est anssi. La
récurrence est achevée,

Ce résultat ne demeure pas en caractéristique non nulle. Par exemple,
pour tout p premier, Id, o une trace nulle dans My(Z/pZ) et nlest
dvidemment semblable qu’d elle-méme,

2. Nous savons que Tr(BC) = Tr(CB), pour tous B et C dans
M, (K). On en dédnit que tout crochet de Lie est de trace nulle. 1 faut
démontrer la réciprogne. Observons, ponr comimencer, que si A = [B, C]
est un crochet de Lie, alors tonte matrice semblable & A en est un aussi,
puisque, pour tout P € GL,(K), P~'AP = [P~'BP,P~'CP]. La ques-
tion précédente permet done de supposer que la diagonale de A est nulle.

L’idée est de fixer une matrice B «simple», par exemple diagonale,
et de regarder I'ensemble des crochets de Lie [B, C], ol C déerit M, (K).
Considérons B = Diag(by, ..., by) et considérons 'endomorphisme adp
de M,,(K) définie par adg(C) = B, C]. En notant C = (c;;), on obtient
adp(C) = [B,C] = ((bi — b;)ci;). On voit déja que Im adg est inclus dans
I'ensemble des matrices de diagenale nuolle. Si on prend soin de choisir
les b; denx & denx distincts (ce qui est possible puisque K est infini), on a
alors [B, C| == 0 si et senlement, si C est diagonale. Le noyan de adp (qui
n’est autre gue le commutant de B) est dans ce cas de dimension n. Par
le théoréme du rang, on obtient dim(Im adg) = n* —n. C’est exactement
la dimension du sous-espace vectoriel de M, (K) formé des matrices de
diagonale nulle ; celui-ci est donc égal & Im adg.

Conclusion. Toute matrice de trace nulle est un crochet de Lie. «

Le lecteur intéressé pourra consulter le probléme de PENSET de 1983
ot Pon démontre que, pour n 2 3, le résultat de la seconde question reste
vrai pour tout corps K différent de Z/27.

7.13. Diagonales possibles dans une classe de similitude

Soit A € M, (K). Quels sont les n-uplets {a1,...,an) € K" tels
qu’il existe nne matrice de diagonale (a;,...,a,) semblable 3 A?
(Ecole normale supérieure)

> Solution.

On identifiera matrice et endomorphisme cancniquement associé. 11
est connu que si A est une matrice scalaire Al elle n'est semblable qu’a
elle méme. Dans ce cas particulier, seul (A,..., A) convient.

Supposons désormais que A n’est pas une matrice scalaire. Nous sa-
vons que la trace est un invariant de similitude. Si (a3, ..., @) convient,
nécessairement aj +- - -+, = Tr A, Nous allons démontrer par récurrence
sur n que a; + -+ +a, = Tr A est une condition suffisante pour A soit
gsemblable & une matrice de diagonale (ai,...,axn).
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Prenons n 2 2, A € M,{K) et {a1,...,a,) € K* de somme Tr A. La
matrice A’ = A —a,I,, n’est pas scalaire. Classiquement, il existe donc ¢
un vecteur de K™ tel que (¢, A’e; ) soit libre (voir page 269). On complete

ce systéme libre en une base (e1,es,...,e,) de K™ (avec ex = Alep). Via
ce changement de base, la matrice A’ est donc semblable & une matrice
0
1

qui admet comme premitre colomme | U | et A est semblable a

Sin =2, B est un scalaire b qui vérifie TrA = Tr A" = a; + b; cesl
forcément as. Le résultat cst vérifié.

Supposons n 22 3. Si B n’est pas une matrice scalaire, comme sa traco
cst

TrB=TrA—a, =as+ - +an,
il existe, par hypothese de récurrence, P inversible de taille n — 1 tello
. . . 1

que P~'BP soit de diagonale (az,...,an). Si on pose Q = (0 g), il
prodait par bloes donne

-1 ir o (J,l X
QAT ( x P”IBP)’

qui est une matrice de diagonale (u,, ..., ax).
Reste a traiter le cas ot B est scalaire de la forme AL, 1. Changeons
dans la base ez en e}y = ez +e;. La famille {e1, 2, €5, €4, . . ., €, ) €5t encore

une base de K™, Par ce changement de base, on voit que la matrice A
est semblable a

@ X X X X X
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ce qui nous raméne au cas ol B n’est pas scalaire. Le résultat est ainsi
démontré. <

Voici, pour terminer cetie série sur les traces, un joli petit exercice
de congruence gu'on peut regarder comme une généralisotion du petit
théoréme de Fermadt.

7.14. Traces modulo p

Soit p un nombre premier, A et B deux matrices de M, (Z).
1. Montrer que Tr{A + B)? = Tr A? + Tr B” [p].
2. En déduire que Tr A7 =Tr A [p].
3. Soit la suite récurrente (u,, ) définie par ug = 3, u1 =0, up = 2
et, pour tout n € N, uni3 = Uny1 + %y . Montrer que p divise u,
pour tout p premier.
(Ecole normale supérieure)

> Solution.
1. Si les matrices A et B commutent, ou pcut appliquer la formule
™
du binéme : (A + B)? = 37 CFA*BP=*. On prend la trace et on passe
k=0
modulo p. Comme p divise C’; pour 1 <k < p—1, il viemt

»
Tr{A +B)” = > CETr(A*BP™%) = Tr AP + TrB” [y],
k=0

Dans le cas général, en abscnce de commutativité, le développement de
(A + B)? donne une somme de 27 termes :

(&+B)" — Z AlAs. A,
(A1,As,... Ay e{A B}?

Dans la somme de droite, certains p-uplets vont conduire i la méme trace
grice & la propriété Tr(XY) = Tr(YX).

Précisons cela en utilisant une opération de groupe. Soit G le sous-
groupe de S, engendré par le p-eycle ¢ = (1,2, ..., p). C’est un groupe
cyclique de cardinal p. On définit une opération de groupe de G sur
{A, B} par c- (A1,...,A;) = (Az,...,Ap, Aq). La propriété de la trace
rappelée ci-dessus montre que si {A;, ..., A,) et (A7, ... Al)sont dans la
méme orbite, alors Tr{A; ... Ap) = Tr{A] ... A}). Or les orbites ont pour
cardinal un diviseur de |G| = p. Elles sont donc toutes de cardinal p, ex-
cepté celles qui sont de cardinal 1, ¢’est-a-dire les orbites de (A A, ... A)
et (B,B,...,B). Il en résulte que Tr(A + B)? = Tr A? + Tr B” [p].
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2. Soit E le sous-ensemble de My (Z) formé des matrices A vérifiant
Tr(AP) = Tr(A) [p]. La question précédente montre que E est stable pour
l'addition. 8i A € E, une récurrence immédiate montre que kA € E pour
tout k € N. On a ensuite, en distingnant les cas p = 2 et p impair,

Tr(~A)? = (-1)P Tr A7 = (-1)?A = -Ap],

ce qui montre que —A € E. Finalement kA est dans E, pour tout &k € Z.
Le lecteur vérifiera facilement que les matrices E;; de la base canonique
sont dans E (Bf; = 0si i # j et E}; = Ey; si i = 7). Il en résulte
que E = My (Z), ce qui est le résultat demandé.

01 0
3. Considérons la matrice A= 0 0 1 associée 2 la relation
110
Un
de réenrrence linéaire : 81 X, = | tp41 | ona X,y = AX, pour tout n.
Uy 2

On constate que A” = I3 est de trace 3, que A est de trace nulle ¢t enfin

¢ 0
que A= 1 1
01
pour n € {0,1,2}.

3 -

) est de trace 2. Autrement dit, on a u,, = Tr A"
Or, comme A® = (

1
1 1 =S A+Id on a An+3 — An+l +An
1

pour tout n et la suite (Tr A™),,»q vérifie ]a méme relation de récurrence
que la suite (tn)yza. On en déduit que u, = Tr A" pour tout n. En
particulier, pour tout emtier p premier, on a u, = TrA? = TrA = 0
modulo p. D’ol le résultat. <

Le résultat de la seconde question s’obtient directernent si on admet
que Z/pZ posséde un sur-corps K, algébriquement clos. Notons A la
matrice obtenue & partir de A en prenant les classes modulo p de ses
coefficients. La matrice A est trigonalisable dans K. §i on note A, . .. 2 Ap
les valeurs propres de A comptées avec multiplicité, on a

Tr(AF) = zp:)\f _ (i )\i) — (TrAY,
=1 i=1

Pavant-derniére dgalité provenant du fait que K est de caractéristique p

D
(pour z ety dans K, on (z+y)P = 3 Cla*yP % = 2P 4 4P| puisque p
k=0 _
divise C’; sil < k<gp-1) Comme la trace de A est le résidu modulo
de la trace de A, on obtient Tr AP = (Tr A)P et on conclut avec le pelit
P 4
théoréme de Fermat.
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Les exercices qui suivent concernent les matrices réelles positives,
c’est-G-dire dont tous les coefficients sont positifs. Dans le fome 2
d’algébre, on trouvera plusieurs exercices sur les propriétés spectrales des
matrices positives, notamment le théoréme de Perron-Frobenius (exer-
cice 2.10).

7.15. Matrices monotones

On dit qu'une matrice & coefficients réels A est positive, ce qu’on
note A = 0, si tous ses coefficients sont positifs ou nuls. On dit que
A € M, (R) est monotone si elle est inversible et si Alz=o.

1. Soii A € M, (R). Montrer que A >0 si et seulement si pour
tout vecteur colonne X ona: X > 0=— AX = 0.

2. Soit A € My, (R). Montrer que A est monotone si et seulement
si pour tout vecteur colonne X ona: AX 20=X20.

3. Soit (e1,...,¢n) € (R4 )™ Montrer que la matrice suivante
est monotone :

24 -1 0o ... 0
-1 24¢ -1 ... 0
: . . -1
0 oo =1 24¢,

4. Déterminer les matrices qui sont & la fois positives et mono-
tones.

(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. 1l est clair que le produit de deux matrices positives est encore
une matrice positive. Ainsi, si A = 0, on a pour tout X 2 0, AX > 0.
Réciproquement, les vecteurs ey, ..., ¢, de la base canonique de R™ sont
positifs. Il en résulte que les colonnes Aey,...,Ae, de A sont toutes
positives. D’olt 'équivalence voulue.

2. Supposons A monotone. Comme A~! est positive, si X est tel
que AX > 0 alors A7'AX = X > 0 d’aprés la question précédente.

Réciproquement, supposons que pour tout vecteur colonne X, AX 2 0
impligue X > 0. Montrons d’abord que A est inversible. Soit X € Ker A.
Comme AX = 0 = 0, on a X = 0. Mais comme —X est aussi dans le
noyau de A, on a également —X > 0, de sorte que X = (. A appartient
donc & GL,, (R}. L’hypothése peut s*écrire : AX > 0 implique A7TAX > 0
et la question précédente permet de conclure que A1 est positive.

3. On va utiliser la caractérisation obtenue dans la question 2.
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S
T2
Soit X = . € R™ tel que AX 2 0. En posant 2¢ = 241 = 0,

Tn
cette condition s'écrit : pour tout & € [1,n], (2+ cp)rp = zo_1 + Try1

Notons p le plus petit des indices £ de [1, n] tels que s = 11:121}(1 Tg.
SRR

® 5i p =1 ou n, on tire des inégalités précédentes (2 + cp)ap, 2 xp,
soit (1 + ep)zp 2 0 et done x, > 0.

¢ Sip € [2,n—1], on obtient (2 +cp)zp > 22,, c’est-a-dire ¢z, 2 0.
Sicy > 0, on conclut comme précédemment z, = 0. Mais ii est impossible
d’avoir ¢, = 0, car I'inégalité 2x, 2 z, | + 2, impose que lon ait
Tp = Tp-| = Tpy1, G qui est contraire & ia définition de p.

On a done &, 2 0, ce qui implique X = (1, par définition de p.

4. Moutrons que les matrices positives et monotones sont les ma-
trices positives ayant exactement un terme non nul par ligne et par
colonne, autrement dit les matrices A = (a5)1<i j<n € Mn(R) pour les-
quelles il existe une permutation o € &, telle que, pour tout € [1,n],
@iy > 0et ag; = 081§ # a(d).

Un telle matrice est évidemment positive et inversible. D’autre part,

ﬂ’;] .

xy a1,6(1)1Te(1)
si on considere X = . € R”™, on obtient AX =

T n,o(n)Lo(n)

La condition AX 2 0 impose z,¢y = 0, pour tout i et donc X > 0. La
matrice A est donc monotone d'aprés la question 2.

Réciproquement, soit A une matrice positive et monctone. Les termes
de sa premitre colonne sont positifs et I'un au moins est strictement
positif, puisque A est inversible. Notons J = {i € [1,n],a;; > 0}.

T n
T2 Y2

Soit X = . ER"et Y = . — AX. Fixons zs,..., %,
ELn Un |

strictement positifs. Si¢ € J, alors y; = 0, quel que soit le choix de z,.
. s P 1 2
Sit € J, alors la condition y; 2 0 équivaut a z1 2 — o 3 ag;z;. Notons
i 2
z; le terme de droite de cette inégalité. Si, pour tout 2 € J, on a 2; < 0,
alors on pourra trouver z; < 0 vérifiant cette série d’inégalités. On aura
alors AX > 0 sans avoir X > 0, ce qui est contradictoire avec A mono-
tone. Il existe donc ¢ tel que z; = 0, c’est-a-dire tel que a;; = 0 pour tout
j # 1. Un tel { est unique, sinon A aurait deux lignes proportionnelles.
On peut effectuer le méme raisonnement pour toutes les colonmes. Pour
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tout § € [[1,n], il existe un unique 7 € [1,n] tel que tous les termes de la
i-iéme ligne solent nuls sauf le j-iéme. L’application j —— i est bijective
et en la notant o~ !, A a la forme voulue. <

L’exercice suivant étudie les puissances d’une matrice strictement
stochastique. Les matrices stochastiques interviennent en probabilités
(d'ot leur nom). S5i X et Y sont deur variables aléatoires & valeurs dans
le méme ensembie fini E = [1,k], la matrice A = (ay;) € Mr(R) définie
par a;; = P(Y = j | X = i) est stochastique, ce qui par définition signifie

k
qu'on & a;; =20 (1§2,j§k’) et Zaij=1 (1§z§k)
j=1

Indiguons dans quel contexte fm rencontre les matrices stochastiques.
L’évolution d'un systéme susceptible de prendre un nombre fini d’élats 1,
..., k est représentée mathématiquement par une suite (Xy,)n>o de va-
riables aldatoires & valeurs dans E. Cest ce qu’on appelle un processus
aléatoire (ou stochastique). §i X1 s'obtient @ partir de la valeur de X,
et dun tirage auw sort effectué selon une loi ne dépendant que de cette
valeur, on dit que le processus est une chaine de Markov. Les exemples
abondent : marches aléatoires, fortune d’un jouveur, modélisation de lal-
ternance des voyelles et des consonnes dans un poéme de Pouchkine (par
Markov lui-méme), ou prévision (en probubilité) des états successifs d'un
signal pour améliorer la compression en traitement du signal (Shannon).

Techniquement, on dit qu’une suite de variables aléatoires (X,,) est
une chaine de Markov si «la loi de Uétat n + 1 conditionnelle au passé
ne dépend que de Détat antérieur ny, ce qui se traduit par

P(Xn-i—l =le0 :i{),X]_ :il,---,Xﬂ,:?;n) :P(Xn+1 =3 I an'in).

Si la matrice A = (ai;) € Mr(R) définie par a;; = PXpp1 =4 | Xn =14)
est indépendante de n, on dit que la chaine de Markov est stationnaire.
S, dans ce dernier cas, on introduit pour n = 0 le vecteur-colonne
P(X, = 1)
Y, = : , on obtient Y, 1 = AY, et donc Y, = A™Y,.
PX,.=k)
Le comportement (probabiliste) d'une chaine de Markov stationnaire,
et notamment son comportement asymplotique, est donc entiérement
décrit par lo donnée de la loi indtiale Yo et des puissances de A.

7.16. Puissances d’une matrice strictement stochastique

Soit A = (a;;) € Mr(R) une matrice strictement stochastique,
c’est-a-dire vérifiant

V5 € [Lnl?, ay >0 et Vie[Lnl Y ay=1
=1

2
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Soit & = min a;; > 0. Pour k € N, on pose AF = (uif)) et, pour tout
jel,n]. o ( ) = minaff), ﬁﬁk) = maxa,&f) et 5§k) = 5}(-’“) - agk).
1. Montrer que pour tout k € N*, A* est strictement stochas-
tique.
2. Montrer que
(k) a(kﬂ) < B(HU < 5(k) et é(k’q) <{1- 25)5(.’“)
P

3. En déduire que la suite (A*) converge vers une matrice que
I'on précisera.
(Ecole polytechnique)

> Solution.

1. Une matrice est strictement stochastique si et seulement si ses co-
efficients sont tous strictement positifs et si le vecteur U = *(1,1....,1)
est vecteur propre pour la valeur propre 1. Il en résulte que le pro-
duit de deux matrices strictement stochastiques P’est encore. Done, pour
tout k& € N*, A* est strictement stochastique.

2. u_&“ et ﬁ;k) sont respectivement les plus petit et plus grand coef-
ficients de la j-idme colonne de la matrice A*. Comnme A*T! = A . A®,

on a
.k+1
( ) E angah.

En majorant les agj) pax ,Bjk . on ohtient
n T
k k k k
a§j+” < E az’fﬁj(' ) :.BJE ) E @ip :53(.- ),

= £=1
R
=1
Ceci vaut pour tout i € [1,n], donc ﬁ(H” = max ag-cﬂ) < ﬁ;k). On
T

procede de méme pour la minoration at® < ("”1)

Soit 7 fixé, ¢; un indice tel que ﬂ(kﬂ) az(f;r” On a alors

”
k k k (h+1) k) k
A 7 59—l 9 S )

n
=50 e(B - ) = 268,
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car tous les termes sont positifs et il existe au moins un indice £ tel
(k) _ ) (ot a >
que a;;” = a0 (et a1 > €).

(h+1) _ R
@ing

o a Z%f (ot — o) > 0}

De méme, si i3 un indice tel que a , on obtient

En additionnant les deux inégalités, il vient §§k) — 55(,»"““) = 2563(@, c’est-
a-dire 0T < (1 - 26)88").

3. On suppose bien entendu n 2 2, sinon le probléme est trivial.
Dans ce cas,onac € < et 0 £ 1-2¢ < 1. Pour tout 7, la suite §J(k) tend
donc vers 0 lorsque k tend vers I'infini. Les suites (agm)k;1 et (5§k))k;1
sont donc adjacentes et convergent vers une méme limite €; > 0. Il

résulte de la définition de a(k) et ,B(k) que pour tout (i,j) e [1.n]?, la

suite (a; (k ))k>1 converge vers £;. De 1'égalité Z a = 1, valable pour
7=1
tous k 2 1 et i € [1,n], on déduit que Z £;=1.
i=1

Ceci montre que la suite (A*)»q converge vers une matrice M stric-
tement stochastique de rang 1. dont les colonnes sont toutes proportion-
nelles au vecteur U. En passant & la limjte dans 1'égalité A?% = AFAK
on obtient M? = M. La matrice M est la matrice d’une pI’OJGCthn
sur Vect(U). <

Lezercice suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour
que tous les termes qui apparaissent dans le développement du détermi-
nant soient nuls.

7.17. Théoréme de Frobenins-Kénig (1912-1916)

Soit A € Mp(R). Pour ¢ € &, on appelle serpent de A associé
& o ensemble S; = {01,501}, -+ Gn,o(n) }-
1. Montrer qu'il ¥ a équivalence entre :
(¢) tous les serpents de A contiennent 0;
(1) il existe une sous-matrice nulle de A de taille (r,s),
avecr +s=mn+ 1.
2. On suppose que A est & coeflicients positifs et que la somme
des coeflicients de chaque ligne et de chaque colonne vaut 1 (on dit
que A est une matrice bistochastique). Montrer que A posséde un

serpent ne contenant pas 0. , .
(Ecole normale supérieure)
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&> Solution.

1. e On commence par I'implication facile (i) = (7). Pour L]
parties non vides de [1,7] on note Ay la matrice extraite de A obtenue
en gardant les coefficients o;; d’indice (4,7) € I x J. Par hypothdse
on peut trouver I (resp. J) de cardinal r (resp. s) telles que Ay = 0
et v+ 38 = n+ 1. Soit ¢ € S,. 1l suffit de montrer que o#(I)NJ # §
pour affirmer que le serpent S, contient 0. (Pest évident, car sinon on
aurait v = |o(I)] < |[1,n]\J] = n — s, ce qui contredit I'’hypothése
r+s=n+1]>n :

¢ Pour I'implication contraire, on raisonne par récurrence sur n. On
note que si A vérifie (i), toute matrice obtenue & partir de A en permu-
tant les lignes ou les colonnes vérifie encore ().

Pour n = 1, le résultat est trivial, car A est nulle et » = 5 = 1
conviennent. Supposons le résultat vrad jusqu’au rang n—1 et considérons
A € M, (R) vérifiant (4). 51 A est nulle, ¢’est terminé. On suppose done A
non nulle et quitte 4 effectuer une permutation des lignes et des colonnes,
on peut SUpPposer a,, 7 0. Notons A’ la matrice extraite Ay ;1],[1,n—1]
Comme @, # 0, tous les serpents de A’ contiennent 0. Par hypothése de
récurrence, on peut trouver une sous-matrice nulle de A’ de taille (r, s)
avec r+s — n. Ainsi, quitte & permuter de nouveau lignes et colonnes, on

B .
peut supposer que A = (T’%) , ol B est carrée de taille s et D carrée
de taille r. Supposons que B admette un serpent qui ne contienne pas 0.

Alors tous les serpents de D contiennent 0. Par hypothese de récurrence,
D admet une sous-matrice nulle D’ de taille (v, 8') avec v’ + ' =7 + 1.
La matrice extraite de A, obtenue en gardant les +’ lignes correspondant
aux lignes de D’ ainsi que les s premidres colonnes et les s’ colonnes
correspondant aux colonnes de D' est nulle et elle est de taille (r', s +5'),
avec v +s5+38 =r+s+1 = n+1. 5itous les serpents de B contiennent 0,
on applique I’hypothese de récurrence 4 B et on conclut de méme.

2. Supposons par ’absurde que tous les serpents de A contiennent 0.
Il existe alors deux matrices de permutation P et () telles que

ra- (B45) -

ol la matrice nulle est de taille (r, s) avec r +s = n + 1. Mais la matrice
A’ obtenue en permutant les lignes et les colonnes de A est encore bisto-
chastique. La somme des éléments de chaque colonne de B vaut done 1,
de méme que la somme des éléments de chaque ligne de D. Mais alors la
somme de tous les éléments de B et D est égale a r+ s =n+ 1 ce qui
est impossible, puisque la somme des éléments de A (et donc de A’) est
égale & n. «

Le premier résultat o été obtenu par Frobenius en 1912. En 1915,
Konig en donne une preuve plus élémentaire ¢ l'aide de la théorie des
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graphes. Les deux mathématiciens se sont alors dispuié la peternité du

résultat. Le corollaire de la seconde question est dii & Kdnig. Il signi-

fie que le permanent d’une matrice bistochastique A, qui est défini par
n

per(Ay= 3> ]I iq(iy est strictement positif. En 1916, Van der Waer-
FES, i=1
den a congecturé que le minimum du permanent sur le compact formé des

matrices bistochastiques est — . ce minimum n’étant atteint que pour la

matrice dont tous les termes valent 1/n. Ce probléme est resté owvert
jusqu’en 1981 o4 il a été résolu indépendamment par Egorichev et Falik-
man. Le beou probléme posé auxr ENS Lyon-Cachan en 1996, en donne
une preuve.

L’énoncé suivant constitue une autre présentation de lexercice 6.3
sur les drapeauz, qui met en évidence ce qui était sous-jacent dans celui-
ci : la décomposition de Bruhat. Celle-ci s’¢tablit & partir des opérations
élémentaires sur les lignes ef les colonnes utilisées dons la méthode du
pivot de Gauss.

7.18. Décomposition de Bruhat et drapeaunx

On pose G = GL, (K} et on note T le sous-groupe de G formé
des matrices triangulaires supérieures inversibles. On désigne enfin
par D 'ensemble des drapeaux de K™.

1. Montrer, en adaptant Palgorithme du pivot de Gauss, que
toute matrice A € G s*écrit sous la forme Ti{P,Ts, oll Ty et Ty
sont dans T et ol P, est une matrice de permutation, c’est-a-dire
Ps; = (§; o(j))1<ij<n 8veC o € S, Montrer que la permutation o

est définie de maniére unique. La partition G = {J T:P,Ts de
gCSn
GL, (K} ainsi obtenue, est appelé décomposition de Bruhat.

2. Montrer que G opére naturellement sur D, de manidre tran-
sitive (4.e. il n’y a qu'une orbite}, et en déduire que D s’identifie &
I’ensemble G/T, des classes & gauche modulo T,.

3. On considére I'action de groupe de G sur G/T; xG/T, détinie
par A - (X,Y) = (AX,AY). Comment cette action de groupe se
traduit-elle sur les drapeaux? Déduire de la question 1 que ’en-
semble des orbites, pour I'une de ces actions, s’identifie & S,.

> Solution,

1. On va utiliser les matrices correspondant aux opérations élémen-
taires sur les lignes et les colonnes, mais en se limitant & celles qui sont
dans T,. Rappelons ce dont il s’agit. On notera (Eyj)icijcn la base
canonique de M, (K). On appelle matrice de transvection, toute matrice
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de la forme T;;(A) = Id+AE;; avec i £ j et A € K. Multiplier une
matrice A & gauche par T;;(A) revient & rajouter & la i-idme ligne de A, la
j-ieme ligne multipliée par A et multiplier A & droite par Ty;(A) revient
a rajouter & la j-ieme colonne, la i-iéme multipliée par A. On appelle
matrice de dilatation, toute matrice de la forme D,{a) = Id +(a — 1)Ey
ofl & est un scalaire non nul. Multiplier A & gauche (resp. & droite) par
D.(cr) revient & multiplier la i-idme ligne (resp. colonne) par «. Tout
matrice de dilatation est triangulaire supérieure. Une matrice Ty;(A)
l'est, pour 7 < 3.

Soit A € G. On construit un algorithme permettant de transformer
A en une matrice de permutation, en la multipliant par des matrices de
transyections ou de dilatations triangulaires supérieures. D’aprés ce qui
précéde, on peut ajouter a toute ligne une combinaison linéaire de lignes
d’indices supérieurs et ajouter & toute colonne une combinaison linéaire
de colonnes d'indices inférieurs. La premiére colonne de A n’est pas nulle
car A € G. Notous 4; le plus grand indice & tel que ag; # 0. En multi-
pliant A par des matrices Ty, (A), on peut annuler tous les coefficients
ag1 pour k < i1. A I'aide d’'une matrice de dilatation, on peut rempla-
cer le coefficient en position (4;,1) par 1 et & 'aide d’opérations sur les
colonnes, on peut annuler tous les antres coefficients de la i;-iéme ligne.
Notons A; la matrice obtenue. Comme A, € G. sa seconde colonne n’est
pas nulle. Notons #s le plus grand indice k tel que le coefficient en posi-
tion (k,2) de A; soit non nul. Comme précédemment, on peut égaler ce
coefficient & 1 et mettre des 0 sur la iz-idme ligne et la deuxidme colonne
partout ailleurs. On vérifie que ces opérations ne modifient pas les termes
de la i;-1dme ligne et de la 4;-18me colonne. On continue ’algorithme de
méme avec la matrice Ag obtenue. On construit ainsi une suite injective
i1,42,...,1, d'entlers entre 1 et n, et en notant o la bijection qui envoie
k sur iz, la matrice A, obtenue & la fin de |'algorithme est la matrice de
permutation P,. La matrice A a été multiplié & gauche et & droite par
un produit d’éléments de T, qui est encore dans T,. En cousidérant I’in-
verse de ces matrices, qui sont dans T, on écrit TflATg—‘ = A, =P,
soit encore A =T P, Ts.

Montrons que la permutation ¢ est définie de maniére unigue. I
suffit de vérifier que, si o et ¢’ sont deux permutations et T et T’ deux”
matrices de T, ’égalité TP, — P, T’ impose ¢ = ¢’. On remarque, pour
commencer, que la matrice TP, s’obtient en permutant les colonnes de T
(la j-itme colonne de TP, est la o(j)-idme colonne de T) et que P,/ T
s’obtient en permutant les lignes de T’ (la i-itme ligne de Py'T” est la
o' (#)-1eme ligne de T"). Pour tout indice 7, les coefficients d’indice (2, §)
de TP, sont donc nuls pour ¢ > o(3). Le coefficient d’indice (o/(5), )
de Py 'T", c'est-2-dire le coeflicient d’indice (j,j) de T’ n’est pas nul,
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car la matrice T' est triangulaire supérieure et inversible. On en déduit
que o’(j) € o(j). Par symétrie, on a, de méme, ¢'(j) < ¢(j). On obtient
finalement o = o'.

Conclusion. On a obtenu GL,(K) = |J T.P,T; ou la réunion est
gES,
disjointe, ce qui constitue la décomposition de Bruhat.

2. Si A e Getsid= (Fo,Fr,...,Fn} est un drapeau, alors
A-d = (A(Fp).A(F1)...., A(F,)) est également un drapeau, puisque
I'image par A d'un sous-espace vectoriel est un sous-espace de méme
dimension. Il est clair que cela définit une opération du groupe G sur
I'engemble D des drapeaux. Montrons que cette opération est transi-
tive. Soit (ey,...,ex) la base canonique de K” et d le drapeau formé des
sous-espaces Vect(er,....ex), 0 £ k < n. Soit d = (Fg,Fq,...,Fn) un
drapeau quelconque. On peut clairement trouver une base (fi,..., fn)
de K" telle que pour tout k € [1,n], (fi, fz,..., fx) soit une base de Fy.
L’unique matrice A vérifiant A(e;) = f; pour tout 4, est inversible et
vérifie A - 6 = d. L'opération de G sur D est donc transitive, et D est
alors en bijection avee G/Gs, ol Gy est le stabilisateur du drapeau 4. Or
il est clair que pour A € G, A-§ = § si et seulement si A est triangulaire
supérieure. On a donc G4 = T, et D est en bijection avec G/T.

3. Si d est un drapeai, on considére, avec les notations de la ques-
tion 2. B dans G tel que d = B - 4. On identifie d avec 'élément B de
G/T.. Si A est un élément de G, on a A -B = AB qui s'identifie &
AB-8=A.d Laction de G sur G/T, x G/T, se traduit donc, sur les
couples de drapeaux, par 'action naturelle A - (d,d’') = (A-d,A - d'), ol
Paction de G sur les drapeaux est celle qui est décrite dans la question
précédente.

Si X et Y sont dans G, on peut écrire (X,Y) = X(I,.X 1Y). En
décomposant XY en TP, T2, comme dans la question 1, on obtient

(E5 Xle) = Tl (Tl_li PC"Tz) = Tl(lﬂa PG"):

car Ty et T3 sont éléments de T, et finalement (i, Y) - XTl(T,T, P_,,)
Toute orbite contient donc un élément de la forme (I,,P,). La per-
mutation o est définie de maniére unique, car s'il existe A € G tel que
(In,P,) = A(T,,P,) = (A, AP,/), alors A est dans T, et il existe T € T,
tel que AP, = P,T. D’aprés la question 1, ceci implique ¢ = a’, On
obtient ainsi une bijection de I'ensemble des orbites sur S,. <

On retrouve ainst le résultal de Dexercice 6.3 : le nombre de clusse
de D x D sous 'action de GL,(K) est nl.

Lorsque que le corps K est R, le cos le plus probuble est celui o le plus
grand cocfficient non nul de lo k-iéme colonne de Ap_+ est toujours surlo
(n-+1—k)-iéme ligne. On obtient elors la permutation 7 : k — n4+-1-—k.
On peut effectivement démontrer que Uorbite de P, est la plus grande :
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elle est ouverte et dense dans G de sorte que les autres orbites sonl
d’intérieur vide”.

On termine le chapitre avec une série d’exercices sur les matrices o
cocfficients dans Z. Pour les lois usuelles, M, (Z) est muni d'une struc-
ture d’anneau. On note GL,{Z) le groupe des inversibles de cet anneau.

o §5iM e GL,(Z), il existe N € M, (Z) telle que MN = NM =1,,. En
passant au déterminani, on a det Mdet N = 1. Donc det M est inversible
dans Z et, par conséguent, detM = £1.

e Réciproguement, supposons que detM = ¢ = +1. Notons N In
transposée de la comatrice de M. Cest une matrice & coefficients entiers.
Légalité MN = NM = det M1, = I, monire que la matrice N, qui
appartient @ Myp{Z), est Uinverse de M. On conclut que

M€ GL,(Z) < detM=x1]

7.19. Bases d’un groupe abélien

Etant donné un groupe abélien G, on dit que {e1,...,en) €G"
est une base de G si tout élément z de G g’écrit de manidre unique

= klel + koeg - +knen, ol (kl, kg,. . ,k}n) ez,

Soit G un groupe abélien, possédant une base (e1,...,en).
L 5il(e1,...,6m) est une famille de m éléments de G, on éerit
n
pour 1 < j < p, g5 = > kije;, avec les k;; dans Z.
i=1
Montrer que (£1,...,6x) est une base de G si, et seulement
si, m = n et la matrice P = (ki;)1<; j<n est dans GL,(Z).
2. On considere un sous-groupe G’ de G. Montrer que G’ admet
une base de cardinal r < n.

(Ecole polytechnique)

> Solution.
1. e Supposons que (€1,...,Em) est une base de G. Pour 1 { p < m
T

bl

on peut écrire e, = Y £i,e;, ol les £, sont dans Z. On a alors
i=1

2. Le lecteur intéressé pourra se reporter & MNEIMNE (R.), TESTARD (F.), Groupes du
Lie classiques, Hermana, 1986, p. 48-49,
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(%) ep = iew (; k;jz-ej) = ;(Z kﬁe@p)e:,

n
et, par unicité de |'écriture, Z kjilip = 0;5. En considérant les matrices

P = (k%,,) isin € Mpm(Z ) et Q=1 1,J)1<1.<11-1 € My, (), on obtient

PQ = On err déduit, en considérant les rangs des matrices en tant
que matnces a coefﬁments dans @, que n — rgI < rgP € m. Les deux
bases jouant des réles symétriques, on a, de méme, n = m et donc m = n.
Les matrices P et @ sont donc carrées de taille n et I'égalité PQ = I,
implique que P appartient & GLy, (Z).

e Réciproquement, supposons que m = 1 et que P est dans GL,(Z);
notons son inverse G = (£3)1<i,jgn- Le calcul () dn sens direct montre

que €, = Z £ipe; pour tout 1 € p < n. 1l s’ensuit que les e, sont dans le
i=1
sous-groupe engendré par les £;. Puisque les e, engendrent G, (€1, ...,8,)

est un systéme générateur de G. Il reste & montrer Punicité de I"écriture
de tout £ € G comme combinaison linéaire 4 coeflicients entiers des ;.
Clairement, il suffit de le vérifier pour 0. Soit (k1,..., k) € Z" tel que
ki1 + -+ kpen = 0. On a alors

k3 k3
(0 = Zk* (Z kj,;ej) =
i=1 j=1
Th
d’olt pour tout 1 £ i < n, Y. kjuk; =0 et comme ce systéme dont les
i=1
inconnues sont les k;, est de Cramer (la matrice des k;; est inversible
dans M, (Q)), les &; sont tous nuls.

2. On suppose que G’ # {0}, sinon la famille vide ¢onvient, et on
raisonne par récurrence sur 1.

e Traitons le cas n = 1. L’application ¢ : ¢ € Z —— ze; € G est
un isomorphisme de groupes, donc o (G’) est un sous-groupe de Z, qui
s'écrit aZ avec a > (. Tout élément de G’ s’écrit de maniere unique kae;,
avec k € Z et (aey) est une base de G'.

e Supposons que 7 = 2 et que la propriété est vérifiée au rang n — 1.

Soit G’ un sous-groupe de G, groupe qui posséde unc base de n vecteurs
n—1

(e1,...,€x). Considérons G; = Y Ze; et G} = G; NG, Alors G{ est un
i=1

sous-groupe de Gy, groupe qui posséde une base de n — 1 vecteurs. Par

hypothése de récurrence, Gf posséde une base (€f,...,el_;) (1 <r < n).
Si G} = &, cest-a-dire st G C Gy, la démonstration est achevée
1 ’ ’ ’

sinon on considére le morphisme de groupes v : G —— Z défini

T
par V(Z kiei) =k, et on étudie v(G'). Cest un sous-groupe de Z,
i—1

Z(Z ki kﬂ) €3

=1
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non réduit & {0}, qui s’éerit done oZ, avec a > 0. T existe ¢) € G/ tol
que w(el) = a .
Montrons que {¢f, ..., ¢} est ane basc de G
* Supposons quo kel + -+ ke =0, avee les by dans Z. Onoa
alors

0=w(0) = kv(e)) + kalel) + - + k(e =ka,

d’ont T'on tire k., = 0 et 'égalité ko) +--- 4+ kr_18l _; = 0. Compne

(e]....,er_,) est une hase de G4, onak; = =k._y =0.
* 5w € G/, alors v(z) appartient & oZ et il existe k. € Z tel
que v(r) = k.o = v(k.cl). Ou en déduit que = — kel € G} @ il exisle

ki, ..o ky_y dans Z tels que @ - kel = ko) 4+ -+ kel . On obtient
done & = kel + -+ + kel

On conclut que (e}, ....e.) est une hase du sous-groupe G/ de G,
avec r = mn. <

Un groupe abélien possédant une base de cardinal find est dif libre do
type fini. Le cardinal v d’wne base quelcongue esi appelé rang du groupe.
Un tel groupe est isomorphe 6 Z™. La question 1 de Uexercice montre, en
particulior, que si Z™ esl {somorphe ¢ Z", alors m = n. La question 2
démonire gu'un sous-groupe d’'un groupe ibre de type finé est libre de type
find. En particulier, lowl sous-groupe de " posséde unc base comportant
noins de n vecteurs.

On cherche dans Uavercice suivant o décrive les vecteurs-colonnes qui
peuvent figurer dons une malvice de GLy, (E). Quille & dchunger deur co-
lonnes, on pewl se limitor ¢ Lo premiére. Au vu do Usrercice précédend,
te probléme s'interprete comme suit @ & quelle condition un veclewr de
2" peut-il élre compléteé en une base de 77 (aw scns défing dans Uexer-
gice précedent) ¢ Une autre solution de ce probléme sera donnde dans le
chapitre sur le déterminant du tome 2 Jalgébre.

7.20. Premiére colonne d’une matrice inversible de A1, (7)

1. Soit w=(uy,...,0,) e Z" et

A R
T
Wiy, Y way.
i=)
On suppose qu'il existe # € Z" tel que @(r) = 1. Démontrer

que 77 = Zx O Ker .

2. Prouver que & € Z7 ost la premidre colonne d’uno matrice
wversible de M, (Z) si, ot sculement si, ses composantes sont des
nombres premjcry entre eux.

(Ecole polytechnigue)
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> Solution.

1. I faut préciser la notation & puisqu’il ne s’agit plus de la somme
directe de spus-espaces vectoriels, 51 G est un groupe abélien et si Hy .. .,
H;. des sous-groupes de G, on éerira G — Hy 4 - & 1 41 tout élément
g de G g'écrit de maniére unique sous la forme g = by + --- + k. avec
(h1,-...he) € Hy % - % He. On remarque gu'il suffis de vérifier 'unicité
pour (.

Soit done 2 € Z" tol que {2} = 1. Powr y € Z™, considérons & — ii(y)
et z =y — kx. Comme % est visiblement un morphisme du groupo 7"
dans Z., on obtient

i(z) = ily) ~ kit(zx) =k — k=0 et zcKeri.

Par conséquent, y = kx + z € Za + Kor w.
Si kx4 2z =0avec z € Kerd et k € Z, on obtient, en prenant Mimage
par i,
O=ki{x)+a(z)=k+0=k & z=0.

On concliut que

P T Ker |,

2. e La condition proposée est nécessare. En offet, soit M € GL(Z)
ot {(C), Cq, ..., Ch) ses colomes. Soit d le pged des coeflicients de la
premiére colonne. On a

1 .
detM = +1 = det(C, Cy.. .., C,) = ddet ( SCL Gy, Cu ) e dE,
S ————
C M, (Z)
donc d est néoessairement dgal & 1. Les composantes de O sont donc
des nombres premiers entre eux.
e Inversement, soit @ = {(x ...,1,) € Z" dont les composantes

sont des nombres preuntiers cux. D’apres 'identité de Bezont, i1 exisie
{w,...,uy) € 2" lel que

gy 4+ g,
Notons @ Papplication
T
(i, yn) €2 — > gy € L.
=1
Par eonstruction, on a #i{x) = 1. De la question précédente, on déduit

donc Z = Zr$ Ker u. Puisqgue Ker i est un sous-groupe de 2, il existe,
c’apris exercice préeédent, &o, ..., &, dans 27, tels gue

Kerip = Zeo ® - @ %z, ot done 2% =Zx DZey D - § Ze,
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On vérifie alors facilerment que (x,eq,...,¢,) est une base de 2"
On a donc forcément + = n et la matrice de cette famille dans la base
canonique de Z™ est dans GL,(Z). Sa premiére colonne contenant le
vecteur x, on a ¢ résultat souhaité. <

Intéressons-nous ¢ la notion de matrices dquivalentes dans M, (Z).
Comme dans M, (K), deur malrees A ot B de M, {Z) sont dites
dquivalentes sl existe deur matrices Poet Q de GL (Z) telles que
B = PAQ. Clest une relation d équivalence. Les elasses d’équivalence
dans M, (Z) ne sont plus paromdtrdes par un seul entier (le rang),
comme dans My (K), mais par wne suite finic d enticrs. Lioutil essenticl
de Vexercice swivant est Ualgorithme du pivol de Gouss,

7.21. Matrices équivalentes dans M, (Z)

On note G le sous-groupe de GL,(Z) cngendré par les matrices
de la forme [ 2E;; et 1+ oE;; pour tout 1 < 4,5 < n, i # jeta € Z
Ou envisage la relation R dans M, (7). définie ponr A ot B
dans M., (Z) par
ARB < 3(P, Q)¢ G*, A = PBQ.
1. Monirer gue R est une relation d'équivalence.
Pour A = (a0 15, € M, (Z) non nulle. on note

d(A) = min{|a;;

A <45 €<, a5 # 0}

2. Montrer qu'il existe dans la classe d’équivalence de A une
matrice N = (ni;)1gigon tolle que d(N} soit minimal dans cette
classe el d(NY = ny,.

Montrer que ny; divise les riy,, puis il divise les ng;.

3. Moutrer que 'on pout trouver N de Ja forme

N= Diag(?’ill.kﬁlflll,kleHHJ “e ,fﬂl - -.l’\f.,,,_ﬂ?.”)!

ou les k, sout dans N.
4. Ddéduire de co qui préeede qne G= G, (Z).
{Ecole polytechnigue)

> Solution.

1. Soit A, B et C dans M, (Z).

Comme | € G, car G est un sous-groupe, et que A = [AlL opa ARA -
la relation R ost réflexive.

Supposons ARB. 1l existe alors P et Q dans G tels que A = PBQ.
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O,

Mais alors, on a B = P7TAQ™", ont P! et Q7! sont dans G : R est
symétrique.

Supposons ARB et BRC. Tt existe done P, Q. R et S dans G tels
que A = PBQ et B = RCS. Ou en déduit que A = (PR)C(SQ) et ARC,
puisque PR et 5Q sont dans G. La relation st transitive. Clest done e
relation d’équivalence.

2. e Notons Ti(a) = [+ al;; powr l i # j<netac Z T
g’agit [& d'une matrice de transvection. Rappelons rapidement Peffet de
la rltiplication par Ty;(e) : si M € M,,(Z) est de colonnes (Cq,...,Cy)
et de lignes (L, ..., Ly}, la matrice Ty (a)M est la transformée de M par
I'opération élémentaire L; - L; 4+ al;. De moéme, la matrice MT;;(a)
est la transformée de M par lopération élémentaire C; — C; 4 aGC,.
La multiplication & gauche par [ — 2E;; correspond & L; «— —Ly, el 1a
multiplication a droite & C; « —C;.

Il est possible de trouver dans G une matrice réalisant la permutation
de deux lignes ou deux colonnes. En effet, le lecteur vérifiera aigément
que la matrice (I —2E )T (—DT; (DT, (-1 e G (1 <4,7 <n, 1 # 7)
effectue, par multiplication & gauche, I'opération élémentaire L; « L;.
De méme, T —1)Ti; (1T (~1)(1 — 2E,;) € G effectne par multiplica-
tion & droite Popération C; « C;. Comme les transpositions engendrent
le groupe symétrique, G contient done toutes les matrices de permuta-
tion.

Tl en résulte que dans la classe d’équivalence de A € GL,(Z). on
trouve toutes les matrices obtentes A partir de A par une succession
d’'opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes telles que nous
venong de les décrire,

e On remarque que si A est en relation avec B, alors BB # 0 ¢t d(B) est
donc défini. 1.’enseruble des d(B}, pour B décrivant la classe d’cquivalence
de A, ost une partic non vide de N*. Elle admet doue un plis petit
élément. Prenous N = (1)1 jon dans la classe de A telle que d(N)
soit ce plus petit élément,

Soit. (ig,J0) € [1,n] tel que |ng;| = d(N). Quitle a effectner
I'opération élémentaire L,, « L, on peut supposer g = 1 : on reste bicn
dans la classe de A el (N} est inchangé. Quitte & effoctuer Popération
C,, <« Ci, on peut également supposer que jo = 1. Enfin, guitte a effec-
tuer lopération C; « —Cy, on peut supposer 71, > 0. On a done trouvé
N dang la classe de A telle que d(N) soit minimal avee d(N) = ny.

e Soit 2 < 7 < n. Opérons la division euclidicnne de ny; par ;.
Texiste g € Zet 0 7 < nyp — 1 tels que nyy = 019 + 7. Effectuons
Popération élémentaire, G; «— C; —qC;. Le coefficient d’indice (1, 7) de
la masrice obternie, toujours égquivalente & A est v, Comme » < d(N} 1a
minimalité de d(N) impaose v = 0. Done ;.

On montre de méme en agissant sur les Lignes que 20 divise les n;y.
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® En effectuant pour chaque 2 < j < n, Popération C; — ¢;Cy ou g;
est le quotient de na; par ni1, on trouve dans la classe de A une nouvelle
matrice N' = (n};)1<i,j<n, avec ny; = nqy, le.s ni; = 0, nfy = na et
n;j =g — i1 = Ny (mod mi1) pour 2 <4, 5 < n.

Soit 2 < 4,7 < n. On effectue sur la matrice N’ Popération élémentaire
Cy « C1 4 C;. On obtient alors une nouvelle matrice N = (nf})1<i jgn
dans la classe de A, avec toujours ny, = ny; = d(N).

Ce qui était valable pour N le reste pour N” : 7y divise encore les
g = na + ni; = ni; = ny; (mod n:). Autrement dit, nyy divise ng;.

3. A partir de la matrice N construite & la question 2, on construit
une matrice équivalente telle que ny = 0sii 2 2et ny; = 0sij > 2. Pour
cela, on effectue, pour ¢ = 2, les opérations élémentaires L; «+ L;— % Ly,

ce qui améne des 0 sur les termes de la premiére colonne, sauf le premier,
puis, pour j > 2, les opérations élémentaires C; «— C; — :%Cl} ce qui
ameéne des 0 sur les termes de la premiére ligne, sauf le premier (sans
toucher a la premiére colonne). Ceci est possible, car tous les termes
de la matrice sont divisibles par n;; et le restent apres chacune de ces
transformations. D’aprés ce qui précéde, on peut donc trouver dans la
classe de A une matrice que nous noterons encore N du type

11 ... 0

ﬂllAf

Il est naturel de procéder par récurrence sur n, pour démontrer le résultat
demandé. La propriété est évidente si n = 1. On suppose qu’elle est
vérifiée au rang n — 1 et on la démontre pour une matrice de taille n.

e Si A’ =10, on prend simplement k; = 0 pour tout 1 €4 < n— 1.

e 51 A’ #£ 0, d’aprés 'hypothése de récurrence, il existe des matrices
P et Q de taille n — 1 qui sont produits de matrices de taille n — 1
du type I — 2E;;, T;;5(a) ou de leur inverse et ky, ..., k, dans N tels
que PA'Q = N’ ot N’ = Diag(ky, k1ka,..., k.. . kp-1). Comme on a
(1-2E;)~' =1 2E;; et Tij{a) ' = T;j(—a), la matrice P est produit
de matrices de taille n — 1 du type T — 2E; ou T;;(a). SiM =1- 2E;
ou M =Tj;(a), la matrice

M

0

est une matrice de taille n faisant partie des générateurs de G déerit par
I'énoncé. 1l s'ensuit que, d’aprés la régle de multiplication des matrices
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1 0...0
0
par blocs, la matrice P/ = ] P est dans G. De méme,
0
1 0 ...0
0
Q= ) Q est dans G. Il en résulte que PN est encore
0
dans la classe de A. Ainsi, on a
11 0 ... 0 11 g ... 0
0 0
7 . —
PNQ = n11 PA'Q - : ny N
0 0

- Diag(nu, klnll, k1k2n11, - kl - k‘n_lnu).

t

Crest le résultat recherché.

4. On garde les notations de la question précédente. Si on prend
A € GL,(Z), alors N € GLy(Z) et det N = £1. Les coefficients ny; et
les k; sont forcément égaux 4 1. La matrice A est donc équivalente & I,
et A € G. On conclut que . <

Puisque G est égal & GL,(Z), la relation R coincide avec la no-
tion de matrices équivalentes dans My (Z). La question 2 de l'exer-
cice démontre que toute matrice est équivalente 4 une matrice de la

forme Diag(dy,da,...,dn), 0t dy....,dn sont des entiers naturels tels
que di|dg!- - |dyn. Signalons qu'on a le résultat d'unicité suivant : soit
(di)1<icns (d)1gicn deux suites d’entiers naturels telles que dy|da| - - |dn

et dildh| - |d},. Si les matrices Diag(dy,dz, ... ,dn) et Diag(d,. .., dy)
sont équivalentes, alors d; = d pour tout i. Autrement dif, une classe
d’équivalence est paramétrée par une suite de n entiers naturels (d;)igi<n
telle que dildz|- - |dn.

Le lecteur est invité & regarder comment ce résultat se généralise aux
matrices a4 coefficients dans un anneau principal quelcongue.

Pour terminer, on peut noter que l'exercice a aussi prouvé que l'en-
semble formé des matrices de transvections Ty;(a) & coefficients entiers
et des matrices 1 — 2E;;, qui sont des matrices de symétries hyperplanes,
engendre le groupe GLo(Z). On se reportera au chapitre sur le groupe
linéaire, dans le tome 2 d’algebre, pour des compléments et des utilisa-
tions de ce résultat.

On peut donner de Uezercice précédent une belle application : la clas-
sification des groupes abéliens finis. Cet exercice compléte Uezercice 2.20
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du chapitre sur les groupes, qui étudiait Uunicité de lo décomposition
en produit de groupes cycliques. On suppose connus les définitions et
résultats de Uexercice 7.19.

7.22. Structure des groupes abéliens finis

On rappelle le résultat établi & I'exercice précédent : pour toute
matrice A de M, (Z), il existe P et Q) dans GL,(Z) et un n-uplet
(di,...,dn) € N* tels que

d|ds| -+ |dn et PAQ = Diag(di,da, ..., dn).

1. Soit G un sous-groupe de Z*. Montrer qu’il existe une base
{(€1,....€n) de Z", un entier 7 > 0 et (dy,...,d,) € (N*)", vérifiant
dildal- - |dr et tels que (digy,dagg, ..., deg,) s0it une base de G.

2. Oum considere un groupe abélien fini H. Moutrer qu’il existe un
entier r > O et des entiers dy, . .., d,.. supérieurs a 2, avec d; |da| - - - |dr
tels que

H~Z/d\Z x Z/dsZ % -+ x L/ d,Z.

> Solution.

1. D’aprés 'exercice 7.19, il existe r 2 0 et une base (ey, ..., e;)
de G. Considérons la matrice A de M, (Z) dont les vecteurs colonnes
sont ey,...,er, 0, ..., 0. Le rang de A vue comme matrice & coefficients
rationnels, est r, car ses r premiéres colonnes sont Z-libres et donc -
libres, D'aprés l'exercice précédent. il existe (di,...,dn) € N, véifiant
dyjda| - |dn et P et Q dans GL,(Z) tels que

PAQ = Diag(d;, dz,...,dn) =D.

Le rang de la matrice PAQ) est r, commie celui de A. La matrice D a donc

T termes non nuls sur sa diagonale. La condition d;|ds|- --|d, entraine
que d; 2184 <retdgy =0dans lecas our <n,
Considérons les vecteurs-colonnes &q,...,e, de P~!'. La matrice

de passage de la base canonique By de Z"™ (qui est celle de Q7) &
(g1,...,6n) est P71, qui appartient & GL,(Z). Le systéme (£1,...,£5)
est donc une base de Z", toujours d'aprés Uexercice 7.19. La matrice
du systeme (die1....,4d-£,,0,...,0), dans la base By, est alors P7D,

Notons (Cy, ..., Cp) les vecteurs-colonnes de P71D. On a ainsi
Cr= di&1, "'701":de7‘1 C1r‘+1 =...=C,=0.
L'égalité P~'D = AQ entraine que C;....,C, sont des combinaisons

linéaires & coefficients entiers de e/, . . ., e, et appartiennent donc & G. Le
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systéme (Cy,...,C,) est Z-libre, car Q-libre, puisque rg AQ =rg A =r.
Eunfin, on conclut de 1'égalité A = (Cq|---|C,j0]---|0)Q ", que les
colonnes de A, c'est-a-dire les vecteurs ey,...,e,, sont comhinaisons
linéaires & coefficients entiers de Cy, ..., C,. Il en résulte que C,,...,C,
engendrent G tout entier. Le systdme (C;)igig, = (8i€i)1cigr constitue
donc une base du groupe G.

Conclusion. On a trouvé une base (g1,...,&,) de Z", des entiers
di > 1 tels que dy|da|- - |dy et (d121,dae2, ..., dre,) soit une base de G.

2. Onnote z1, ..., 2%, les éléments de H et on considére le morphisme
de groupes

f:(kl,,,.}kn)EZRI—?'klxl*l“”"i"knﬂ;n e H.

L'application f est surjective et d’aprés le théoréme d’isomorphisme, on
a Z™/Ker f ~ H.

D’aprés la question précédente, il existe une base (g1,...,6,) de Z,
des entiers non nuls dy, ..., d, tels que dy|dz| - |dr et (dig1,...,dr&y)
est une base de Ker f. Considérons 'application ¢ qui, &4 X € Z*,
associe le systéme de coordonnées de X dans la base (g9,...,28,). Il
s’agit d’un automorphisme du groupe Z®, pour lequel on a p(Z") = Z"
et p(Ker f) = d1Z x - - x do x {0},

Le lecteur se convaincra facilement que dans ces conditions, on ob-
tient

H o~ ZM Ker f o~ o(Z™) fp(Ker f) = 2"/ (d1Z % -+ x dyZ x {0}"77)

et donc
He (ZfdyZ) % -+ x (ZfdpZ) X £ %+ X L.

Comme H est fini, on a nécessairement r — n et
He~ (Z/dE) x - x (Z]dnZ).

En notant s le plus petit entier tel que dy = 2 (qui est défini dés que H
n'est pas réduit & I’élément neutre), il vient

[H ~ (Z/dZ) x - x (Z/dnZ) |

et la suite (ds, dstq,. .-, dn) a les propriéiés voulues. <
On se reportera & lexercice 2.20 du chapitre 2 {Groupes) pour une
démonstration de 'unicité des d;.

Le résultat susvant tient plus de Uarithmétique que de la théorie des
matrices. Il démonire que dans la résolution d'un systéme lindaire de
m équations & n inconnues, avec n > m, et dont les coefficients sont
entiers, on peut toujours trouver des solutions «pas trop grandess.
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7.23. Lemne de Siegel

Soit n et m dans N*, avee ne = m. A = (a1 <ieam € Mo (2).

lx jucte
On suppose qi'il existe une entier o > 0 fel que ?Ju,wj < 0, pour
tout (i, ) € [1,m] ~ [1,n].
Montrer quil existe X € Z". X # 0, tel que AX = 0 et tel que,
Al
T2
st X = .|, on i, pour tout § € [1,n]

Rar

< (nayom 4 L

Ly

(Ecole normale supérieure)

e Solution.

s Romarquons, pour commaencer, ¢ue le systéme lindaire AX = ()
admet des solations non 1wlles dans (7, puisqui’ll a me équations ot n in-
comunes avee m < 1, 81X £ QF est une solution non nulle, en mmltipliant,
X par un enbicr convenable (par exemple le produit des dénominateurs
des coordoundes de X}, on obtient une solution dans Z*. La question
corsiste a trouver une solution enticre gassez petites.

s Si on trouve deux vecteurs distincts de Z%, X e X’ qui vérifient
AX = AX’/, on obtiont un vecteur dn noyvau de A, 4 savoir X — X/, )idée
de la démonstration est la suivante ; choigir des veeteurs de Z* dans
une partic bornde de B® of en choisir suffisamment pour étre s d'en
trouver — par une application du principe des tiroirs de Diddehlet — deux
qui ont la méme inage par A. On notera || || la noriue infinie, que ce soit
dans B™ o dans B™.

s Ou va commencer par estimer J|AX|| en fonction de || X]|. On note

I in
) ya
X | ot Y=AX— :
'ru, ?J'TH
I.’J‘ n
On a pour toud ¢ € {1, m], ly;| = | Y aiz;] < X ugllz;] € nafX]|| ot
e i=
donc
|AX] < ne|Xjl.

s Soit M < N. Ou note By la boule ferinée do BY | centrde en U,
de ravon M pour 1o norme || ||, Un vecteur X € Z” est dans By si ot
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sculeruent. si, powr tont 1 <7 < n
on a exactement 2M + 1 possibilité

lr,| < M. Pour chaque coordonnde,
e sorte que

Cand (Byg NZ7) = (2M +1)".

aprés le point précédent, Uimage par A de Bar 17" est incluse dany
Finterscetion de Z™ ot de la boule fermée de R de rayon nabl. Cet
ensemble est de cardinal (1 + 2naM)™

Par le lesnme des tiroirs, on est done asswré de trouver deux vecteurs
distinets X ot X de By N Z7, tels gne AX = AX', dis Jors que

(2naM 4+ 1) < (2M 4 1)".

Pour cola, il suffit que (2M + 1) > (na)™(2M + 1), ce qui dquivant

= (ne)

Pour M ainsi chois, Ja solution X=X’ du systéne vérific, par inégafité
triangulaire, [|X — X/|| < 2M. 1I nous suffit donc de choisir M tel que

2N & [(ma) " =1 ()7 + 1]

pour conclure (¢est possible car uu segment do longneur 2 contient Lou-
Jours nu entior pair)

Siegel a utilisé ce résultat pour prouver la transcendance de cerfains
nambres réels.
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